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Yorwort. 



Eine der merkwürdigsten Thatsachen auf dem Gebiete der mathe- 
matischen Literatur ist die weitgehende Trennung, die zwischen den 
englischen Publicationen auf der einen Seite und denen der übrigen 
europäischen Nationen andererseits besteht, und die sich in den letzten 
Decennien, wenn wir yon ganz modernen Ansätzen absehen, eher ver- 
schärft als gemildert hat. Man wird von vornherein voraussetzen dürfen, 
dass vermöge dieser Trennung einer jeden der beiden in Vergleich kom- 
menden Parteien zahlreiche und werthvoUe Anregungen entgehen. Die 
hiermit angedeuteten Ueberlegungen dürften für das deutsche Pubbkum 
kaum an irgend einem Werke überzeugender hervortreten, als an Bouth's 
Dynamik der Systeme starrer Körper, deren ersten Theil wir hiermit in 
üebersetzung vorlegen. In England und den englisch redenden Ländern 
ist dieses Buch (welches jetzt dort in sechster Auflage erscheint) längst 
überall verbreitet; es ist das allgemeine, normale Lehrbuch der 
Mechanik; — in Deutschland aber dürfte dasselbe, trotz gelegentlicher 
Hinweise, die' man neuerdings in der Fachliteratur findet, immer noch 
so gut wie unbekannt sein. Und doch überzeugt eine auch nur flüchtige 
Durchsicht allein des vorliegenden Bandes, dass wir es mit einem Werke 
der ausgeprägtesten Eigenart zu thun haben, welches vermöge der 
FüUe seiner aUgemein rerstäiidUclien nach aUen Richtungen ausgreifenden 
Beispiele für einen Jeden, der sich nicht auf die abstracten Principien 

p beschränken will, sondern die Anwendung der Principien auf concrete 

Probleme erfassen möchte, von der weitgehendsten Bedeutung sein muss. 
In der That nimmt das Werk von Bouth auch innerhalb der eng- 
lischen Lehrbuchliteratur eine ganz specifische Stellung ein. Dasselbe 

' ist, man möchte sagen, das folgerichtige Erzeugniss der an der Uni- 

versität Cambridge entwickelten und herrschenden Unterrichtsmethode, 

3 deren anerkannter Meister der Verfasser seit vielen Jahren gewesen ist. 

Indem diese Methode den grössten Nachdruck auf die Durcharbeitung 
der einzelnen Anwendungen legt, bringt sie die Fähigkeiten des Ler- 
nenden nach bestimmter Bichtimg ohne Zweifel zu ausserordentlicher 
Entwickelung. Dafür tritt Anderes zurück, was wir in unseren deutschen 
akademischen Vorlesungen in erster Linie anzustreben pflegen: der 
systematische Aufbau, der allgemeine Ueberblick und die Anregung 
zur eigenen selbständigen Ideenbildung. Man kann die Vorzüge, welche 



a» 



406170 



IV Vorwort. 

unsere deutsche Methode in dieser Einsicht besitzen mag, voll an- 
erkennen , ohne darum zu übersehen, dass die englische Methode 
daneben, sozusagen als Er^nzung, ihre ausserordentliche Bedeutung 
besitzt. Dies jedenfalls ist die Au^kssung, von der aus wir das Werk von 
Bouth dem deutschen Publikum auf das Angelegentlichste empfehlen 
wollen. 

Was den besonderen Inhalt des yorliegenden Bandes betrifft, so 
sei hier nur auf das Kapitel YIII, welches Ton den Lagrange'schen 
Gleichungen handelt, verwiesen. Die dort gelehrte Methode der modi- 
fidrten Lagrange'schen Function (bei der man nur einige der 6e- 
schwindigkeitscoordinaten q durch die entsprechenden Impulscoordinaten 
p ersetzt) wird heutzutage in der Theorie der „cyclischen" Systeme 
allgemein auch von deutschen Forschem angewandt (Helmholtz, 
Hertz etc.); es dürfte aber kaum allgemein bekannt sein, dass diese 
Methode schon vor 20 Jahren von Routh entwickelt wurde, nämlich 
in der 1877 erschienenen Preisschrifb: Ä treoMse on (he stdbäity cf a 
given State of motion. 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung, dass die sehr correcte üeber- 
Setzung des englischen Originals, welche Hr. Schepp in dankenswerther 
Weise geliefert hat, vor dem endgültigen Abdruck von Hm. Dr. Lieb- 
mann dahier und mir durchgegangen worden ist, wobei sich als 
wünschenswerth herausstellte, die Entwickelungen des Verfassers ver- 
schiedentlich durch Hinweis auf nicht-englische Literatur zu ergänzen. 
Auf diese Weise ist der diesem Bande beigefügte Anhang entstanden, 
der allerdings auf Vollständigkeit in keiner Weise Anspruch machen kann. 

Göttingen, den 11. October 1897. 

F. Klein. 



Dem Vorwort des Herrn Prof. Klein fügen wir hinzu, was der 
Verfasser in der Vorrede zur sechsten Auflage seines Buches: The 
dementary part of a treatise on (he dynamics of a System of rigid hodies, 
heing pari 1 of a treatise on the whole suhject, Wifh numerous exampUs 
by E. J. Routh, siocüi edition, London: MacmiUan and Co.y New-York: 
the MacmiUan Company y 1897 über die Anordnung des Stoffes sagt. 

Das ganze Werk ist in zwei Theile getrennt worden. In dem 
ersten Band werden die Grundprincipien der Dynamik nebst den mehr 
elementaren Anwendungen gegeben, während die schwierigeren Theo- 
rien und Probleme dem zweiten Theil vorbehalten sind. Manchmal ist 
ein specieller Fall eines Problems, wie z. B. die kleinen Schwingungen 
eines verticalen Kreisels oder die Bewegung einer Kugel auf einer rauhen 
Ebene, elementar genug, um ihn in diesem Band behandeln zu können, 
während die allgemeine Theorie erst in dem luLchsten folgt. Um den 
Plan des Buches verständlich zu machen, ist dem Lihaltsverzeichniss 



Vorwort. V 

eine kurze Uebersicht über die in dem zweiten Band behandelten Gegen- 
stände beigefügt worden. 

Jedes Kapitel wurde möglichst yollständig gemacht, so dass der 
Leser Alles^ was sich auf irgend einen Theil des in ihm behandelten 
Gegenstandes bezieht , an derselben Stelle findet. Es schien dies yon 
Yortheil fQr diejenigen zu sein, welche mit der Dynamik schon be- 
kannt sind, da es ihnen gestattet, sich den Theü auszusuchen, der ihr 
Interesse am Meisten erweckt. Aber auch dem Anfanger wird es 
dadurch ermöglicht, sich seinen Studienplan selbständig zu wählen. Er 
wünscht vielleicht nicht, wenn er das Studium der Dynamik beginnt, 
durch ein rein analytisches Kapitel aufgehalten zu werden, ehe er zu 
dem eigentlichen Gegenstand des Buches kommt. So kann er gleich 
mit dem D'Alemb er tischen Princip beginnen und nur die Theiie des 
ersten Kapitels nachlesen, auf welche verwiesen wird oder er kann 
möglichst bald zu den grossen Principien der Flächen und der lebendigen 
Kraft übergehen. Diejenigen, welchen der Gegenstand yollständig neu 
ist, finden ein Yerzeichniss der Paragraphen, welche sie am besten m- 
erst lesen würden, hinter dem Inhaltsyerzeichniss. 

Ein besonderes Kapitel ist der Bewegung in der Ebene gewidmet; 
der Verfasser hat damit die Schwierigkeiten der Dynamik von denen 
der Raumgeometrie trennen wollen. 

Zu jedem Kapitel wurden zahlreiche Beispiele gegeben, von denen 
viele sehr leicht, andere dagegen für Vorgeschrittene bestimmt sind. 
Um eine möglichst grosse Abwechselung zu bieten, ist eine Sammlung 
von Problemen, die den an der Universität Cambridge und den Colleges 
gegebenen Examination Papers entnommen sind, dem Ende eines jeden 
Kapitels beigefügt worden. Da die Probleme von vielen verschiedenen 
Examinatoren ausgearbeitet wurden, so wird sich der Studirende mit 
ihrer Hülfe Gewandheit in der Auflösung aller Arten von dynamischen 
Fragen erwerben können. 

Bei der Auswahl der Beispiele hat der Verfasser in erster Linie 
darauf gesehen, dass sie sich genau dem Princip anschliessen, zu dessen 
Erläuterung sie dienen sollen. Zugleich wurden solche Maschiq^ n für 
die Anwendung der Sätze ausgesucht, die im Gebrauch sind und sich 
bewährt haben. Jedes praktische Instrument, das eine so lange Be- 
schreibung nicht erfordert, dass es zur Erläuterung untauglich wird, 
wurde vielleicht interessanten aber gekünstelten Constructionen vor- 
gezogen. — 

So weit der Verfasser. Was die Uebersetzung angeht, so haben 
wir Folgendes zu bemerken. 

Punkte zum Bezeichnen der Differentialquotienten nach der Zeit, 
wie es theilweise im Original geschehen ist, haben wir nicht benutzt, 
weil sie leicht zu Verwechslungen Veranlassung geben und bei ims 
wenig im Gebrauch sind. — Der Verfasser nennt ld>endige Eraft das 
Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit, während 
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wir;, weil es in Deutschland gebräuchliclier ist, unter lebendiger Kraft 
das halbe Product verstehen. Vergl. die Anm. auf S. 315. — Die eng- 
lischen Maasse, Gewichte etc. sind; soweit es angemessen erschien^ in 
deutsche umgewandelt worden. — Hier und da haben wir einige Zu- 
sätze gemacht; die sich auf die Literatur beziehen. (Die beiden Fuss- 
noten auf SjIS und 144 sind von Herrn Dr. Lieb mann.) — An einigen 
Stellen haben gewisse Ausdrücke; wie z. B. excentric lines (§ 40); area 
conserved (§77 des Originals und 76 der Uebersetzung) u. A. eine 
nähere Erklärung nöthig gemacht. — An dem Ende des Bandes haben 
wir als Ersatz für das Register im Original ein möglichst vollständiges 
Sach- und davon getrenntes Namenregister hinzugefügt, welches; wie 
wir hoffeU; die Benutzung des Buches erleichtem wird. 

Im Uebrigen entspricht die Bearbeitung durchaus der sechsten Auf- 
li^e des Originals. Bei der Uebersetzung freilich war diese Auflage 
noch nicht erschienen. Wir sind dem Verfasser, Herrn Dr. Routh; für 
die Freundlichkeit; mit welcher er ims zuerst seine Veränderungen und 
Zusätze zur fünften Auflage und später die Druckbogen der sechsten 
Auflage zur Verfügung stellte; sowie dem Verfasser und englischen 
Verleger für die Ueberlassung des Uebersetzungsrechts zu Dank ver- 
pflichtet. Zum Schluss möchten wir noch Herrn Prof. EleiU; der das 
Vorwort geschrieben; die zweite Correctur durchgesehen und den An- 
hang über die Literatur am Ende des Bandes hinzugefügt hat; sowie 
Herrn Dr. Liebmann in Göttingen für seine Mitwirkung dabei unsern 
herzlichsten Dank aussprechen. 

Wiesbaden; den 14. October 1897. 

A« Scliepp. 
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Man bittet die folgenden Fehler zu eorrigiren: ^ 

S. 1, Z. 8 V. u. schreibe „Buch" statt ,,Eapitel". 

S. 8, Beisp. 6 setze ein einfaches Integralzeichen statt des doppelten. 

S. 9, § 11 und S. 10, Beisp. 2 setze „nicht homogen" statt „heterogen". 

S. 15, Beisp. 11. Statt: „Nimmt man als Dreieckscoordinaten die Inhalte der 
Dreiecke u. s. w." setze „Nimmt man als Dreieckscoordinaten die Verhältnisse der 
Inhalte der Dreiecke u. s. w. zu dem ganzen Dreieck". 

S. 33, § 46 ändere man die Formeln für das Viereck und zwei verbundene 
Tetraeder in die folgenden um 






X 2 SV 



worin S^ die Summe der verschiedenen Combinationen mit Wiederholungen zur 
n*®" Classe von e^ z^ etc. bezeichnet. Man kann den Formeln für das Dreieck und 
Tetraeder auch die Form geben 






(n + 1) (n + 2) " ^ ^ " '^ 



*"^^ = (n + 1) (n + 2) (n + 3) ^» ^'' ^«''»''*^- 

S. 92, Z. 12 V. u. setze Phillips statt Philipps. 

S. 96, Z. 14 V. o. lies Zxz statt Zxy. 

S. 106, Z. 17 V. o. lies Bashforth statt Bashford. 

S. 144, Z. 6 V. u. lies Jellett statt Jelett. 

S. 384, Z. 4 V. u. lies Transformation statt Vertauschung. 






Kapitel L 

Trfigheitsiiiomeiite. 

§ 1. Man wird beim Studium der Dynamik finden^ dass gewisse 
Integrale sich beständig wiederholen. Es ist deshalb angezeigt^ sie 
in einem einleitenden Kapitel zum Nachschlagen zusammenzustellen. 
Wenn auch ihr Zusammenhang mit der Dynamik Tor der Hand noch 
nicht einleuchten mag^ so kann sich doch der Studirende versichert 
halten^ dass es ebenso Yortheilhafb für ihn ist Trägheitsmomente mit 
Leichtigkeit niederschreiben, als die Schwerpimkte der Elementarkörper 
angeben zu können. 

Zu den nothwendigen Sätzen kommen jedoch noch viele andere, 
die eine bessere üebersicht über die Lage der Trägheitsazen in einem 
Körper geben. Auch diese sind hier aufgeführt, obwohl sie nicht von 
deirselben Wichtigkeit sind wie die ersten. 

§ 2. Alle in der Dynamik sowohl als der Statik und einigen 
anderen Zweigen der angewandten Mathematik vorkommenden Litegrale 
sind in der einen Form 

JJJ^y^ei'^ dx dy dg 

enthalten, worin (a, ß, y) specielle Werthe haben. In der Statik sind 
zwei dieser drei Exponenten in der Regel NuU und der dritte ist ent- 
weder die Einheit oder Null, je nachdem der Zähler oder Nenner einer 
Goordinate des Schwerpunkts gesucht wird. In der Dynamik ist von 
den drei Exponenten der eine Null und die Summe der beiden andern 
gewohnlich 2. Das Integral in seiner ganzen Allgemeinheit ist noch 
nicht vollständig discutirt worden, wahrscheinlich weil nur gewisse 
Fälle reellen Nutzen haben. In dem Fall, in welchem der betrachtete 
Korper ein homogenes EUipsoid ist, hat Lejeune-Dirichlet (Bd. IV 
von Liouville's Journal) den Werth des allgemeinen Integrals in Gamma- 
fimktionen gefunden. Seine Resultate hat später Liouville in dem- 
selben Band auf den Fall eines heterogenen EUipsoids ausgedehnt, in 
welchem die S cljjjpht gn gleicher Dichtigkeit ähnliche Ellipsoide sind. 

In diesem ■fcr.nipiToI werden wir uns hauptsächlich auf die Betrachtung 
der Trägheits- und Deviationsmomente beschränken, da nur in diesen 
Fällen das Integral in der Dynamik Verwendung findet. 

Bonth, DyMmüc. I. 1 



2 Kapitel I. Trägheitsmomente. 

§ 3. Definitionen. Wenn die Masse eines jeden Punktes eines 
materiellen Systems mit dem Quadrat des Abstandes des Punktes Ton 
einer graden Linie multiplicirt wird, so heisst die Summe der Producte 
das Trägheüsmoment des Systems ftbr diese Linie. 

Ist M die Masse eines Systems und k eine solche Grosse^ dass 
MJc^ das Trägheitsmoment des Systems bezüglich einer gegebenen 
graden Linie ist; so heisst h der Trägheitsradius des Systems för diese 
Linie. 

Der Name ^^Trägheitsmomente' rührt von Euler her und wird jetzt 
überall gebraucht^ wo die Dynamik starrer Körper studirt wird. Wir 
werden noch die folgenden Ausdrücke gebrauchen: 

Wenn die Masse eines jeden Punktes eines materiellen Systems 
mit dem Quadrat des Abstandes des Punktes von einer gegebenen 
Ebene oder einem gegebenen Punkt multiplicirt wird, so heisst die 
Summe dieser Producte das Trägheitsmoment des Systems in Bezug 
auf diese Ebene oder diesen Punkt. 

Wenn zwei grade Linien Ox^ Oy zu Axen genommen werden und 
wenn die Masse eines jeden Systempunktes mit seinen beiden Coordi- 
naten Xy y multiplicirt wird, so heisst die Summe dieser Producte das 
Deviationsmoment^) des Systems bezüglich dieser beiden Axen. 

Es würde vielleicht passender gewesen sein, es das Deviations- 
moment des Systems bezüglich der beiden Goordinatenebenen xg, yz 
zu nennen. 

Der Ausdruck „Trägheitsmomente in Bezug auf eine Ebene'' wurde 
zuerst von Binet gebraucht. Sie werden deshalb auch Binet'sche 
Trägheitsmomente genannt. Siehe Binet „Memoire sur la th^orie des 
axes conjugufe et des moments d'inertie", J. de Fee polyt. cah. XVL 

§ 4. Ein Körper möge auf beliebige rechtwinklige Axen Oo;, Oy^ 
Oz bezogen werden, die sich im Punkt schneiden und x, j/, z seien 
die Coordinaten eines materiellen Punktes m, dann sind nach diesen 
Definitionen die Trägheitsmomente bezüglich der Axen der Xy y, z: 

^ = 27m(y»-f j^O, B=2m(z*+x^), C = 27m (a;« + y*), 

bezüglich der Ebenen yz, zxj xy: 

Ä=^i:mx\ B==^2:my\ C = Smz^ 

die Deviationsmomente bezüglich der Axen yZy zXj xy: 

B = ZmyZj E = Zmzx^ F = JSmxy 

und schliesslich das Trägheitsmoment für den Goordinatenanfang: 

H= £m(x^+y^+z^) = Smr^, 

wenn r der Abstand des Punktes m vom Goordinatenan&ng ist. 

1) Bankine, a manual of applied mechanics. 8. ed. p. 622. Häton de la 
Goupilli^re im Joum. de T^c. polyt. XXXVII, 



durch Integration (§ 8—5). 3 

§ 5. Elementarsätze. Von der Richtigkeit der folgenden Sätze 
kann man sich leicht überzeugen; sie mögen als Erläuterungen zu den 
vorstehenden Definitionen dienen. 

(1) Die drei Trägheitsmomente Ay JB, C bezüglich dreier recht- 
winkliger Axen sind der Art, dass die Summe von irgend zwei von 
ihnen grosser ist als das dritte. 

Denn A -{• B — C ^^ 22inz* ist positiv. 

(2) Die Summe der Trägheitsmomente bez. beliebiger drei recht- 
winkliger Axen, die sich in einem gegebenen Punkt schneiden, ist 
immer dieselbe und dem doppelten Trägheitsmoment in Bezug auf 
diesen Punkt gleich. 

Denn A + B'\-C^2Zfn{x*+ y«+ ««) ■= 2Zmr* ist unabhängig von der 
Richtung der Axen. 

(3) Die Summe der Tiägheitsmomente eines Systems bez. einer 
jeden Ebene, die durch einen gegebenen Punkt geht und bez. der in 
diesem Punkt auf der Ebene errichteten Normalen ist constant imd 
dem Trägheitsmoment des Systems bez. dieses Punktes gleich. 

Man nehme den gegebenen Punkt zum Goordinatenanfang und die Ebene 
zur rcy-Ebene, dann ist C -f- ^ *= Htnr* unabhängig von der Sichtung der Axen. 

Daraus folgt^ dass: 

(4) Irgend ein Deviationsmoment z. B. D kann numerisch nicht 
so gross eis — A sein. 

(5) Sind Ay By F die Trägheitsmomente und das Deviations- 
moment einer Lamdle (unendlich dünnen Schicht) bez. zweier recht- 
winkliger Axen, die in ihrer Ebene liegen, so ist AB grösser als F^. 

Ist t irgend eine Grösse, so VB^, Ai^ -{• ^Ft '\- B ^^ Zm{yt -f ^)* positiv. 
Daher sind die Wurzebi der quadratischen Gleichung At^ '\' %Ft -{• B rsz^(i ima- 
ginär, also AB > F\ 

(6) Man beweise, dass fClr jeden Körper 

{A + B—G){B+C—A)>4.E^ 
{A + B—C){B+C—A){C + A — B)>9^ DBF ist. 

(7) Das Trägheitsmoment der Oberfläche einer Eugel vom Radius a 
und der Masse M fOr einen Durchmesser ist -^ Ma\ 

o 

Da jedes Element den gleichen Abstand vom Centrum hat, so ist das Träg- 
heitsmoment bez. des Centmms Ufa'. Aus (2) ergibt sich dann das Resultat. 

(8) Das Trägheitsmoment der Oberfläche einer Halbkugel vom 

fiadius a und der Masse üf ist ffir jeden Durchmesser j MaK 

Es folgt dies ans (7), wenn man die Halbkugel zur Kugel vervollständigt. 
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§ 6. Es ist klar, dass das VerÜEdireji beim Aufsuchen Ton Trag- 
heits- und Deyiationsmonienten lediglich in der Integration besteht. 
Wir wollen dies an dem folgenden Beispiel erläutern. 

Das Trägheitsmcment einer gleichförmigen dreieckigen Platte hee. 
einer in ihrer Ebene liegenden dwrch einen Eckpunkt gehenden Axe zu 
finden. 

BAG sei das Dreieck, Äy die Axe, in Bezug auf welche das Mo- 
ment gesucht wird. Ziehe Ax senkrecht zu Ay und verlängere BC 

bis zu seinem Durchschnittspunkt D mit 
Ay. Das gegebene Dreieck ABC kann 
als die Differenz der Dreiecke ABB, 
AGB angesehen werden. Wir wollen 
zuerst das Tiagheitsmoment von ABB 
suchen. PQP'Qf sei ein Flächenelement, 
dessen Seiten PQ, P' Q der Basis AB 
parallel sind und PQ schneide Ax in 
Jlf. /) sei der Abstand des Eckpunktes 
B von der Axe Ay^ AM = x und 
AB^l. 

Dann ist der Inhalt des Flächen- 

Clements PQP'Q offenbar l *— ^ dx 

und sein Trägheitsmoment in Bezug auf 

Ay ist fil ^~Z dx . rc*, wenn ft die Masse 

pro Flächeneinheit bedeutet. Das Trägheitsmoment des Dreiecks ABB 
ist daher 




-t^ßi^-J^'^dx^^^l^lß^. 



Ebenso ist das TriLgheitsmoment des Dreiecks AGB, wenn y den 
Abstand des Eckpunktes G Ton der Axe Ay bedeutet, ^ ftly*. Das 

Trägheitsmoment des gegebenen Dreiecks AB G ist also jr iil(ß^ — y^. 

Nun sind -r- Iß und ^ ly die Flächeninhalte der Dreiecke ABB und 
AGB. Ist daher M die Masse des Dreiecks ABC, so wird das Trägheits- 
moment des Dreiecks in Bezug auf die Axe Ay gleich | Miß^+ßy+y"). 

Beisp. Wenn jedes Element der Masse des Dreiecks mit der n^^ Potenz 
seines Abstandes von einer graden Linie durch den Eckpunkt Ä mulüplicirt wird, 
so kann auf dieselbe Art bewiesen werden, dass die Summe der Producte 



2M 



(J»+A — 



.«+1 



(«+l)(n + 2) ß-y 



ist. 



§ 7. M der Körper eine Lamdle, so ist das Trägheitsmoment in 
Bezug auf eine Axe, die auf ihrer Ebene senkrecht steht, der Summe der 
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Trägheitsmomente heg. eweier heUdriger reektumkUger Axen gleich, die in 
der Ebene der Lamelle liegen und von dem Punkt ausgehen, in wdchem 
die erste Axe die Ebene trifft 

Denn, nehmen wir die 0-Axe senkrecht zur Ebene an^ so sind die 
Trägheitsmomente A, B, C bezügUch der Axen 

und deshalb 0*»^ + JB. 

Wir können diesen Satz auf das Dreieck anwenden. Sind (t, y 
die Abstände der Punkte B, C von der Axe Ax^ so ist das Tragheite- 
moment des Dreiecks f&r eine im Punkt A auf der Ebene des Dreiecks 
errichtete Normale 

- i Jf (^>+ /ly 4- y» + /r« + /Ty' + /«)• 

Beisp. Man beweise, dass das Trägheitsmoment des üm&ngs eines Kreises 

Yom Radius a und der Masse M für jeden Durchmesser y Ma* ist. 

Da jedes Element denselben Abstand von der Axe, dem Loth im Mittel- 
punkt auf die. Ebene des Kreises, hat, so ist das Trägheitsmoment in Bezug auf 
diese Axe Ma\ Das Resultat ergibt sich dann yon selbst. 

§ 8. Tabelle. Die folgenden Trägheitsmomente kommen so häufig 
Yor, dass sie hier zum Nachschlagen zusammengestellt werden. Man 
wird gut thuU; sie dem Gedachtniss einzuprägen. 

Das TiSgheitsmoment 

(1) eines Rechtecks von den Seiten 2a und 2b ist 

bez. einer Axe, die in seiner Ebene liegt, durch | , 

sein Gentrum geht und senkrecht auf der Seite | »»» Masse X y, 

2a steht J 

bez. einer durch sein Gentrum gehenden Axe,| ^ ^^ a* + 6' 
die senkrecht auf seiner Ebene steht j*" 8 * 

(2) einer Ellipse mit den Halbaxen a und b 

bez. der grosseren Halbaze a = Masse X —, 

bez. der kleineren Halbaze b »> Masse X -7- , 

bez. einer Axe, die im Mittelpimkt senkrecht! _ a*+&' 

auf der Ebene der Ellipse steht ) ~ ^^^ ^ ~i 

In dem speciellen Fall des Kreises vom Radius a ist das Träg- 
heitsmoment bez. eines Durchmessers »= Masse X -7- , 

bez. einer in seinem Mittelpunkt auf seiner Ebene) _. a' 

errichteten Senkrechten 1"°* T' 

(3) eines Ellipsoides von den Halbaxen a, b, c 

bez. der Axe a = Masse X —t^ • 
In dem speciellen Fall der Kugel vom Radius a ist das Träg- 
heitsmoment bez. eines Durchmessers =^ Masse x -=■ a\ 

o 
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(4) eines rechteckigen Parallelepipeds mit den Seiten 2a, 2b, 2c 
bez. einer Axe, die durch sein Centrum geht] ^i i « 

und senkrecht auf der Ebene mit den Seiten > »» Masse X — y — 

2b und 2c steht J 

Als Hilfsmittel für das Qedachtniss empfehlen wir folgende Regel: 

Trägheitsmoment ] Summe der Quadrate der auf ihr senk- 

um eine Symmetrie- } „ ^^^^ ^ rechten Halbaxen 

axe j o, ^ oder o 

Der Nenner ist 3, 4 oder 5, je nachdem der Körper rechteckig, 
elliptisch oder ellipsoidisch ist. 

Suchen wir z. B. das Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius 
a bez. eines Durchmessers, so bemerken wir, dass die auf ihm senk- 
rechte in seiner Ebene liegende Halbaxe der Radius a ist, während 
die Halbaxe senkrecht auf seiner Ebene NuU ist; das Trägheitsmoment 

ist daher Jf-j-y wenn M die Masse bedeutet; wünschen wir das 

Moment bez. der auf seiner Ebene im Mittelpunkt errichteten Nor- 
malen, 80 bemerken wir, dass von den zu ihr senkrechten Halbaxen 

jede a ist; das gesuchte Moment ist daher M — -^ — = Jf y 

§ 9. Da die Methode zur BeatiniTnimg der yorstehenden Tr&gheitsmomente 
so ziemlich dieselbe bleibt, so begnügen wir uns damit, nur zwei Fälle genauer 
auszufShren. 

Das Trägheitsmoment der Ellipse um die kleine Axe zu bestimmen. 



Die Gleichung der Ellipse sei y ^ — Ya* — x* . Nimmt man irgend einen 

unendlich schmalen Streifen PQ parallel der y> 
Axe an, so ist das Tr&gheitsmoment offenbar: 




a a 

*f* I x^ydx=^^li— I x*ya* — x* dx, 



worin ft die Masse pro Flächeneinheit ist. 
Um diesen Ausdruck zu integriren, setze man x «= a sin 9, das Integral 
wird dann 

T T 

,4 



a* I co8'9 8in*9dg) = a* / — —df^ 



na' 

"le" 



und das Trägheitsmoment »« ^nab — « Masse x -— • 

Ebenso findet man das Deviationsmoment eines Ellipsenquadranten bez. seiner 
Axen » Masse x a(/2ir. 

Bas Trägheitsmoment eines Eüipsoids hsM, eines Hauptdwrchmessers mu be- 
stimmen. 



durch Integration (§ 8—9). 



Die Gleichung des Ellipsoids sei x^/a* + y^/h^ 4- «'/c' « 1. Nimmt man 

irgend eine unendlich schmale Schicht 
PNQ parallel der y jir-Ebene an, so ist ihr 
Flächeninhalt offenbar fvPiV-^^. Es ist 
FN aber derWerth von jer für y a-0 und 
QN der Werth von y fiSr z = , wie 
man sie aus der Gleichung des Ellip- 
soids erhält; also 




QN^ 



a ^ ' 



daher der Flächeninhalt der Schicht 



Ist p, die Masse pro Volumeneinheit, dann ist das ganze Trägheitsmoment 



n 



,J^(«._,^^^![1±M!,, 



— a 






— a 



— li -- «a6c — i — = Masse x — ^ 

• 6 O 

Auf dieselbe Art kann man zeigen, dass das Deyiationsmoment des Octanten 
eines Ellipsoids bez. der Axen (x, y)«» Masse x 2&c/5« ist. 

Beisp. 1. Das Trägheitsmoment eines Kreisbogens, dessen Badius a ist und 
der zu einem Centriwinkel 2 a gehört, bez. 

(a) einer im Centrum auf der Ereisebene senkrecht stehenden Axe ist »> Ma^. 

(b) einer durch den Bogenmittelpunkt gehenden zur Ereisebene senkrechten 
Axe 

(c) eines Durchmessers, der den Bogen halbirt. 



'{^-"^Yi- 



Beisp. 2. Das Trägheitsmoment des Theils der Fläche einer Parabel, welcher 
durch eine Ordinate im Abstand x vom Scheitel abgeschnitten wird, ist -=-Mx^ 

bez. der Tangente an den Scheitel und — My^ bez. des Hauptdurchmessers, wenn 
y die zu x gehörige Ordinate ist. 

Beisp. 8. Das Trägheitsmoment der Fläche der Lenmiscate r' « a' cos 2 S 

bez. einer Linie durch den Coordinatenanfang, die in der Ebene der Figur liegt 

3^-1-8 
«nd senkrecht auf ihrer Axe steht, ist M -^ «». 

Beisp. 4. Eine Lamelle wird von vier gleichseitigen Hyperbeln begrenzt, 
von denen zwei die Coordinatenaxen zu Asymptoten haben, während die beiden 
andern diese Axen zu Hauptdurchmessem haben. Man beweise, dass die Summe 

der Trägheitsmomente der Lamelle bez. der Coordinatenaxen -r-^*^* — '''')(?* — ?*) 
ist, wenn a, a'; ^, ^ die Haupthalbaxen der Hyperbeln sind. 



8 Eap. I. Tiüigheitsmomente. 

Man nehme als Gleichungen der Hyperbeln xy -» «, x* — y' » v, dann sind 
die Trägheitsmomente Ä^» f j y^Jdu dv, B=>l j x* Jdu dVj worin 1/J die 
Functionaldeterminante TOn (tf, v) in Bezug auf (x, y) ist. Man erh&lt sofort 
A-\'B'^^lfdudVf wobei die Ghrenzen offenbar ttsÄy«' bis ya'^i t;==p* bis 
«=B (J'" sind. 

Beisp. 6. Eine Lamelle ist auf zwei Seiten von zwei ähnlichen Ellipsen be- 
gi*enzt, wobei das Axenverhältniss der Ellipsen m ist und auf den beiden andern 
Seiten yon zwei ähnlichen Hyperbeln mit einem Axenyerhältniss gleich n. Die 
yier Ourven haben ihre Hauptdurchmesser längs der Coordinatenaxen. Man be- 
weise, dass das Deyiationsmoment bez. der Coordinatenaxen 

4(f»"4-n«) 
ist, wenn a, a ; (3, ß' die grossen Halbaxen der Curren sind. 

Beisp. 6. Wenn der ein Element der Obezfläohe einer Kugel ist, welches auf 
beliebige rechtwinklige sich im Centrum schneidende Axen bezogen wird, zu be- 
weisen, dass jf / a;*« de — ^^Zt *^'"*"^ "*» ""^^rin r den Eadius der Kugel und 

n eine ganze Zahl bedeutet. 

Beisp. 7. Nimmt man dieselben Axen, wie in dem letzten Beispiel, zu be- 
weisen, dass 



/' 



•*V'."-.-5;rTI'"+' !^im^. 



worin n^f'\-g'\-h und L(f) den Quotienten des Products aller naturlichen 
Zahlen aufwärts bis zu 2f diyidirt durch das Product derselben Zahlen aufwärts 
bis zu f bedeutet, beide, 2f sowohl wie /", eingeschlossen. 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dass nach dem letzten Beispiel 

\u + M + »«)*" de - (l» + p» + ,«)• ***"'^* 



ß 



2n+l 

ist. Man entwickele beide Seiten, und setze die Coefißcienten von }?^y?^¥^^ 
gleich. 

Multiplicirt man das Resultat mit Ddr, so erhält man den Werth des Inte- 
grals für eine homogene Schale von der Dichtigkeit D und der Dicke dr. Be- 
trachtet man D als eine Function von r und integnrt in Bezug auf r, so kann 
man den Werth des Integrals fOr jede heterogene Kugel finden, in welcher die 
Schichten gleicher Dichtigkeit concentrische Kugeln sind. 

Beisp. 8. Wenn da em Element der auf die Hauptdurchmesser bezogenen 
Oberfläche eines Ellipsoids ist und p das Loth vom Mittelpunkt auf die Be- 
rührungsebene bedeutet, zu beweisen, dass 

ist, worin a, 5, c die Halbaxen sind und die übrige Bezeichnung dieselbe ist, wie 
vorher. 

Dieses Resultat folgt aus dem entsprechenden für eine Kugelschale sofort 
mit Hilfe der affmm TransformoHon (§ 40). Das entsprechende Integral , wenn 
die Exponenten von Xy y, z beliebige Grössen sind und die Integration über einen 
Octanten der Oberfläche erstreckt wird, ist durch Dirichl et 's Theorem in Gamma- 
functionen gegeben. 

Beisp. 9. Zeige, dass in einem Baum yon n Dimensionen das Volumen F, 
die Oberfläche S und das Trägheitsmoment J der Kugel, deren Gleichung 



/• 
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^ * + ^ ' H h ^«* "^ *** ^ ^^' oüier anf der Coordinate x^ senkrecht stehenden 

Ebene durch die Gleichungen 



'(■■t)' 



n ^ ^ ^ r* 



r(|n+i)' ' 



fif-— F, /=F 



n + 2 



gegeben sind. 

Diese Besnltate folgen leicht ans Dirichlet^s Theorem. Vergl. anch §5(2). 

§ 10. DUTerentiatioiisiiiethode. Viele Trägheitsmomente komien 
aus den in § 8 gegebenen durch Differentiation abgeleitet werden. So 
ist das Trägheitsmoment eines ellipsoidischen Körpers von gleich- 

förmiger Dichtigkeit (f bez. der Axe a wie bekannt -^ icabcQ — ~— • 
Ninunt das EUipsoid unendlich wenig an Grosse zu^ dann ist das Träg- 
heitsmoment der einschliessenden Schale d \j nabcQ — ^^J • Diese 

Differentiation kann ausgef&hrt werden ^ sobald das Gesetz^ nach 
welchem sich das EUipsoid ändert^ bekannt ist. Nimmt man an^ die 
EUipsoidenflächen^ welche die unendlich dünne Schale einschliessen, 
seien ähnlich und das Verhältniss der Axen für jede dieser Flächen 
wäre durch b^^^pa, C'^qa gegeben, so ist das Trägheitsmoment 

des ellipsoidischen Korpers = - XQpq ^ T^^ a\ 

der Schale = j XQpq (jp* + 2*) ^*^^ 

und ebenso die Masse 

des ellipsoidischen Korpers »» j^ifPio^j 

der Schale =: ^TCQpqa^da, 

Das Trägheitsmoment einer unendlich dünnen ellipsoidischen Schale 
von der Masse My von ähnlichen Ellipsoidenflächen eingeschlossen , ist 

daher ijlf(6« + c«). 

Aus § 8 ist ersichtlich, dass es dasselbe Tragheitsmoment wie das 
umschriebene rechtwinklige Parallelepiped von gleicher Masse hat. 
Diese beiden JSjörper haben also gleiche Trägheitsmomente bee, ihrer durch 
den Schwerpunkt gehenden Sgmmetrieaxen, 

§ 11. Die Trägheitsmomente einestoteSSgenen Körpers, dessen 
Grenzfläche eine Fläche gleicher Dichtigkeit ist, können manchmal 
durch Differentiation gefunden werden. Ninunt man an, das Trägheits- 
moment eines homogenen Korpers von der Dichtigkeit 2), welcher 
durch irgend eine Fläche yon gleichförmiger Dichtigkeit eingeschlossen 
wird, sei bekannt und es liesse sich durch irgend einen Parameter a 
in der Form fp(a)D ausdrücken, so ist das Trilgheitsmoment einer 
Schicht Yon der Dichtigkeit D gleich (p' (a) Dda. Ersetzt man D durch 
die variable Dichtigkeit q, so wird das gesuchte Trägheitsmoment 

f(fq>'(a)da. 
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Beisp. 1. Man zeige, dass das Trägheitsmoment eines heterogenen Ellipsoids 
bez. seiner grossen Axe, wenn die Schichten gleicher Dichtigkeit ähnliche con- 
centrische Ellipsoide sind und die Dichtigkeit l&ngs der grossen Axe wie der Ab- 

stand vom Mittelpunkt varürt, — Jlf (&■ + 9jtM^' 

Beisp. 2. Das Trägheitsmoment einerMJiy^enen EUipse bez. ihrer kleinen 
Axe ist, wenn die Streifen gleichförmiger Dichtigkeit confocale Ellipsen sind imd 
die Dichtigkeit längs der kleinen Axe sich wie der Abstand vom Mittelpunkt 

§ 12. Andre Methoden znr Ermittlnng von Trägheitsmomenten. 

Die in der Tabelle § 8 angegebenen Trägheitsmomente sind nur wenige 
Yon den vielen^ die man beständig nöthig hat. Die Trägheitsmomente 
einer Ellipse bez. ihrer Hauptaxen sind z. B. dort gegeben, wir 
werden aber häufig auch ihre Trägheitsmomente für andre Axen 
brauchen. Es ist natürlich möglich, sie in jedem besondem Fall 
durch Integration zu finden. Es ist dies aber ein langwieriges Ver- 
fahren und kann oft durch die Anwendung der beiden folgenden Sätze 
vermieden werden. 

Die Trägheitsmomente eines Körpers für gewisse durch seinen 
Schwerpimkt gehende Axen, die wir zu Bezugsaxen nehmen wollen, 
werden als durch die Tabelle gegeben angesehen, um nun das Träg- 
heitsmoment desselben Körpers bez. einer andern Axe zu finden, wollen 
wir so verfahren, dass wir 

(1) das gesuchte Trägheitsmoment mit demjenigen um eine parallele 
durch den Schwerpunkt gehende Aixe vergleichen. Es geschieht dies 
durch den Satz über die parallelen Axen. 

(2) Das Trägheitsmoment bez. dieser parallelen Axe durch die 
gegebenen Trägheitsmomente bez. der Goordinatenaxen ausdrücken. 
Dies ermöglicht der Satz über die sechs Gonstanten eines Körpers. 

§ 13. Der Satz über die parallelen Axen. Wenn die Trägheits- 
und Deviationsmomente für alle durch den Schwerpunkt eines Körpers 
gehenden Axen gegeben sind, die Trägheits- und DeviaMonsmomente hez, 
aller paraUden Axen aus ihnen abztdeiten. 

Das Trägheitsmoment eines Korpers oder Systems von Körpern 
bez. irgend einer Axe ist dem Trägheitsmoment bez. einer paraUelen 
durch den Schwerpunkt gehenden Axe gleich plus dem Trägheits- 
moment der ganzen im Schwerpunkt concentrirten Masse bez. der ur- 
sprüngUchen Axe. 

Das Deviationsmoment für irgend zwei Axen ist dem Deviations- 
moment bez. zweier parallelen durch den Schwerpunkt gehenden Axen 
gleich plus dem Deviationsmoment der ganzen im Schwerpunkt con- 
centrirten Masse bez. der ursprüngUchen Axen. 

Erstens. Man nehme die Axe, für welche das Trägheitsmoment 
gesucht wird, zur e-Axe. Es sei m die Masse eines materiellen Punktes 
des Körpers; x, y, z seien die Goordinaten von m; x, y, 'z diejenigen 
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des Schwerpunkts G des ganzes Systems von Körpern, x\ i/, sl die- 
jenigen Yon m in Bezug auf ein System Ton Parallelaxen durch den 
Schwerpunkt. 

Da Emaf/Sm^ Sm^/Smj £msf/Sm die Goordinaten des Schwer- 
punkts des Systems in Bezug auf den Schwerpunkt als Goordinaten- 
anfang sind, so folgt daraus 

Smoi—O, Sm^=Oy £m/^0. 

Das Trägheitsmoment des Systems bez. der g-Axe ist 

^IJmia^ + y') 

— 27m (i« +y^) + Zm {x'^ + j^«) + 2i. Zmx + 2y. Zmy. 

Nun ist 27m (^-f- y^ das Trägheitsmoment einer im Schwerpunkt 
concentrirten Masse Em und Em {x'^ -|- y^) das Trägheitsmoment des 
Systems f&r eine durch G gehende Axe; femer Utmxf ^=^0^ 27m^ = 0, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt, dass von aUen einer Geraden paraUden 
Axen diyenige das Kleinste Trägheitsmoment aufisutceisen hat, welche 
durch den Sdiwerpwnkt geht. 

Zweitens, Nimmt man die x^ y-Azen als Axen, fQr welche das 
Deyiationsmoment gesucht wird^ so ist das gesuchte Moment 

= Smxy — JSm(x + icO (y + v) 

-= xy . Um + Umx'i/ + x Smy' + y Emx 

««= xy Um + Umx'i/. 

Nun ist xy 2Jm das Deyiationsmoment einer in G concentrirten 
Masse Zm und Umafy das Deyiationsmoment des ganzen Systems 
bez. der durch G gehenden Axen, womit der Satz bewiesen ist. 

Sind A und B zwei parallele Axen im Abstand a und b yom 
Schwerpunkt des Körpers und ist M die Masse des materiellen Systems, 
so hat man 

Trägheitsmoment 1 -mM- 2 (Trägheitsmoment! ^n-^g 

bez. A j— ^« — I bez. B ]— ^^ ^ 

Wenn daher das Trägheitsmoment eines Korpers ftir eine Axe be- 
kannt ist, so lasst sich dasjenige ffir eine andere ihr parallele Axe 
finden. Es ist klar, dass ein ähnlicher Satz bez. der Deyiations- 
momente gilt. 

§ 14. Der yorstehende Satz kann folgendermassen yerallgemeinert 
werden. Ist irgend ein System in Bewegung und sind x, y, z die 
Goordinaten eines Punktes yon der Masse m zur Zeit ty so sind dx/dt, 
dyjdty dg/dt die Gomponenten der Geschwindigkeit und d^x/dt^y d^y/dt^y 
d^sijdt^ die der Beschleunigung des Punktes parallel den Axen. 
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r = £mq> \x, ^, g^, y, ^, j^, 0, ^, ^jjj 

sei eine gegebene von der Structur und Bewegung des Systems ab- 
hängige Function und die Summe erstrecke sich über das gansse System. 
fp sei eine algebraische Function erster oder zweiter Ordnung. So kann 
9 z. B. aus folgenden Gliedern bestehen 

ax^+bx^+ c (^y+ eyz + fx-\ , 

worin a, hy c . . . Constante sind. Dann gilt der allgemeine Satz: 

Der Wertk van V für irgend ein Coordimstensystem ist dem Werih 
von V gleich, den man für ein paralleles Coardinatensystem gefunden hat^ 
das den Schwerpwnkt sswm Goardinalerumfa»^ hat plus dem Werth van V 
für die ganze im Schwerpunkt concenbrirte Masse mit Bezug oMf das 
erste Coardinatensystem, 

Denn; Xy y, seien die Goordinaten des Schwerpunkts und es sei 
x^= X -\- X etc. , also dx/dt =» dx/dt + dx'/dt etc. 

Da nun (p eine algebraische Function zweiter Ordnung von x, 
dx/dt, d^x/df, 9; • - • ist, so erhalt man offenbar durch Substitution 
der obigen Werthe und Ausführung der angedeuteten Multiplicationen 
und Quadrirungen etc. drei verschiedene Arten von Ausdrücken, solche, 
die nur i, dx/dtj d'^x/di? . . ., solche, welche die Produkte von x, x\.. 
enthalten und schliesslich solche, in denen nur af, dx'/dt . . . vor- 
kommen. Die ersten ergeben im Ganzen q>(Xj dx/dt , v..), die letzten 
g>(x', dixf/dt, . . .). 

Es wird mithin 

r=£mfp(x, ^^, " ) + 2;m(p(x\ ^,- •) 

+ Zm(Äi'4+B'^x+Cx% + ..), 

worin Ä, B, C, etc. Constante sind. 

Nun ist Um (x dx'/dt) dasselbe wie xSm dx'/dt und dieses ver- 
schwindet. Denn da Smx' »» ist, so folgt daraus, dass Um dx'/dt «» 0. 
Ebenso verschwinden alle andern Glieder in dem letzten Ausdruck. 

Der Werth von V ist damit auf zwei Ausdrücke reducirt. Der 
erste ist aber der Werth von V fOr die ganze im Schwerpunkt con- 
centrirte Masse, der zweite der Werth von V für das ganze auf den 
Schwerpunkt als Goordinatenanfang bezogene System. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Der Satz würde offenbar auch gelten, wenn d^x/dfi, d^y/dfi, d^z/df 
oder höhere Differentialquotienten in der Function V sich vorfänden. 

§ 15. Der Sats von den sechs Constanten eines K5rpers. Wenn 
die TrägheitS' und Deviaiionsmomente für drei grcuie Linien, die sich in 
einem Punkt rechtumkUg schneiden, gegeben sind, aus ihnen die Trag- 
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heitS' und BemaMcnsmomente fwr alle andern in diesem Funkt sich 
schneidenden Axen ciheuleiten. 

Man nehme die drei Geraden zu Goordinatenaxen. A^ B, C seien 
die Trägheitsmomente bez. der Axen der Xj y, ier; D, E, F die Deyiations- 
momente bez. der Axen yg^ ex, xy] a, ßj y die Biehtungscosinusse 
einer durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden. Dann ist das 

Trägheitsmoment / des Körpers bez. 
dieser Linie durch die Gleichung ge- 
geben: 

I^Äa^ + Bß'+Gy» 
— 2Bßy — 2Eytt — 2Faß. 

P sei irgend ein Punkt des Körpers, 
in welchem eine Masse m liegt und 
Xy y, seien die Goordinaten von P. 
ON sei die Linie , deren Bichtungs- 
cosinusse a^ ß, y sind. Ziehe B'N 
senkrecht zu OlS. 
Da OJV die Projection Ton OB ist, so erhält man 

ojr= a?a + y/J + ^y? 

femer 

OP«««ir« + y« + ;?» und 1 =- a« + /J« + y*- 

Das Trägheitsmoment I bez. OJV' ist = Um PHP 

= Zm[x^ + y' + sf^ — {ax + ßy + yef] 

= £m [(x' + y* + £r») (a* + ß' + r')- («^ + ßy + y^)T 

= Zw(y« + s!^a^ + Sm(0^ + ai") ß^ + Zm{üc? + y*) y* 

— 2Smy8 . ßy — 2Smgx . ya — 2Smxy.aß 

= Ac? + JB/J« + Gy^ — 2Bßy — 2Eya — 2 Faß . 

. Genau auf dieselbe Art kann man zeigen, dass, wenn A', B\ C 
die TriLgheitsmomente bez. der Ebenen y0, 0x, xy sind, das Trägheits- 
moment bez. der Ebene, deren Bichtungscosinusse a, ß, y sind, 

r — Aa^ + B'ß^ + Cy + 2Bßy + 2Eya + 2Faß ist. 

Man beachte, dass diese Gleichung sich von derjenigen, welche 
das Moment bez. einer Geraden angibt, nur durch die Vorzeichen der 
drei letzten Glieder unterscheidet. 

§ 16. Wenn drei grade Linien, die sich in einem gegebenen 
Punkt rechtwinklig schneiden, der Art sind, dass für sie als Goordinaten- 
axen die Deyiationsmomente Zmxy, ZmyZy Smgx sämmtlich ver- 
schwinden, so heissen sie die Haupkucen ftlr den gegebenen Punkt. 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei Hauptaxen gehen, heissen 
die jBoupfe&enen fftr den gegebenen Punkt. 
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Die Trägheitsmomente bez. der Hauptaxen eines Punktes heissen 
die Hauptträgheüsnwmente für diese Punkte. 

Die Fundamentalformel in § 15 nimmt eine Tiel einfachere Ge- 
stalt an^ wenn die Goordinatenaxen so gewählt werden können, dass 
sie die Hauptaxen für den Coordinatenanfang sind. In diesem Fall wird 

Wir werden sogleich ein Verfahren kennen lernen, durch welches 
wir stets diese Axen finden können; in einigen einfachen Fallen kann 
man sich Ton ihrer Lage durch den Augenschein überzeugen. Der 
Körper sei symmetrisch bez. der a;y- Ebene. Dann entspricht jedem 
Element m auf der einen Seite, dessen Goordinaten Xy y, z sind, ein 
Element von gleicher Masse auf der andern Seite der Ebene, dessen 
Goordinaten x, y, — e sind. Für einen solchen Körper ist daher 
JSmxe =» und JSmyz '^ 0. Ist der Körper eine in der Ebene xy 
liegende Lamelle, dami ist das z eines jeden Elements Null und wir 
erhalten wieder JSmxz ^^ , JSmyz = . 

Greifen wir zurück auf die Tabelle in § 8, so sehen wir, dass die 
Axen der darin aufgefElhrten Trägheitsmomente stets Hauptaxen sind. 
So sind im Falle des EUipsoids die drei Hauptschnitte sämmtlich 
Symmetrieebenen und daher sind, wie wir soeben, gezeigt haben, die 
Etauptdurchmesser Haupttragheitsaxen. Bei der Anwendung der Funda- 
mentalformel in § 15 auf einen der in der Tabelle erwähnten Körper 
kann man daher immer die hier gegebene abgekürzte Form benutzen. 

§ 17. Wir wollen nun zusehen, wie die beiden wichtigen S&tze der §§13 
und 15 in der Praxis anzuwenden sind. 

Beisp. 1. Nehmen wir an, es werde gesucht das Trägheitsmoment einer ellip- 
tischen Fläche von der Masse M und den Halbazen a und h bez. eines Diameters, 
der den Winkel S mit der grossen Axe einschliesst. Die Trägheitsmomente bez. 

der Axen a und h sind resp. -j- Mh^ und -^ Ma\ Nach § 16 ist das Trägheits- 
moment bez. des Diameters -i- Mh* cos" ^ + 4" •^*' ^' ^- Wenn r die Länge 
des Diameters bedeutet, so ist dieser Ausdruck, wie aus der Gleichung der Ellipse 

TUT /«STit 

bekannt ist, = -j- • — ^ , welches eine für die Praxis sehr bequeme Form ist.^ 

Beisp. 2. Nehmen wir an, das Trägheitsmoment derselben Ellipse bez. einer 

Tangente werde gesucht. Ist p das Loth vom Mittelpunkt auf die Tangente , so 

ist nach § 18 das gesuchte Moment gleich dem Trägheitsmoment bez. einer durch 

M a*b* 
den Mittelpunkt gehenden parallelen Axe plus Mp^^ also — -j — |- + Jfcfjp' 

= — T— p\ da pr = ab ist. 

Beisp. 3. Als ein Beispiel andrer Art wollen wir das Trägheitsmoment eines 
EUipsoids suchen von der Masse M und den Halbaxen (a, &, e) bez. einer Dia- 
meicBlebene, deren Bichtungscosinusse in Bezug auf die Hauptebenen (er, ß, y) sind. 

Nach § 8 sind die Trägheitsmomente bez. der Hauptaxen y M {b* -f~ c')i 
~- 3f (c* 4- ^*)i y -^(a* + ^^* Mithin sind nach § 5 die Triigheitsmomente bez. der 
Haupte5e9i€n jMa*^ y-^^'t j ^^*- I^^ber ist das gesuchte Trägheitsmoment 
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-gJI£(a*a'+&*P'+c'y') oder wenn jp das Loth auf die parallele Berührungs- 
ebene bedeutet, wie aus der Baumgeometrie bekannt ist, = M p*/h. 

Beisp. 4. Das Trägheitsmoment eines Rechtecks, dessen Seiten 2 a, 25 sind, 

bez. einer Diagonale ist —r =-T-r, • 

8 a'+o" 

Beisp. 6. Sind k^^ k^ die Trägheitsradien einer elliptischen Lamelle bez. 

zweier conjugirter Diameter, so ist 1/fej * + 1/ik,* = 4 (1/a* + 1/6*). 

Beisp. 6. Die Summe der Trägheitsmomente einer elliptischen Fläche bez. 
zweier Tangenten, welche senkrecht aufeinander stehen, ist immer dieselbe. 

Beisp. 7. Ist M die Masse eines graden Kegels, a seine Hohe und b der Ra- 
dius der Basis , so ist das Tiügheitsmoment bez. der Axe — M 5'; bez. einer 

senkrecht zur Axe durch die Spitze gehenden Geraden y^(<z' + T^ 7 > ^^'^* 

einer Erzeugenden -^ M , 7|",, ; bez. einer durch den Schwerpunkt gehenden, 

auf der Axe senkrechten Geraden ^ Jlf (a' + 4&*). 

Beisp. 8. Ist a die Höhe eines graden Gylinders, b der Radius der Basis, so 
ist das Trägheitsmoment bez. der Axe y Mb* und bez. einer Geraden durch den 

Schwerpunkt senkrecht zur Axe -r -^(t** + ^T 

Beisp. 9. Das Trägheitsmoment eines Körpers yon der Masse M bez. einer 
Geraden, deren Gleichung, auf beliebige rechtwinklige sich im Schwerpunkt 

schneidende Axen bezogen, — =— t«-?^ — ? = lautet, ist 

* m n 

AP + Bm* + Cn» — 2Dwn — 2Enl — 2Flm + 
+ Mir + 9' + h'-(fl + 9fn + An)«], 
worin (Z, m, n) die Richtungscosinusse der Geraden sind. 

Beisp. 10. Das Trägheitsmoment einer elliptischen Scheibe, deren Gleichung 

ax* + 26a?y -f cy* + 2<ia; + 2 cy -f 1 — 

ist, bez. eines der a;-Axe parallelen Diameters ist -r- • 7 =-57.1 worin M die 

' *^ 4 {ac—b*y 

Masse und H die zu der Curve zweiter Ordnung gehörige Determinante 
ae — ft" + 26ed — ae* — cd* ist, welche man gewöhnlich die Hesse'sche Deter- 
minante, zuweilen die Discriminante nennt. ^<ißfJjilL,:/H<,Uz\. ) 

^' ^— ->' Beisp. 11. Nimmt man als Dreieckscoordinaten a;, y, z di^InhJte der Drei- 

y^<^y*y^kePJBC7, PC^, ^4jt welche den Punkt P mit den Seiten BC=»a, CÄ^b, 
Y jLj^ypj^~A.B s^ c eüies Dreiecks verbinden, so ist das Trägheitsmoment einer elliptischen 
vi_— -^-"^ Scheibe, deren Gleichung in diesen Coordinaten 9(a;yj5) — ist, in Bezug auf 
einen der Dreiecksseite BC=»a parallelen Durchmesser 

wo J der Inhalt des Dreiecks ABC^ JET die Determinante der Function 9 und K 
die mit den Zahlen 111 geränderte Determinante ist. 

§ 18. Die Methode der Axeintram^fcrmcB^ion. Die in § 15 angewandte Methode, 
das Trilgheitsmoment bez. einer Geraden OiV zu finden, kommt eigentlich einem 
Goordinatenwechsel gleich, bei welchem diese Gerade als neue Axe, sagen wir, der 
i genommen wird, da die Axen der ji und i nicht nöthig sind. Wir können dies 
nun zu einer Methode yerallgemeinem, die oft Ton grossem praktischen Nutzen ist. 

Nehmen wir an, 9($i2£) sei irgend eine quadratische Function z. B. 
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und es solle £mfp{ii}t) gefunden werden, wobei sich die Somme über irgend 
einen Körper erstrecken mOge. 

Man wBMe ein passendes Axensystem der x, y, z, welches denselben Coordi- 
natenanfang hat, derart aus, dass die aeehs ConsUmten des KSrpen, d. h. £mx\ 
£my^^ £mB\ Smxy, £myg, Zmzx sftmmtlich bekannt sind oder leicht gefanden 
werden können. Die Richtungscosinnsse mögen durch das Diagramm 

IS n t 
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gegeben sein. 

Alsdann ist { — «« + «' y + «"xf, V'^ßx + Piy+f'z, £-=ya: + yy + y"iP. 
Setct man diese Werthe ein und entwickelt, so erhält man £fnip(i7it) in Aus- 
drücken der sechs bekannten Constanten des Körpers. 

Das Resultat mag auf den ersten Blick etwas complicirt erscheinen; es re- 
ducirt sich aber, wenn die neuen Axen passend gewählt werden, in den meisten 
Fällen auf wenige Glieder. Sind z. B. die Axen der xyz Hauptaxen, eo werden 
die Glieder Zmxy, Zmyz^ £mzx earnm/Üiifh NM. Unter der Voraussetzung, 
dass die Wahl in dieser Art getroffen worden ist, erhält die Gleichung die be- 
queme Form 

2:m9(4i?0-=9(«jJy) 2;ma:»+9(«'p'y') Zmy» + 9(«"p"y") Zmz^ 

Beim Gebrauch dieser Formel merke man sich, dass der Coeffident von Zmx^ er- 
halten wird, indem man statt ({i]^) in 9(£i]() die Bichtungscosinusse der neuen 
x-Axe, d. 1\. die in dem Diagramm in einer Reihe mit x stehenden Cosinusse 
setzt. Der Coefficient von Zmy* wird erhalten, indem man die Richtungscosinusse 
der neuen y-Axe substituirt, d. h. die neben y in dem Diagramm stehenden Co- 
sinusse u. s. w. 

Muss auch der Coordinatenanfang geändert werden, so kann dies mit Hülfe 
des Satzes in § 14 geschehen. , 

Beisp. 1. Die Coordinaten des Centrums einer elliptischen Fläche sind (fgh) 
und die Richtungscosinusse ihrer Axen («ßy) (a'^y'); i^^^a beweise, dass: 



Zmf« « 3f (ä» + i a*y* + j &'/*) • 



Beisp. 2. Ox, Oy, Oz seien die Hauptaxen des Coordinatenan&ngs; man 
beweise, dass das Deviationsmoment F* «» Zm^ri bez. zweier rechtwinkliger Axen 
0£, Of}, deren Richtungscosinusse (aa'a") (ßp^ß^') sind, durch eine der Gleichungen 

gegeben ist. Das zweite Resultat folgt aus dem ersten, da «(} -f- a ^ -f a"^'»0. 

Beisp. 3. (yy'y") mögen die Richtungscosinusse einer festen Axe Oi sein. 
Wenn nun 0{, Oi} sich um 0£ drehen, zu beweisen, dass IX* + -^'* und J.'B' — F'* 
beide constant sind, unter A\ B\ C\ B\ E\ F' die Trägheits- und Deviations- 
momente des Körpers bez. dieser sich bewegenden Axen verstanden. 

Denn nach Beisp. 2 ist 

— D' = Aßy -f BjTy' + Cß^'f, - E'^Aay + J5«'y' -f (7a"y", 
daher 

I>'« + J5'«=-=AV(«"+P') + 2^^yy'(«a' + PP')+ etc. 
und da 

««+(}«=, l_.y« = y'« + y"« UUd ««' + |J|r - — y/, 

SO erhält man 

D'« + i5'« = (^ - B)» (y/)» + (B - C)» (//')* + (<?- ^)» (r" y)*- 
Ebenso findet man AB' — V*-'BCi* + CAy'*-\-ABy"\ 
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§ 19. Die Trigheitsellipsoide. Der in § 15 gefundene Ausdruck 
fbr das Trägheitsmoment I bez. einer Geraden^ deren Bichtungscosinusse 
{nßy) sind, 

J= Att^ + Bß^ + Cy^ — 2Dßy — 2Eya — 2Faß, 

laset eine sehr nützliche geometrische Deutung zu. 

Der Badiusvector OQ möge sich auf irgend eine Art um den 
gegebenen Punkt drehen und von solcher Länge sein, dass das 
Trägheitsmoment bez. OQ dem reciproken Quadrat seiner Länge pro- 
parUafud ist. Stellt dann B die Länge des Radiusvector dar, dessen 
Bichtungscosinusse (ccßy) sind, so ist 1= Ms^B^, worin s eine ge- 
wisse Constante ist, die zur Wahrung der Dimensionen von I ein- 
geführt wird, und M die Masse. Wir werden der Kürze wegen statt 
Mb^ zuweilen das einfachere Symbol K gebrauchen. Die Polargleichung 
des Ortes von Q ist daher 

^ = 4««+ J?/J«+ Cy^— 2Dßy — 2Eya — 2Faß. 

Nimmt man statt der Polarcoordinaten rechtwinklige, so wird 

JC= ^Z«+ Br«+ CZ^— 2BYZ — 2EZX — 2FXY, 

welches die Gleichung einer Fläche zweiten Grades ist. Es gibt also 
fBr jeden Punkt eines materiellen Körpers eine entsprechende 
Fläche zweiten Grades, welche die Eigenschaft besitzt, dass das Träg- 
heitsmoment bez. irgend eines Badiusvectors durch das reciproke 
Quadrat dieses Badiusrectors dargestellt wird. Der Yortheil dieser 
Darstellung besteht darin, dass die Beziehungen zwischen den Träg- 
heitsmomenten fEtr grade Linien, die sich in einem gegebenen Punkt 
schneiden, mittelst der bekannten Eigenschaften einer Fläche zweiten 
Grades gefunden werden können. 

Da das Trägheitsmoment seiner Bildung nach ab Summe einer 
Anzahl yon Quadraten eine positive Grösse ist, so muss offenbar jeder 
Badiusvector B reell sein. Die Fläche, zweiten Grades ist daher immer 
ein Ellipsoid. Es wurde zuerst von Gauchy benutzt, Exerdses de 
Math. Bd. 11, 93. Siehe auch Schlömilch in den Abhandlungen der 
Leipziger Akademie 11, 377. Poinsot erkannte seine Bedeutung für 
die Mechanik. Man nennt es gewöhnlich das Poinsot'sdie TrägheUs- 
dlipsaid fOr den Punkt und, wenn der Schwerpunkt ist, das 
Poinsot'sche CeniräleUipsoid. 

üeber die Triigheitsellipsoide ist so viel geschrieben worden, dass 
es schwierig ist, festzustellen, welche Verdienste den verschiedenen 
Autoren zukommen. Wir verweisen auch auf Prof. Cayley's Bericht an 
^eBritidiÄssociathnf.tÄ.0.8. Viher Special problems of Dynam^^ 1862. 

§ 20. Die Invarianten. Das Trägheitsellipsoid wird definirt durch 
eine geometrische Eigenschaft, dass nämlich jeder Badiusvector einer 

Bouth, nynAinik. I. 2 
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Gonstanten, dividirt durch die Quadratwurzel aus dem Trägheitsmoment 
bez. dieses Radiusvectors, gleich ist. Wir mögen daher Coordinaten- 
axen nehmen, welche wir wollen, wir müssen immer dasselbe Ellipsoid 
erhalten. Wird mithin das Tragheitsellipsoid auf ein beliebiges System 
rechtwinkliger Axen bezogen, so werden die Coe£ficienten von X\ T*y Z^f 
— 2 TZ, — 2ZX, — 2XY in seiner Gleichung stets die Tri^heits- 
und Deviationsmomente bez. dieser Axen darsteUen. 

Da die Goe£ficienten der Gleichung dritten Ghrades, welche die 
Länge der Hauptaxen des EUipsoids bestimmt, durch eine Trans- 
formation der Axen ungeändert bleiben, diese Coefißcienten aber durch 

ÄB-\-BC+CA — JD* — E* — F*, 
ÄBC — 2DEF— AD* — BE* — CF* 

darseetellt werden, so sind sie fOr alle aufeinander senkrechten Axen 
voTnämlichen Coordinatenaniang Inyarianten und sammtUch grosser 
alsNuU. 

§ 21. Man beachte, dass die Constante £ zwar willkürlich ist; 
wenn sie aber einmal gewählt ist, nicht mehr geändert werden kann. 
Wir erhalten so eine Reihe von ähnlichen und ähnlich gelegenen 
EUipsoiden, von welchen jedes als Tragheitsellipsoid benutzt werden 
kann. 

Ist der Körper eine ebene Lamelle, so heisst ein Schnitt des 
einem beliebigen Punkt der Lamelle entsprechenden EUipsoids nüt der 
Ebene der Lamelle die Trägheits- heg, CentrcMUpse für diesen Punkt. 

Wenn die Hauptaxen fÖr irgend einen Punkt eines Körpers zu 
Coordinatenaxen genommen werden, so nimmt die Gleichung des Trag- 
heitsellipsoids die einfache Form an -4 JP + J5 r* + OZ* = Jfcf ^, worin 
M die Masse und ^ irgend eine Constante bedeutet. Wir wollen dies 
nun auf einige einfache Falle anwenden. 

Beisp. 1. Das CentraieRipsoid einer mateneüen eUiptistiien Scheibe gu finden. 
Behält man die frühere Bezeichnung bei, so ist ^ — 4- 3fd', JB » -^ Ma* 

« j Jf (a> -i- h^. Daher ist d&ß Ellipsoid 

Da 8 irgend eine Constante bedeutet, so kann man daför auch setzen 

Ist Z ^ 0^ so wird daraus eine dem Umfang der gegebenen Scheibe ähnliche 
Ellipse. Daraus geht heryor, dass die Centralellipse einer elliptischen Scheibe 
eine ähnliche und ähnlich gelegene Ellipse ist. Dies folgt auch aus § 17, Beisp. 1. 
Beisp. 2. Dm Trägheiteellipsoid f&/r irgend einen Fwfüct eines materieüen 
graden Stabs AB von der Masse M und Länge 2a eu finden. Die Gerade OÄB 
möge die Aze der x, der Coordinatenanfang, O der Mittelpunkt von AB^ 
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OG'^e aeixL S^ann die materielle Linie als unendlicli dünn angesehen, also 

J. =a 0, JS >» Jlf f Y a* -f cM = gesetzt werden, dann ist das Tr&gheitsellipsoid 

Y'-|-Z'a» e'', worin s' irgend eine Constante bezeichnet. Das Triigheitsellipsoid ist 
mithin ein gestrecktes Rotationsellipsoid, welches zu einem graden Cyünder wird 
mit der grsbden Linie als Aze, wenn der Stab unbegrenzt dünn wird. 

Beisp. 8. Das Centralellipsoid eines materiellen Ellipsoids ist 

(6« + c«)X* + (c« + a«) Y» + (a« + 6») Z«« «*, 

worin £ irgend eine Constante ist. Man bemerke, dass die längste itnd kürzeste 
Axe des TrägheitseUipsaids ihrer Bichtung nach bez. mit der längsten und kürzesten 
Axe des materiellen JEHUpsoids zusammenfäUt. 

§ 22. Umgekehrt kann man zeigen^ dass tvenn irgend ein EUipsoid 
gegä)€n ist, ein reeller materieller Körper gefunden werden kann, von 
welchem es das TrägheitseUipsoid ist, vorausgesetzt, dass die Summe der 
Quadrate der redpröken Werfhe irgend zweier seiner Axen grösser ist 
als das Quadrat des reciproken Werffis der dritten. 

Denn wenn die Trägheitsmomente bez. der Hauptdurchmesser 

A ^ T> ^ n ^ 

a" o" ' c' 

sind; so muss nach § 5 die Summe zweier von den drei Gfrössen Ä,B,C 
grösser als die dritte sein. Diese Bedingung ist auch ausreichend; 
denn setzt man zwei materielle Punkte auf jeden Hauptdurchmesser in 
solchem Abstand von dem Coordinatenanfang •;hp, +9, + ^ ^^^ ^^^ 
solchen Massen m, m\ ni\ dass 

^mp^=B+C — A, ^mq^^C-^-Ä — B, 4.mv^= A-^ B — C, 

ist, so haben diese sechs materiellen Punkte die Hauptdurchmesser des 
gegebenen Ellipsoids zu Hauptazen und die gegebenen Grössen A,B,C 
zu ihren Hauptträgheitsmomenten. 

§ 23. Die Orandeigenschaften der Hanptaxen. Aus einigen ein- 
fachen Eigenschaften der Ellipsoide lassen sich die folgenden Sätze 
leicht ableiten: 

I. Von den Trägheitsmomenten eines Körpers für Axen, die sich in 
einem gegebenen BurM schneiden, ist das Trägheitsmoment bez. einer der 
Hauptaxen das grösste bez. einer andern das kleinste. 

Denn in dem TrägheitseUipsoid ist das Trägheitsmoment bez. 
eines Tom Gentrum ausgehenden Badiusvector das kleinste^ wenn dieser 
Radiusvector am grössten ist und umgekehrt. Offenbar sind aber der 
grösste und kleinste Radiusvector zwei Haupthalbmesser. 

Aus § 5 geht hervor^ dass von den Trägheitsmomenten bez. aller 
durch einen Punkt gehenden Ebenen dasjenige bez. einer Hauptebene 
das grösste bez. einer andern das kleinste ist. 

n. Wenn die drei Hat4ptmomente für einen Punkt einander 
gleieh sind, so wird das EUipsoid eine Kugel. Jeder Durchmesser ist 
ftlm^ATin ein Hauptdurchmesser und die Badienvectoren sind sämmtlich 

2* 
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gleich. Daher ist jede dwrch gehende Qrade eine Hauptaxe für und 
die Trägheitsmomente für sie sind alle gleich. 

So sind z. B. die Lothe von dem Schwerpirnkt eines Würfels auf 
die drei Seitenflächen Hauptaxen; denn wird der Körper auf sie als 
Axen bezogen^ so ist offenbar Umxy^^O^ Emyg^^Oy JSmtfx^^O. 
Ebenso sind die Trägheitsmomente bez. ihrer der Symmetrie wegen 
gleich. Daher ist jede Axe durch den Schwerpunkt eines Würfels 
eine Hauptaxe und sind die Trägheitsmomente bez. ihrer sämmtlich gleich. 

Nehmen wir weiter an^ der Körper sei ein regelmassiges Polyeder 
und betrachten zwei durch den Schwerpunkt gelegte Ebenen^ von denen 
jede parallel zu einer Seitenflache ist. Die Beziehungen dieser beiden 
Ebenen zu dem Polyeder sind überall dieselben. Daher muss auch 
das Gentralellipsoid in Bezug auf jede dieser Ebenen ähnlich gelegen 
sein. Dasselbe gilt für sämmtliche den Seitenflächen parallele Ebenen. 
Das Ellipsoid muss also eine Kugel und das Trägheitsmoment für 
jede Axe dasselbe sein. 

Beisp. 1. Drei gleiche materielle Punkte Ä, B, C liegen in den Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks; man beweise, dass die TrftgheitseUipse f£ir ihren Schwer- 
punkt O (die Centralellipse) ein Kreis ist. 

Der Symmetrie wegen müssen die Durchmesser GAj OB^ GC der Träg- 
heitsellipse fOr G gleich sein. Die Ellipse ist daher ein Kreis. 

Beisp. 2. Vier gleiche materielle Punkte liegen in den Ecken eines Tetraeders. 
Ifan beweise, dass das Tetraeder regelmässig ist, wenn das Gentralellipsoid eine 
Kugel ist. 

Beisp. 8. Wird durch irgend einen gegebenen Punkt in einem KOrper eine 
Ebene gelegt, so lassen sich in dieser Ebene durch zwei aufeinander senkrechte 
Gerade derart ziehen, dass das DeYiationsmoment bez. ihrer Null ist. 

Sie sind die Azen des Schnitts des Trägheitsellipsoids für den Punkt O mit 
der gegebenen Ebene. 

§ 24. Für jeden Punkt eines maierieUen Systems gibt es stets drei 
aufeinander senkrecht stehende Ha/aptaocen. 

Construirt man das Trägheitsellipsoid des gegebenen Punktes^ so 
sind, wie gezeigt worden ist, die Deviationsmomente bez. der Axen 
die halben Goefficienten von — X F, — YZ, — ZX in der Gleichung 
des Trägheitsellipsoids auf diese Geraden als Coordinatenaxen bezogen. 
Wird nun ein Ellipsoid auf seine Hauptdurchmesser als Axen bezogen, 
so verschwinden diese Goefficienten. Die Hauptdurchmesser des EUip- 
soids sind daher die Hauptaxen des Systems. Jedes Ellipsoid hat aber 
mindestens drei Hauptdurchmesser, daher hat jedes materielle System 
mindestens drei Hauptaxen. 

§ 26. Beisp. 1. Wenn die Hauptaxen des Schwerpunkts die Bezugsaxen 
sind, so ist die Gleichung des Trägheitsellipsoids ffir den Punkt (p, q^ r) 

— 2grrZ— 2ryZX — 2pg[Xr=e*, 
wenn es auf seinen Mittelpunkt als Goordinatenanfang bezogen wird. 
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Beispiel 2. Zeige, dass die cubische Gleichung zur Ennittlung der drei Haupt- 
tr&gheitsmomente f^ irgend einen Punkt (p, g, r) in die Form einer Deter- 
minante 

— jf «• — f» pq rp 

pg —jg r* — p» qr 

rp qr —^ P* — ff" 

gebracht werden kann. 

Sind (I, m, n) den BichtungBCOsinussen der Azen, welche einem der Werthe 
von I entsprechen, proportional, so kann man ihre Werthe ails den Gleichungen 

[I—(Ä+Mq* + Mr^]l + Mpqm + Mrpn^O, 

Mpql + [I—{B + Mr^+ Mp^]m + Mqrn'c^O , 

Mrpl + Mqrm + [I— (C+Mp^+Mq')]n — 

finden. (I, m, n) sind daher den ünterdeterminanten der Elemente einer jeden 
HariMonMreihe der Detenninante proportional. 

Beisp. 8. Ist S^^O die Gleichung des Centralellipsoids für den Schwer* 
punkt 0, auf ixgend welche rechtwinklige Axen bezogen und in der im § 19 ge- 
gebenen Form geschrieben, so ist das Tr&gheitselüpsoid des Punktes P, dessen 
Coordinaten (p, g, r) sind, 

8+M(p* + q' + r')(X*+Y* + Z^'-MipX+qY+rZ)*m^0. 

Beweise daraus (1), dass die zur G^eraden OP in den Trftgheitsellipsoiden 
für und P coigugirten Ebenen parallel sind und (2), dass die zu OP senkrechten 
Schnitte parallele Axen haben. 

§ 26. Das reciproke Trlgheitsellipsoid.^) Die reciproke Flache 
des Po insot 'sehen Ellipsoids ist ein zweites EUipsoid, welches eben- 
&lls benutzt worden ist, um die Lage der Hauptaxen und das Träg- 
heitsmoment bez. irgend einer Linie geometrisch darzustellen. 

Wir haben den folgenden elementaren Satz nGthig: Die reciproke Fl&che 

des EUipsoids ?j + |! + !!«.ii8tdas Ellipsoid a*x*+ 6«y*+c«««— e«. 

Ist ON das Loth vom Coordinatenanfang auf die Berührungsebene in irgend 
einem Punkt P des ersten Ellipsoids und 2, m, n die Bichtungscosinusse von 
ÖN^ so ist Oi^* a. a'2' -f- &'m' -(- c'n'$ yerl&ngert man dann ON bis Q, so dass 
OQ'^syON wird, so ist Q ein Punkt auf der redproken Fl&che. Setzt man 
OQ^B^ so erh&lt man £^>->(a*P+ 6'm*-f e'n*) ^* oder in rechtwinkligen 
Coordinaten s * — a*x* -f 5*y' + c^g^. 

Jedem Punkt eines materiellen Körpers entspricht eine Reihe ähn- 
licher Poinsot'scher Ellipsoide. Nehmen wir die reciproken Flachen 
derselben 9 so erhalten wir eine zweite Reihe ähnlicher Ellipsoide, 

1) Wenn im Folgenden vom Trftgheitsellipsoid ohne besonderen Zusatz die 
Bede ist, so meinen wir immer das Poinsot'sche. üeber das reciproke Ellipsoid 
siehe Glebsch in Crelle's J. LVII. 78. 
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welche dieselben Axen haben wie die ersten und derart sind, dass die 
Trägheitsmomente des Körpers bez. der Lothe auf die Berührungs- 
ebenen an eines der Ellipsoide den Quadraten dieser Lothe proportional 
sind. Wir wcUen jedoch dasjenige EUipsoid das reciprohe nennen, hei 
welchem das Trägheitsmoment hee. eines Lothes a^ eine Berührungsebene 
dem Produd der Masse mit dem Quadrat dieses Loths gleich ist, 

Ist M die Masse des Körpers und sind Ä, Bj C die Hauptträg- 
heitsmomente, so ist die Gleichung des reciproken Ellipsoids 

z> r« jgr« 1 

Ä ^ B ^ C M 
Die Gonstante auf der rechten Seite muss offenbar -^ sein, weil 

MX^ nach der Definition «= Ä sein muss, wenn T und Z gleich Null 
gesetzt werden. 

§ 27. Umgekehrt kann man die Reihe der Poinsot'schen Ellip- 
soide f&r irgend einen Punkt eines Körpers als reciprok — mit 
andern Gonstanten — zu dem zweiten EUipsoid dieses Punktes an- 
sehen. Sie haben sämmtlich eine dem zweiten EUipsoid entgegen- 
gesetzte Gestalt, indem ihre längsten Axen in die Richtung der 
kürzesten Axe und ihre kürzesten Axen in die Richtung der längsten 
Axe des zweiten TrägheitseUipsoids faUen. Die ersten Trägheits- 
eUipsoide gleichen übrigens der aUgemeiuen Gestalt des Körpers mehr 
als das zweite Trägheitsellipsoid. Sie springen Yor, wo der Körper 
vorspringt imd treten zurück, wo der Körper zurücktritt. Gerade um- 
gekehrt ist es bei dem zweiten TrägheitselUpsoid. Siehe § 21, Beisp. 3. 

§ 28. Beisp. 1. Das reciproke Centralellipsoid einer materiellen elliptischen 
Scheibe zu finden. Nimmt man die in § 21 , Beisp. 1 för Ä, JB, C gegebenen 

X* Y* Z^ 1 

Werthe, so ist das reciproke EUipsoid ofiPenbar -n- -I s- H — , . ,. = -r • 

Beisp. 2. Das reciproke Ellipsoid für irgend einen Punkt eines materiellen 
Stabs AB ist 

wenn man die Bezeichnung des § 21, Beisp. 2 benutzt. Es ist also ein sehr ab- 
geplattetes Rotationsellipsoid, welches, wenn der Stab unendlich dünn ist, eine 

Ereisfl&che wird, deren Centrum in liegt, deren Radius Yy (**-{- c* ^ und 
deren Ebene senkrecht auf dem Stabe steht. 

Beisp. 8. Man kann zeigen, dass die allgemeine Gleichung des reciproken 
Trilgheitsellipsoids bezogen auf irgend ein System rechtwinkliger Axen, die sich 
in dem gegebenen Punkt des Körpers schneiden. 



— JP —E MX 



F 


B 


— D 


MY 


■E 


— D 


G 


MZ 


MX 


MY 


MZ 


M 



= 



TrägheitsellipBoide (§ 26—81). 23 

ist oder entwickelt 

(BC— D*)X*+{CÄ — E*)Y^ + (ÄB-^ F«) Z" + 2 {ÄD + EF) YZ+ 

Jn. 

Die rechte Seite der Gleichung, mit M multiplicirt, ist die Determinante, 
welche man erhält, wenn man die letzte Horizontal- und Verticalreihe wegläset; 
die Goefficienten Ton X', Y\ Z\ 2ZX, 2 XF, 2XZ sind die Unterdeterminanten 
dieser Determinante. 

§ 29. Die Benutzung eines andern EUipsoids^ dessen auf die 
Hauptaxen des Schwerpunkts bezogene Gleichung 



ist, hat Legendre in seinen Fonciions EUiptiques empfohlen. Dieses 
EUipsoid ist als ein homogener Körper von solcher Dichtigkeit an- 
zusehen, dass seine Masse derjenigen des Körpers gleichkommt. Nach 
§ 8, Beisp. 3 besitzt es die Eigenschaft, dass seine Trägheitsmomente 
bez. seiner Hauptaxen und deshalb nach § 15 seine Trägheitsmomente 
bez. aller Ebenen und Axen dieselben sind, wie die des Körpers. 
Dieses EUipsoid kann man EUipsoid gleichen Moments oder Legendre- 
sches EUipsoid nennen. 

Beisp. Wenn sich eine Ebene so bewegt, dass das Trägheitsmoment bez. 
ihrer stets dem Qnadrat des Loths von dem Schwerpunkt auf die Ebene pro- 
portional ist, so hüllt diese Ebene ein dem Legendr ersehen ähnliches EUip- 
soid ein. 

§ 80. Noch ein anderes EUipsoid wird manchmal benutzt. Nach § 15 ist 
das iSrftgheitsmoment bez. einer Ebene, deren Bichtungscosinusse (a, ß, y) sind, 

r«^Zmx* • a*+ £my*'ß*+ 2mz*'y*+ ^Zmyzßy + ^ütngxya + ^Smxyaß. 

Constmirt man daher wie in § 19 das EUipsoid 

Smx*X^+i:my*'Y*+£mz*'Z*+2ZmyzYZ+22:mzX'ZX+2Smxy'XT^K, 

so wird das Ti^heitsmoment bez. irgend einer durch den Mittelpunkt des Ellip- 
soids gehenden Ebene durch das reciproke Quadrat des auf dieser Ebene senk- 
rechten Badiusrectors daigesteUt. 

Wenn man die Gleichung des Foinsot'schen mit desjenigen dieses EUipsoids 
vergleicht, so sieht man, dass die eine aus der andern durch Subtraction der- 
selben Grösse von jedem der Goefficienten von X', F', Z* herrorgeht. Die 
Sichtung der Ereisschnitte ist daher in beiden EUipsoiden dieselbe. 

Dieses EUipsoid kann ebenflüls dazu benutzt werden, die Trägheitsmomente 
far irgend eine durch den Coordinatenanfang gehende Gi&rade za finden. Denn 
aus § 16 ergibt sich, dass das Trägheitsmoment für irgend einen Badiusrector 
durch die Differenz zwischen dem reciproken Quadrat dieses Badiusrectors und 
der Summe der reciproken Quadrate der Halbazen dargesteUt wird. Das EUip- 
soid ist dem Legendre*s(dien reciprok. Die Hauptdurchmesser aUer dieser 
EUipsoide faUen ihrer Bichtung nach zusammen und jedes von ihnen kann dazu 
dienen, die Bichtungen der Hauptaxen für irgend einen Punkt zu bestimmen. 

§ 81. Wenn der betrachtete Körper eine LameUe ist, so wird der Schnitt 
des reciproken TrägheitseUipsoids fOr irgend einen Punkt der LameUe mit der 
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Ebene der Lamelle die recipn^ TrägheitseUipse genannt. Ist die Ebene der 
Lamelle die a;y-Ebene, so wird £mß* »> 0. Der Schnitt mit dem vierten EUipsoid 
fällt dann offenbar nodt der reciproken Trägheitsellipse für den Punkt zusammen. 
Lässt man irgend eine P o in soVsche Trägheitsellipse um ihren Mittelpunkt einen 
rechten Winkel beschreiben, so wird sie offenbar der reciproken Trägheitsellipse 
ähnlich und ist ihr ähnlich gelegen. Im Fall einer Lamelle kann daher jede 
dieser Ellipsen leicht in die andern yerwandelt werden. 

§ 32. Der Kegel gleiehen Trägheitsmomeiits. Eine Gerade geht durch einen 
festen Ptmkt und bewegt eich auf aoikhe Art um um, dose das Trägheitsmament 
bes. ihrer stets dasselbe bleibt und einer gegebenen Grösse I gleichkommt. Die 
Gleichung des dwreh die Gerade erneuten Kegels su fmden. 

Die Hauptaxen fOr mögen als Coordinatenaxen genommen werden und 
(a, ßy y) seien die Bdchtnngscosinusse der Qeraden in irgend einer Lage. Nach 
§ 16 ist dann Aa^+ JB(J"+ Cy^^I. 

Die Gleichung ftlr den Ort der Linie ist daher 

(^-I)«« + (B-I)p' + (C-I)y»-0 
oder in Cartesischen Coordinaten 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Hauptdurchmesser des Kegels 
die Hauptaxen des Körpers fOr den gegebenen Punkt sind. 

Die gegebene Grösse I muss kleiner als das grösste und grösser als das 
kleinste der Momente J., B, C sein. Ist A^B'^C und I<CB^ so wendet der 
Kegel seine hohle Seite der Axe C su; ist !>•£, der Axe A und wenn I^^B^ 
so werden aus dem Kegel zwei Ebenen, die mit den Mittelpunktskreisschnitten 
des Trägheitsellipsoids ftlr den Punkt zusammenfallen. 

Dieser Kegel hat die geometrische Eigenthflmlichkeit,- dass seine Kreis- 
schnitte stets dieselbe Richtung haben, wie die Kreisschnitte des Trägheitsellip- 
soids fEir die Spitze des Kegels. 

Der Kegel heisst ein Ktgd gleichen Moments fOr den Punkt, in welchen seine 
Spitze fällt. 

§ 33. KSrper gleiehen TrXglieitnioiaeiits. Zwei Körper oder Eorper- 
systeme heissen gleichen Trägheitsmoments oder gleichen Moments, 
wenn ihre Tr^heitsmomente bez. jeder beliebigen Geraden einander 
gleich sind. 

§ 34. Haben zwei Systeme denselben Schwerpmikt^ dieselbe Masse, 
dieselben Hauptaxen und Hauptmomente f&r den Schwerpunkt, so 
folgt aus den beiden Fimdamentalsätzen der §§ 13 und 14, dass ihre 
Trägheitsmomente für jede beliebige Gerade einander gleich sind. 

Auch die Umkehrung des Satzes ist richtig. Wenn die beiden 
Körper gleiche Trägheitsmomente bez. jeder Geraden haben, dann 
müssen offenbar die Axen der Maximal- und Minimalmomente in 
den beiden Körpern dieselben sein. Von allen Geraden, die eine 
gegebene Richtimg haben, hat diejenige das kleinste Trägheits- 
moment ffir jeden der beiden Körper aufzuweisen, welche durch seinen 
Schwerpunkt geht (§ 13). Man betrachte irgend eine Richtung senk- 
recht zu der Gteraiden, welche die beiden Schwerpunkte 6r, G' ver- 
bindei Das Minimum f&r den einen Körper hat eine Gerade durch (7, 
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fOr den andem eine durch G\ Sie können nur unter der Bedingung 
dieselben sein, wenn G und Q' zusammenfallen. 

Man betrachte alsdaim alle Bichtungen, welche durch den gemein- 
schaftliclien Schwerpunkt gehen. Die Axen der gprössten und kleinsten 
Trägheitsmomente sind für jeden der Körper zwei der Hauptaxen dieses 
Körpers (§ 23). Sie müssen daher in beiden Körpern zusammenüedlen. 
Da die dntte Axe in jedem senkrecht auf den beiden andem steht, 
so müssen auch sie sich decken. 

. Schliesslich betrachte man zwei parallele Azen^ die um p von- 
einander abstehen und von denen die eine durch den gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt geht. Nach dem Satz von den parallelen Axen ist die 
Differenz der Trägheitsmomente bez. ihrer für jeden Körper Mp^, worin 
M die Masse dieses Körpers bedeutet. Die beiden Triigheitsmomente 
und der Abstand p sind aber gleich. Daher sind auch die Massen gleich. 

Man sieht leicht ein, dass zwei Systeme gleicher Momente dasselbe 
Tragheitsellipsoid und daher auch dieselben Hauptaxen für jeden Punkt 
haben müssen. 

§ 35. Das Dreieck. Die Trägheits- und Deviatumsmomente eines 
Dreiedcs bee. irgend welcher Axen au finden. 

Sind ß und y die Abstände der Eckpunkte B, C eines Dreiecks 
ABC von irgend einer durch den Eckpunkt A gehenden Geraden AX^ 
welche in der Ebene des Dreiecks liegt, so ist bekanntlich das Träg- 
heitsmoment des Dreiecks bez. AXj wenn M die Masse des Dreiecks 

bedeutet, i Jf (/P + /Jy + y«). 

Man setze drei gleich materielle Punkte, von denen jeder die 
Masse j M hat, auf die Mittelpunkte der drei Seiten. Offenbar ist dann 
das Trägheitsmoment der drei Massenpunkte bez. AX 



M 
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also dasselbe, wie das des Dreiecks. Die drei Punkte, als ein System 
betrachtet, und das Dreieck haben denselben Schwerpunkt 0. Zieht 
man eine Gerade OX' durch ihn parallel zu AX, so sind die Träg- 
heitsmomente der beiden Systeme bez. OX' offenbar gleich. 

Da diese Gleichheit für alle in der Ebene des Dreiecks durch 
gehenden Geraden besteht, so gilt sie auch für zwei aufeinander senk- 
rechte Geraden OX', Y und mithin auch für ein auf der Ebene des 
Dreiecks errichtetes Loth 0Z\ 

Eine der Hauptaxen des Dreiecks und des Systems der drei Punkte 
ftr den Punkt steht senkrecht auf der Ebene und ist daher beiden 
Systemen gemeinschaftlicL Die in der Ebene liegenden Hauptaxen 
für sind die beiden Geraden, für welche die Trägheitsmomente am 
grossten und kleinsten sind und daher nach dem Früheren für beide 
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Systeme dieselben. Wenn fQr irgend einen Punkt zwei Systeme die- 
selben Hauptaxen und Hauptmomente haben, so sind auch die Träg- 
heitsmomente bez. aller durch diesen Punkt gehenden Äxen und die 
Deviationsmomente bez. irgend zweier sich in diesem Punkt schneidender 
Geraden dieselben. Und wenn dieser Punkt der Schwerpunkt beider 
Systeme ist, so gilt dasselbe auch f£lr jeden andern Punkt. 

Wird daher ein materieller Punkte dessen Masse ein Dritid der 
Masse des Dreiedcs ist, auf den Mittdpunki jeder Seite gesetzt^ so ist das 
Trägheitsmoment des Dreiedks bee. irgend einer Geraden und das DeviationS" 
moment hee, irgend zweier sieh schneidender Geraden dasselbe, une das- 
jenige des Puriktsystems, 

§ 36. Aequivalente Punkte, d. h. Punkte, deren Trägheitsmoment 
für jede Axe dasselbe ist, wie das des Körpers, sind für die Ermittlung der 
Trägheits- und Deyiationsmomente vom grossten Nutzen. Man kann sie 
OMch fwr allgemeinere Integrationen gebramhen. Man nehme z. B. an, ein ge- 
gebener Korper sei von demselben Trägheitsmoment wie drei materielle 
Punkte, deren Goordinaten (a^j, ^i, jEr^), (rr^, y,, ;?j), (o;,, y^y b^ sind. Da 
die in diesen Punkten enthaltenen Massen nicht in allen Fällen gleich 
sein werden, so mögen sie bez. M^M^M^ sein, wobei selbstverständ- 
lich ihre Summe der Masse des Körpers gleich ist. 9) {^yV}^) sei irgend 
eine Function von x, y, jsr, welche keine höhere als die zweite Potenz 
enthält. Es werde der Werth des Integrals oder der über den Körper 
erstreckten Summe Smip (x, y, e) gesucht, wo m ein Element der Masse 
ist. Das yerlangte Integpral ist o£Penbar gleich 

Wählt man die gleichwerthigen Punkte passend aus, so kann man 
eine ähnliche Regel benutzen, wenn 9) irgend eine Function dritten 
oder vierten Grades von Xyy,0 ist; da diese Falle in der Dynamik un- 
veränderlicher Systeme aber nicht vorkommen, so werden wir weiter 
unten nur einige Resultate feststellen. 

Derselbe Körper kann mit verschiedenen Punktsystemen das gleiche 
Trägheitsmoment haben und von diesen Systemen können einige brauch- 
barer als die andern sein; Soll eine Reihe gleichwerthiger Punkte 
von Nutzen sein, so ist dazu nöthig, (1) dass die Punkte der Art in 
dem Körper vertheUt werden, dass ihre Goordinaten bez. irgend welcher 
gegebenen Axen leicht gefunden werden können, (2) dass die Anzahl 
der verwendeten Punkte so klein als möglich sei. Von diesen beiden 
Erfordernissen ist das erste bei weitem das wichtigste. 

Pimkte gleichen Trägheitsmoments sind nicht nur zur Abkürzung 
von Integrationen zu gebrauchen, die sonst vielleicht schwierig wären. 
Sie sind auch sonst von Nutzen; wir werden gleich sehen, welche Be- 
deutung sie für die Dynamik haben. 

§ 37. Das Centräldlipsoid eines Dreiecks kann tme fclgt gefunden werden. 
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Man beschreibe eine Ellipse in das Dreieck, welche zwei seiner 
Seiten ABy BG in ihren Mittelpunkten F, D berührt. Sie berührt 
dann die dritte Seite CA nach dem Carnot'schen Satz in ihrem Mittel- 
punkt E. Da BF der Tangente CA im Punkt E parallel ist^ so geht 
die Gerade^ welche E mit dem Mittelpunkt N von BF verbindet, durch 
das Gentrum; der Mittelpunkt der Ellipse fallt daher mit 0, dem Schwer- 
punkt des Dreiecks zusammen. 

Man kann beweisen, dass dieser Kegelschnitt die Trägheitsellipse 
des Dreiecks für den Punkt ist. Suchen wir zu diesem Zweck das 
Trägheitsmoment des Dreiecks bez. OE. Setze OE »» r; / sei der 
halbe zu r conjugirte Durchmesser und o der Winkel zwischen r und /. 

Es ist nmi OiV^-{r und daher nach der Gleichung der Ellipse 

^^^« = 1/»; ako 

das TÄgheit^omentl 2 j^. 8 .,gi^,^_ ^. :^ 
bez. OE / ® * 2 "^ 

worin ^ den Flächeninhalt der Ellipse darstellt, so dass also die Träg- 
heitsmomente des Systems bez. OE^ OFj OB den Quadraten OE^, 
OF^f OB^ umgekehrt proportional sind. Nehmen wir eine Trägheits- 
ellipse Yon den richtigen Dimensionen, so wird sie den eingeschriebenen 
Kegelschnitt in E, F und B und also auch in den entgegengesetzten 
Enden der durch diese Punkte gehenden Durchmesser schneiden. Zwei 
Kegelschnitte können sich aber nicht in sechs Punkten schneiden^ ohne 
identisch zu sein. Der Kegelschnitt ist deshalb eine Trägheitsellipse 
für den Punkt des Dreiecks. 

Eine Normale in auf der Ebene des Dreiecks ist eine Haupt- 
axe des Dreiecks (§ 16). Ein Tragheitsellipsoid des Dreiecks hat daher 
den eingeschriebenen Kegelschnitt zu einem Hauptschnitt. Sind 2 a 
und 2b die Längen der Axen dieses Kegelschnitts, so findet man 2c, 
die Länge der auf der Ebene der Lamelle senkrechten Axe des Ellip- 
soids, nach §§ 7 und 19 aus 1/c* = 1/a* + 1/61 

Ist das Dreieck gleichseitig, so wird das Tragheitsellipsoid zum 
Rotationsellipsoid und jede durch den Schwerpunkt gehende und in 
der Ebene des Dreiecks gelegene Axe zur Hauptaxe. 

Da jede ähnliche und ähnlich gelegene Ellipse ebenfalls eine Träg- 
heitsellipse ist, so können wir die um das Dreieck beschiriebene Ellipse, 
deren Mittelpunkt in den Schwerpunkt fällt, als Trägheitsellipse des 
Dreiecks ansehen. 

§ 8S. Beisp. 1. Eine Trftgheitsellipse fOr einen Eckpunkt einer dreieckigen 
Lamelle berührt die gegenüberliegende Seite in ihrem lüttelpunkt nnd balbirt 
die anliegenden Seiten. 

Beiflp. 2. Eine Tr&gheitsellipse für den Mittelpunkt F der Seite AB einer 
dreieckigen Lamelle .^^C ist dem Dreieck umschrieben nnd hat FC, FB zu coigu- 
girten Durchmessern. Beweise anch, dass eine andere Tr&gheitseUipse für den- 
selben Pnnkt F die Seiten AC^ BC in ihren Mittelpunkten berührt. 
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Beiflp. 8. Die Hanptträgheitsradien fOr den Scilwerpunkt eines Dreiecks sind 

die Wnrzeln der Gleichung x* ^ ' — x* + 7;^ "» 0» worin J der Flftchen- 

Inhalt des Dreiecks ist. 

Beisp. 4. Die Richtimg der Hanptazen fOr den Schwerpunkt eines Drei- 
ecks kann so construirt werden. Trage auf dem im Mittelpunkt D einer Seite 

Bö errichteten Loth Längen DJS — — , DH* » ab, worin p das Loth von 

. P P 

Ä auf BO und jfc, k' die Hauptträgheitsradien sind, wie man sie in dem vorigen 

Beispiel gefunden hat. OH, OH' sind dann die Richtungen der Hauptaxen fOr 

0, deren Trägheitsmomente resp. Mk* und MJtf^ sind. 

Beisp. 6. Die Richtungen der Hauptaxen und die Hauptmomente fttr den 

Schwerpunkt können auch so bestimmt werden. Man errichte im Mittelpunkt D 

einer Seite BC ein Loth DK^BC/2^j beschreibe einen Kreis um OJT als 

Durchmesser und yerbinde D mit dem Mittelpunkt von OK durch eine Linie, 

welche den Kreis in B und S schneidet; OB^ 08 sind dann die Richtungen der 

Dg% DB* 

Hauptaxen und die Trägheitsmomente bez. ihrer sind M—^hez. M • 

Beisp. 6. Setzt man Tier materielle Punkte, von denen jeder ein Sechstel der 
Masse der Fläche eines Parallelogramms ist, auf die Mittelpunkte der Seiten und 
einen fElnfben ein Drittel der Masse enthaltenden Punkt in den Schwerpunkt, dann 
sind die fünf materidlen Punkte und die Fläche des Pa/raMdogranims Systeme 
gleichen Trägheitsmoments, 

Beisp. 7. Setzt man materielle Punkte, von denen jeder ein Zwölftel der 
Masse einer Tierseitigen materiellen Ebene enthält, in jede Ecke und einen fOnften 
Ton derselben aber negativen Masse in den Durchschnittspunkt der Diagonalen, 
so fiUlt der Schwerpunkt der vierseitigen Ebene mit dem Schwerpunkt dieser 
ffinf Punkte zusammen. Man bringe noch einen sechsten Punkt, dessen Masse 
drei Viertel der Masse des Vierecks beträgt, in den so gefundenen Schwerpunkt 
und beweise, dass aJsdann diese sed^ materidlen Punkte gleichen Trä^keiismKnnenJts 
mit der vierseitigen Lamelle sind, 

Beisp. 8. Materielle Punkte, von denen jeder einem Viertel der Masse der 
materiellen Ebene einer Ellipse gleichkommt^ mögen in den Mittelpunkten der 
Sehnen liegen, welche die Ehidpunkte eines Paares coigugirter Durchmesser ver- 
binden. Man beweise, dass diese Punkte dasselbe Trä^keitsmoment, wie die Eüipsenr 
fläche haben. 

Beisp. 9. Ein Zehntel der Masse des homogenen Körpers eines EUipsoids 
liege in jedem der sechs Endpunkte eines Systems coigugirter Durchmesser und 
zwei Fibiftel dieser Masse in dem Mittelpunkt. Man beweise, dass dieses Punkt- 
system dasselbe Trägheitsmoment hat, wie das Eüipsoid. 

Beisp. 10. Eine Kugel vom Radius a und der Masse M hat dasselbe Träg^ 
heitsmoment wie ein System von vier materiellen Punkten, von denen jeder die 

Masse -— - l—j hat und die so liegen, dass ihre Abstände vom Gentmm, von 

denen jeder gleich r ist, gleiche Winkel miteinander machen und einem fSnften 
materiellen Punkt, der im Mittelpunkt liegt und dem Rest der Masse der Kugel 
gleichkommt. 

§ 39. Das Tetraeder. Die TrägheUs- und JDeviatumsmommte eines 
Tetraeders best, irgend todcher Acen, d, h. ein System nuxteriäler Punkte 
gleidien Moments eu finden. 

AB CD sei das Tetraeder. Durch einen Eckpunkt D lege man 
eine Ebene und nehme sie zur ^y- Ebene. D sei der Flächeninhalt 
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der Basis ABC] a, ß, y die Abstände ilirer Eckpunkte von der rvy-Ebene 
und jp die Länge des Lothes yon D auf die Basis ABC. 

PQB sei irgend ein Schnitt parallel zur Basis ABC und von der 
Dicke dUy wenn u das Loth Ton D auf PQB ist. Das Dreieck PQB 
hat bez. der xy-]^>ene dasselbe Trägheitsmoment wie drei in den 
Mittelpunkten der Seiten liegende gleiche materielle Punkte^ von denen 
jeder einem Drittel seiner Masse gleichkommt. Das Volumen des 

Elements PQB ist -^ Ddu. Die Ordinaten der Mittelpunkte der 

Seiten AB, BC, CA sind bez. ^Lti, ttl^ l±l. Daher sind die 
Ordinaten der Mittelpunkte yon PQ, QB, BP der Aehnlichkeit der be- 
treffenden Dreiecke wegen ^^~^— , ^4^—, '^^t-^ — • 

Das Trägheitsmoment des Dreiecks PQB bez. der ^y-Ebene ist 
daher 

T|:^^.i(^l)'+{4--f)*+(4^j)"i- 

Integrirt man Yon u = bis u = jp, so erhält man das Trägheits- 
moment des Tetraeders bez. der xy-^hene 

' ^(«*+/»*+/+/»y + y« + «/»), 

worin V das Volumen bedeutet. Werden materielle Punkte von je 
ein Zwanzigstel der Masse des Tetraeders in jede Ecke gebracht und 
der Best der Masse^ also vier Fünftel, im Schwerpunkt vereinigt, so 
würde das Trägheitsmoment dieser fünf Punkte bez. der a;y-Ebene 

ri (i+l+i)' + 1 .. + 1 ^ + ^ ,., 

also das nämliche, wie dasjenige des Tetraeders sein. 

Der Schwerpunkt dieser fünf Punkte ist derselbe wie derjenige 
des Tetraeders und zusammen haben sie dieselbe Masse wie das 
Tetraeder. Mithin sind nach § 13 die Trägheitsmomente der beiden 
Systeme bez. irgend einer durch den Schwerpunkt gehenden Ebene die- 
selben und nach dem nämlichen Paragraphen besteht diese Gleichheit für 
alle beliebigen Ebenen. Aus § 5 folgt dann weiter, dass auch die 
Trägheitsmomente bez. irgend einer Geraden gleich sind. Die beiden 
Systeme sind daher gleichen Moments^). 

§ 40. Affine Transformationen. Wenn der Abstand eines jeden 
Punktes einer im Baum gegebenen Figur von einer festen Ebene in 
einem bestimmten Verhältniss yergrössert oder verkleinert wird, so 
sagt man, die Figur werde affin transformirt. Durch drei successive 
affine Transformationen mit HUfe von drei aufeinander rechtwinkligen 

1) Siehe den Bey ersehen Satz über die Ersetzung eines EOrpers durch Tier 
Punkte in SchlOmilch's Z. S. X, 4S8/ * 
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Ebenen als Ghnindebenen kann die Figur oft vereinfacht werden. So 
kann irgend ein Tetraeder in ein regelmässiges Tetraeder und ein 
Ellipsoid in eine Kugel transformirt werden. In diesem letzteren Falle 
geht jeder Halbmesser des Ellipsoids in einen Eugelhalbmesser über^ 
der ,^ 0u dem EUipsaidhalbmesser oder dessen Endpunkt gehörige ex- 
cenirische Lmkf^ heissen solL 

Wird die Orundebene, mit Hilfe welcher die Figur affin trans- 
formirt wird, paraUel zu sich selbst in eine von ihrer froheren Lage 
um D abstehende Lage bewegt, so wird offenbar an der transformirten 
Figur keine Formveranderung hervorgebracht. Ist n das bestimmte 
Transformationsverhältniss, so wird damit die transformirte Figur ledig- 
lich durch einen Raum nD senkrecht zur Orundebene bewegt. Wir 
können daher annehmen, die Grundebene gehe durch irgend einen uns 
passenden Punkt. 

§ 41. Sind »wei Korfer gleichen Trägheitsmoments^ so sind es auch 
ihre affinen Bilder. 

Ist der Coordinatenanfang der gemeinschaftliche Schwerpunkt, so 
sind die beiden Körper derart, dass Zm »= Zm'] Zmx^^^O, Sm'x' ^=^0 
etc., Zmx^= Sm'i^y Emyz = Sm'^ß' etc., wenn sich die Buchstaben 
ohne Strich auf den einen, diejenigen mit Strich auf den Wdem Korper 
beziehen. Wenn nun beide Korper von der a;y-Ebene aus in dem 
bestimmten Yerhaltniss 1 : n affin transformirt werden, so wird ein 
Punkt, dessen Goordinaten {x^ y, d) sind, nach (o;, j^, ne) und {x\ %f^ /) 
nach {x^ jf^ nz) verlegt. Auch die Massenelemente m, m' werden nm^ nm\ 
Offenbar werden die obigen Identitäten durch diese Aenderungen nicht 
alterirt; die transformirten Korper bleiben daher von gleichem Träg- 
heitsmoment. 

Die affine Transformaüon einer Trägheitsellipse einer d>enen materidlen 
Fläche ist eine Trägheitsellipse ihrer affinen Transformation, 

Die Figur werde von der rr-Axe als Grundlinie aus so trans- 
formirt, dass ein Punkt {Xy y) nach (rc, y') versetzt wird, wobei %{ ^=^ny 
ist, und dass jedes Flachenelement m zu ni wird, wobei ml «: nm ist. 
Es ergibt sich 

ZmT? a= — Sm'a^y Zmxy = -^ Zm'x^j Zmy^ = -^ Em'y'^, 

rw 7w ww 

Die Tragheitsellipsen der ursprünglichen Figur und ihrer Trans- 
formation sind 

Zmy^I?— 2i;mxyXT+ Srna^Y^^ M^, 

2;my«X'*— 2i:m'xifTT +,Zm'ci^T^= M'b\ 

Um die erstere zu transformiren, setze man X' »» X, Y ^^nY. 
Die erste Gleichung geht in Folge der obigen Identitäten, wenn man 
B^ «= fi*n* setzt, in die zweite über. 
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§ 48. Beisp. 1. Man sieht leicht ein, dass eine GentralellipBe einer Quadrat- 
flache der eingeschriebene Kreis ist. Transformirt man die Figur zuerst mit Hilfe 
einer Seite als Grundlinie und darauf mit Hilfe einer Diagonale als Grundlinie, 
so wird aus dem Quadrat nacheinander ein Rechteck und ein Parallelogramm. 
Daher ist eine Centralträgheitsellipse eines Parallelogramms der ihm eingeschriebene 
Kegelschnitt, der die Seiten in ihren Mittelpunkten berührt. 

Beisp. 2. Wenn man durch affine Transformation ein gleichseitiges Dreieck 
in ein beliebiges umändert, so lassen sich die Resultate einiger firüherer Para- 
graphen ableiten; die Methode wird jedoch am besten durch ihre Anwendung auf 
ein Tetraeder erklärt. 

Beisp. 8. Da jedes EUipsoid auf diese Art aus einer Kugel abgeleitet werden 
kann, so folgt aus § 88, Beisp. 10, dass jeder ellipsoidische Körper von der Masse 
M gleiche Trägheitsmomente hat mit einem System von erstens Tier materiellen 

Punkten, von denen jeder die Masse -r::r * -r besitzt und auf einem ähnlichen 
' ** 20 n" 

EUipsoid, dessen lineare Dimensionen n Mal so gross sind, als die des materiellen 
EUipsoids, derart liegt, dass die excentrischen Linien (§ 40) der Punkte gleiche 
Winkel miteinander machen, und zweitens einem fOnfben materiellen Punkt, der 
im Schwerpunkt liegt und dem Rest der Masse des EUipsoids gleichkommt. 

Da dieses materieUe EUipsoid als ein Legendre^sches EUipsoid für iigend 
einen gegebenen Körper betrachtet werden kann, so hat jeder beUebige Körper 
gleiche Trägheitsmomente mit einem System yon fünf materieUen Punkten, die 
in der oben beschriebenen Art auf einem dem Legendr ersehen EUipsoid des 
Körpers ähnUchen EUipsoid yertheüt sind. 

Beisp. 4. Man zeige, dass der Körper eines schiefen Kegels, dessen Basis 
eine EUipse ist, gleiche Trägheitsmomente hat, wie ein System yon drei materieUen 
Punkten, von denen jeder ein Zehntel der Masse des Kegels enthält und die so 
auf dem ümÜEUig der Basis yertheüt werden, dass die Unterschiede ihrer ex- 
centrischen AnomaHen gleich sind, einem yierten Punkt, der drei Zehntel des 
Kegels gleichkommt und im Mittelpunkt der die Spitze mit dem Schwerpunkt 
der Basis y erbindenden Geraden liegt, und einem fünften Punkt, der den Best 
der Masse des Kegels enthält und im Schwerpunkt seines Volumens liegt. 

§ 48. Ein EUipsoid van gUvShem Trägheitsmoment mit irgend einem Tetraeder 
Mu finden. 

Die Trägheitsmomente eines regelmässigen Tetraeders bez. aller durch den 
Schwerpunkt gehenden Ebenen sind nach § 28 gleich. Wenn r der Radius der 
eingeschriebenen Kugel ist, so findet man aus § 89 leicht, dass das Moment für 

die einer Seitenfläche paraUele Ebene M -— - ist. Beschreibt man nun eine Kugel 

6 

mit dem Radius Q=ar yi, deren Centmm im Schwerpunkt Uegt und deren Masse 
der Masse des Tetraeders gleichkommt, so haben diese Kugel und das Tetraeder 
gleiche Trägheitsmomente. Daraus, dass durch die affine Transformation der 
Schwerpunkt jeder Seitenfläche in den Schwerpunkt der transformirten Seiten- 
fläche fäUt, folgt, dass das EUipsoid, mit welchem ein Tetraeder yon gleichem 
Moment ist, mit dem in das Tetraeder eingeschriebenen und jede Seitenfläche in 
ihrem Schwerpunkt berührenden EUipsoid ähnlich und ähnUcii gelegen ist, aber 
im Verhältniss yon 1 : yi grössere lineare Dimensionen hat. Man sieht auch leicht 
ein, dass die Kugel mit dem Radius ^a^rj/S jede Kante des regelmässigen 
Tetraeders in ihrem Mittelpunkt berührt. Daraus folgt, dass das EUipsoid yon 
gleichem Moment mit einem Tetraeder jede Kante in ihrem Mittelpunkt berührt 
und seinen Mittelpunkt im Schwerpunkt des Volumens hat. 

Beisp. 1. Wenn .E' die Summe der Quadrate der Kanten eines Tetraeders, 
F* die Summe der Quadrate der Lihalte der Seitenflächen und V das Volumen 
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ist, zQ beweisen, dass die Halbaxen des in das Tetraeder eingeschriebenen Ellip- 
soids, welches jede Seitenfläche in ihrem Schwerpunkt berührt nnd dessen 
Centram im Schwerpunkt des Tetraeders liegt, die Wnnteln der GMeichong 

E* F* ^* 

" 04 ft " T^ 9« ft« ▼ 



aVS'^ ^2*.8*'^ 2«. 8 
sind und dass, wenn diese Wurzeln die Werthe ± ^i , d: ^t i d: 9t ^^®i^ t ^® 
Trägheitsmomente fOr die Hauptebenen des Tetraeders M -^ , M-^- , M-~ sind. 

Beisp. 2. Wenn in dem Schwerpunkt E einer Seitenfläche ein Loth Ton der 
Länge EP **b ^^Vp errichtet wird, worin p das Loth yon der gegenüberliegenden 
Ecke des Tetraeders auf diese Seitenfläche bezeichnet, alsdann ist P ein Punkt 
auf der Hauptebene, welcher der Wurzel p der cubischen Gleichung entspricht. 

§ 44. Es lassen sith stets vier materieUe Punkte von gleicher Masse finden, 
die mit irgend einem gegebenen begrenzten Körper von gleichem Moment sind. 

sei der Schwerpunkt des Körpers-, Ox, Oy, Og die Hauptaxen für 0. Die 
Trägheitsmomente bez. der Coordinaten^baien seien Jlf a', Mß* und Mf\ Nach 

§ 84 muss die Masse jedes materiellen Punktes — M sein, (x^y^i^) etc. (x^y^e^) 

seien die gesuchten Goordinaten der vier Punkte. Diese zwölf Coordinaten müssen 
dann den neun Gleichungen genügen 

£x*^Aa\ 2;y« — 4^«, 2;««=:4y», Zxy^O^ £yg^O, üßx^O^ 

2x=^0, Zy^O, Zz=^0. 

Setzen wir nun x^ »a£i, x^'^^a^ etc. y^ = PfJi, y, ^ßn% ete.iS, =yt, etc., so er- 
halten wir neun Gleichungen zur Bestimmung der zwölf Goordinaten ({^ y2i &) ®^* 
({4924 £4), welche Ton den ersteren sich nur dadurch unterscheiden, dass jede der 
Grössen a\ ^', y* durch die Einheit ersetzt wurde. Die so umgeänderten Gleichungen 
drücken aus, dass das Trägheitsellipsoid der yier Punkte für eine Kugel sein 
muss. Den Gleichungen wird daher genügt, wenn die Tier Punkte, deren Goordi- 
naten mit griedUsehen Lettern geschrieben sind, die Ecken eines regelmässigen 
Tetraeders sind (yergl. § 28, Beisp. 2). Dieses Tetraeder kann man sich in eine 

Kugel Yom Radius ^8 eingeschrieben denken. Transförmirt man affin diese Kugel 
in ein Ellipsoid von den Halbaxen aßy, so geht das regelmässige Tetraeder in 
ein schiefes über. Die Eckpunkte dieses schiefen Tetraeders sind die gesuchten 
Punkte gleichen Moments. 

Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass sich stets drei materielle Punkte 
▼on gleicher Masse finden lassen, die mit irgend einer ebenen begrenzten Fläche 
Yon gleichem Moment sind. Wenn Ma\ Mß^ und Null die Trägheitsmomente 
der materiellen Fläche bez. der Haupte5eti«n für den Schwerpunkt sind, so erhält 
man als Resultat, dass diese Punkte auf der Ellipse ß^x^-i-a^y^^^Ua^ß^ liegen 
müssen. Man findet auch, dass, wenn einer dieser Punkte, z. B. D, irgendwo auf 
dieser Ellipse angenommen wird, die andern beiden Punkte E und F die End- 
punkte der Sehne sind, welche im Punkt N durch die Verlängerung des Radius 

DO halbirt wird, wobei ON^ j OD . 

§ 45. Momente von liSherer Potenz. Diese Momente sind zwar 
in andern Wissenschaften von Nutzen^ werden aber in der Dynamik 
nicht oft gebraucht Es reicht deshalb aus, einige allgemeine Resultate 
anzufahren, deren Beweise dem Leser überlassen bleiben. 

d6 sei irgend ein Element einer Flache oder eines Volumens je 
nach dem speciellen Fall. sei seine auf irgend eine Ebene xy be- 




Körper gleichen Träglieitemoments (§ 48 — 45.) 33 

zogene Ordinate. Die Aufgabe besteht darin^ den Werth des Integrals 

jtd6 für ein Dreieck, Viereck, Tetraeder etc. zu finden. 

Die Goordinaten der Eckpunkte des betrachteten Körpers seien 

(^ Vi ^1)7 (^2^2 ^s) ^^' -^«(^1^2 ^^^0 st^Ue das arithmetische Miüd der 
verschiedenen Combinationen mit Wiederholungen zur n*^ Klasse von 

0iy e^y etc. dar, so dass z. B. B^ (^1^2) = t (V + ^1*^2 + ^1^2* + V) ^ß*- 

Alsdann ist für ein Dreieck vom Flächeninhalt z/ n 

für ein Viereck, dessen Flächeninhalt ^ ist, \. , i^^^^^fC*^ 

worin / die Ordinate des Durchschnittspunkts der Diagonalen ist; für \ *^*^,^i^^\^ 
ein Tetraeder Tom Volumen V o. 1/ ^ S ^»/^.^ X*) l/'^ ^ 

für zwei verbundene Tetraeder, deren vereinigtes Volumen V ist, 

worin / die Ordinate des Durchschnittspunkts der die beiden Spitzen 

verbindenden Geraden mit der gemeinschaftlichen Basis ist. 

Wir bemerken, dass mit Ausnahme der Faktoren jd oder F, die 

den Flächeninhalt oder das Volumen angeben, diese vier Ausdrücke 

nur Functionen der Ordinaten der Eckpunkte und nicht Functionen 

der Differenzen der Abscissen sind. 

Ist der Exponent n keine positive ganze Zahl, so nehmen die Ausdrücke yer- 
wickeltere Formen an. Näheres darüber jQndet der Leser in einer Abhandlung 
des Verfassers im Qttarterly Joumai of Mathematics No. 88^ 1886. 

Ist der Werth Yonje^dc bekannt, so lässt sich deijenige von njxi^~'^dö 
dadurch ermitteln, dass man die Operation x^ ^ 1- x^ 1 — an dem früheren 

Resultat yomimmt. Der Wert von n{n — l)Jx^i^'^^dc kann durch Wiederholung 
der Operation gefimden werden u. s. f. 

Schliesslich lässt sich zeigen, dass zwei Körper, für welche die Werthe von 

Cf^da fBr alle Ebenen der xy gleich sind, überhaupt gleichen Moments sind. 

Beisp. 1. Wenn (p{xye) keinen höheren als den dritten Grad hat, so kann 
man den Werth yon Ctpdc für irgend ein Dreieck durch Benutzung von sieben 

äquivalenten Punkten oder Punkten gleichen Moments finden. Ein Zwansiggtel 
der Flächenmasse wird in jede Ecke, swei Fünfzehntel in den Mittelpunkt jeder 
Seite und der Best, also neun Ztca/nzigstel, in den Schwerpunkt gelegt. 

Beisp. 2. Wenn fp(xyz) von keinem höheren als dem dritten Grad ist, so 

lässt sich der Werth Yonfipdc fclr ein Tetraeder durch acht äquiyalente Punkte 
darstellen. Man lege neun Vierzigstel des Volumens in den Schwerpunkt jeder 
Seitenfläche und ein Vierzigstel in jeden Eckpunkt. 

Weitere Beispiele findet man in der oben erwähnten Abhandlung. 

Bouth, Djnuadk, L 3 
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§ 46. A]iw«]idiuig; der Tleorie der biTersiei aif die ErmitÜuig vei Trig- 
heitsmomenteB. 

Ein Yon einem festen Coordinatenanfang nach irgend einem Punkt P 
einer Fignr gesogener Badinsrector möge nach einem solchen Pnnkt P* yerULngert 
werden, dass das Rechteck OP . OP' » «* ist, wenn % irgend eine gegebene 
Grösse vorstellt. Bewegt sich nun P Iftngs der ganzen gegebenen Figur, so be- 
schreibt P' eine andre Figur, die inyers zu der gegebenen genannt wird. 

(o;, y, $) seien die Coordinaten von P; {x\ f/^ /) die yon P'; r, r' die 
Badienyectoren; dv, dv' die auf Polarcoordinaten bezogenen Elemente des Vo- 
lumens; 9, Qy dm, dm' ihre respectiyen Dichtigkeiten und Massen, dn die sowohl 
zu dv als dv' gehörige körperliche Ecke bei 0. Dann ist 

dv' = r'^da dr' = (^)* r« dm dr = {jf^v 

x' X /x\" 

und da -r SS — , so erhAlt man sd^dv' =^{ — \ x*dv. Nun ist dm =& ^dv, 

dm' « q' dv'. Nehmen wir an ^ »» IL\ ^ go wird 2x'^ dm' » 2x*dm mit ähn- 
lichen Identitäten fSr alle andern Tr&gheits- und Deyiationsmomente. 

Ist der Köiper eine materielle Fläche oder ein Bogen, so ist das Yerhftltniss 

dv' /x\* /«\* 

yon dv zu dv ein anderes. Man erhält alsdann -p » l—j bez. (— j . Man 

kommt jedoch zu ähnlichen Resultaten, die man sämmtlich in den folgenden Satz 
zusammenfassen kann: 

SatE I. Irgend ein Körper werde dwrch Invereion bet. eines beUib^en Punktes 
in einen andern übergeführt. Wenn die Dichtigkeiten der entsprechenden Punkte 

mit if, if und ihre Abstände von mit r, r' betieiehnet werden %Md ^' =« ^ l-yj ist, 

so haben die beiden Körper gleiche Trägheitsmoment bet. aÜer durth gdtenden 
Geraden. Dabei ist n=^10, 8, oder 6, je naühdem der Körper ein Vohimen, eine 
Fläche oder ein Bogen ist. 

Es ergibt sich auch, dass die beiden Körper dieselben Hauptaxen für den 
Punkt und dieselben reciproken Trägheitsellipsoide haben. 

Zu dem folgenden Satz kommt man durch Benutzung der Methode Lord 
Eelyin*s zur Ermittlung der Potentiale sich anziehender Körper durch Inversion. 

Sati II. Irgend ein Körper werde in einen andern Körper durch Inversion 
bee. eines Punktes übergeführt. Wenn die Dichtigkeiten der sieh enJtsprechenden 
Punkte P, P' mit q, if, ihre Abstände von mit r, r' beseichnet werden und 

^' » ^ ( ~ j gesetet würd^ so ist das Trägheitsmoment des zweiten Körpers bez. irgend 

eines Punktes C denjenigen des ersten Körpers für den entspredienden Punkt C gleid^, 

nmltipiicirt mit einer der gleid^en Grössen (7577) oder yrj^ • Dabei ist n^=^8,6 

oder 4, je nachdem der Körper ein Volumen, eine Fläche oder ein Bogen ist. 

um dies zu beweisen, betrachten wir den Fall, in welchem der Körper ein 
Volumen ist. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt CP. r' = C'P'. OC. Ver- 
fährt man nun ebenso wie früher, so erhält man 



adv (CP)* (^)* - 9' dv' {CP')< 



Da dies f3r jedes Element gilt, so folgt daraus der Satz unmittelbar. 

Beisp. Die Dichtigkeit des Körpers einer Kugel yariirt umgekehrt wie die 
zehnte Potenz des Abstandes von einem äusseren Punkt 0. Man beweise, dass 
das Trägheitsmoment der Kugel bez. einer durch O gehenden (Geraden daisselbe 
ist, als wenn die Kugel homogen wäre und ihre Dichtigkeit derjenigen der hete- 
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TOgenen Eugel in dem Punkt, in welchem die yon gezogene Taugente die Kugel 
trifft, gleich käme. Man beweise, dass die Massen der beiden Kugeln gleich gewesen 
wären, wenn die Dichtigkeit umgekehrt wie die sechste Potenz des Abstandes 
von variirt hätte, unter welcher Bedingung haben sie einen gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt? Math. Tripos.*) 

§ 47. Das Drackcentnun. Wenn eine ebene Lamelle in eine homo- 
gene Flüssigkeit eingetaucht wird, so ist der Druck auf das Flachen* 
element, wie in der Hydrostatik gezeigt wird, normal zur Ebene und 
dem Product aus dem Flächeninhalt des Elements und der Tiefe unter 
einer festen horizontalen Ebene, der wirMichen Oberfläche, proportional. 
Aus Sätzen der Statik ergibt sich leicht, dass das Gentrum dieser 
parallelen EnLfbe in der Ebene der Lamelle liegt und sich nicht ändert, 
wenn man die Kräfte beliebig um ihre Angriffspunkte dreht, voraus- 
gesetzt, dass sie parallel bleiben. Dieser Punkt heisst in der Hydro- 
statik dctö jDrtAckcenlirum. 

Ist der Schnitt der LameUe niit der wirklichen Oberfläche die 
ohAxe und liegt die zu ihr senkrechte y-Axe in der Ebene der Lamelle, 
so ist nach den gewöhnlichen Formeln für das Gentrum paralleler 

Kräfte 

y Deviationsmoment bez. Ox, Oy 

das Moment der Fläche um Ox' 

y_ Trägheitsmoment bez. Ox 
das Moment der Fläche um Ox 

Besitzt die gegebene Fläche gleiches Trägheitsmoment wie Punkte 
von der Masse i»^, m^ etc. und sind {x^y y^), {x^y y^) etc. die Goordi- 
naten dieser materiellen Punkte, so ist 

.». Smxy xr 2fny* 

Dies sind aber die Formeln zur Ermittlung des Schwerpunkts von 
Punkten, deren Massen %yi, m^y^ etc. proportional sind und welche 
dieselben Coordinaten wie die vorigen haben. Es besteht daher der 
Satz: 

Wenn irgend eine materielle Ebene gleiches Trägheitsmoment toie 
einer Beihe von materiellen Punkten hat, so faUt das DrucTccentrum der 
Fläche mit dem Schwerpwnkt dieser Punkte zusammen, faUs deren Massen 
im Verhättniss zu ihrer Tiefe mutivpUcirt werden. 

So ist z. B. das Druckcentrum eines vollständig untergetauchten 
Dreiecks der Schwerpunkt dreier in den Mittelpunkten der Seiten an- 
gebrachten Gewichte, von denen jedes der Tiefe des Pimktes, an 
welchem es angebracht wurde, proportional ist. 

Wir beschrimken uns in diesem Paragraphen auf die Betrachtung 
der hydrostatischen Eigenschaften des Punktes, bemerken aber, dass 
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diese Coordiuaten yon so grossem Nutzen sind, dass man sie audi in 
die Dynamik übernommen hat. Aus Gleichung (5) des nächsten Para- 
graphen folgt^ dass X die Abscisse des Hauptpunktes der rr-Axe ist, 
so dass die Prqjection des Drtickcentrums irgend einer Ebene auf ihren 
Schnitt mit der wirMichen Oberfläche der Hauptpunkt dieses Schnittes ist. 
In Kap. m wird auch gezeigt werden, dass die Ordinate T dem Abstand 
des SchfmnffungsmitteJptmkts von der Aufhängungsaxe gleich kommt. Auf 
diese Weise lassen sich die Resultate der Hydrostatik auf die Djmamik 
übertragen und umgekehrt. 

Da die Coordinaten X^ T nur von dem Yerhältniss der Tragheits- 
und Deyiationsmomente und der Lage des Schwerpunkts abhängen , so 
haben offenbar zwei Flächen gleichen Moments dasselbe Drudecentrum. 

Beisp. 1. Man beweise, dass, wenn p, q, r die Tiefen der Eckpunkte der yoU- 
siAndig in eine Flüssigkeit getauchten Fi&che eines Dreiecks sind, die Dreiecks- 
coordinaten (vergl. § 17, Beisp. 11) seines Druckmittelpunkts, auf die Seiten des 

Dreiecks selbst bezogen, •Jv"^''" /» T\^"'~ )' t(^"I" / ®^*^' wenn 

Der Beweis kann so gefObrt werden, dass man das Dreieck durch drei in den 
Mittelpunkten der Seiten gelegene, ihren Tiefen proportionale Gewichte ersetzt 
und nacheinander die Momente bez. der Seiten zur Ermittlung ihres Schwerpunkts 
bestimmt. 

Beisp. 2. Irgend eine verticale materielle Ebene werde auf Cartesische recht- 
winklige Axen Orr, Oy bezogen, deren Coordinatenanfang im Schwerpunkt liege. 
Die Tiefe des Schwerpimkts sei h und die Durchschnittslinie der Ebene mit der 
Oberfläche der Flüssigkeit mache mit der x-Axe den Winkel S und schneide 
die positive Seite der ^-Axe, was man als den Normalfall ansehen kann. A, B 
und F seien die Trägheitsmomente und das Deviationsmoment der Fläche bez. 
der Axen. Nimmt man die Momente bez. Ox^ Oy^ so sind die Coordinaten des 
Druckmittelpunkts offenbar 

— .BsinO — FcosO ^_ .F sin — ul cos 
hi ' h^ ' 

worin a den Flächeninhalt bedeutet. 

Beisp. 3. Wenn sich die Fläche um ihren Schwerpunkt in ihrer eigenen 
Ebene dreht, so ist der Ort ihres Druckmittelpunkts i/n der Fläche eine Ellipse 
und im Baum ein Kreis. Die Hauptdurchmesser der Ellipse fallen in die Richtung 
der Hauptaxen der Fläche für den Schwerpunkt. Der Mittelpunkt des Kreises 
liegt in der durch den Schwerpunkt gehenden Yerticalen. 

Beisp. 4. In einer heterogenen Flüssigkeit ist der Druck an irgend einem 

Punkt P bez. der Flächeneinheit durch p=^a-\-hz^ gegeben, worin z die Ordinate 
Yon P bedeutet. Man beweise, dass die Ordinate des Druckmittelpunkts der toU- 
ständig untergetauchten mit dem Horizont einen beliebigen Winkel machenden 

Fläche eines Dreiecks jj jLhW ^®^» worin IT die in § 45 angegebene Be- 
deutung hat. 

Beisp. 6. In rotirenden Flüssigkeiten ist der Druck in einem Punkt P durch 
p,ssa-\-hZ'\- CT* gegeben, worin r den Abstand des Punktes P von der jp-Axe be- 
deutet. Man zeige, dass der Druck auf irgend einen Theil der Fläche des die 
Flüssigkeit enthaltenden Gtefässes 
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(1) der ganze Druck ^J\a-{-b$ -{- er*) de ^{a-^ he) a-^cok* ist ^ wonn g 

die Ordinate des Schwerpunkts der Fläche c und ak* ihr Trägheitsmoment bez. 
der ir-Axe darstellt; 

(2) der Verticaldruck =^(a + 6« + er") dfrc dy -= aP+ b F+ cP*'« ist, worin 

P die Projection von c auf die a?y-Ebene, V das zwischen n und seiner Projection 
gelegene Volumen und Pk'* das Trägheitsmoment der Projection P bez. der g-Axe 
darstellt. 

Offenbar kann man in allen diesen Fällen die Werthe der Integrale im All- 
gemeinen mit Hülfe der in diesem Kapitel angegebenen Regeln sofort nieder- 
schreiben, so dass es in den meisten Fällen nicht nöthig ist, wirklich zu integriren. 

§ 48. Die Hanptaxen der Systeme. Eine Chrade ist gegeben; man 
soU ermitteln, fü/r welchen auf ihr liegenden Punkt sie eine HoMptaxe des 
Systems isty und wenn ein solcher Punkt existirt, die beiden andern HoMpt- 
axen für diesen Punkt finden. 

Der Punkt wird passend der Hauptpunkt der Geraden genannt 

Man nelime die Gerade als shAxe und irgend einen Punkt in 
ihr als Goordinatenanfang. C sei der Punkt, für welchen sie eine 
Hauptaze ist und Cx', C\( seien die beiden andern Hauptaxen. 

Es sei CO ^^^h, 6 der Winkel zwischen Gx' und Ox, Man er- 
hält dann 

a?'= X cosd -\- y sin 6 

ff =^ — a? sin ö -|- y cos ö 

/= — h 
und daraus 

EmtxSi! "» cos BUmxz -f~ ^ 9Hmy»\ 

— Ä (cos e2?ma; + sin Ö2;wy) J ' * ()> 

Zmffff — — sin OZmxz + cos dl!my8\ 

—h{—^9Zmx+ cos eZmy)] ^ ' * ^^^^ 

i;ma^y-=2;m(y* — «*)^^ + 2;ma;y cos 2d = • (3). 
Aus der letzten Oleichimg folgt 

'-ä.-sIf^-Ä w 

nach der firfiheren Bezeichnungsweise. Den Gleichungen (1) und (2) 
muss durch denselben Werth von h genügt werden. Durch Elimination 
Yon h erhalt man Zmxe Smy ^=^ Smyg Umx als Bedingung dafür, dass 
die i^Axe für irgend einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist. 
Substituirt man den Werth von Zmxg resp. Zmyz in (1), so findet man 

*=25^ = :s5^ (^)- 

Die Qleidwmg (5) driuM die Bedingung aus, unter wdcher die z-Äxe 
eine HJoMipibxxe für einen auf ihr liegenden Punkt ist und der Werth von 
h gibt die Lage dieses Punktes an. 
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Ist Zfnx0 = und JSmyg »s 0, so wird den beiden Gleichungen 
(1) und (2) durch h=^0 genügt. Sie sind daher die hinreichenden 
und nothwendigen Bedingungen dafür, dass die z-Axe für den Goordinaten- 
anfang eine Hauptaxe ist. 

Wenn das System eine ebene Lamelle ist und die jer-Axe in irgend 
einem Punkt sen^echt auf der Ebene steht, so ist »= und sind daher 
die Bedingungen ZImxz =■ und Hmyts = erfällt. Deshalb ist eine 
der Hauptaxen fOr irgend einen Punkt einer ebenen LameUe eine in 
diesem Punkt auf der Ebene senkrechte Gerade. 

Ist die Fläche eine Rotationsfläche, welche von zwei auf der üm- 
drehungsaxe senkrechten Ebenen begrenzt wird, so ist ihre Axe f&r 
jeden auf ihr liegenden Punkt eine ELauptaxe. 

Gleichung (4) seM wns femer in den Stande wenn eine Hauptaxe 
gegeben ist, die beiden andern m finden. Ist «= a der erste Werth 

von 0, so ergeben sich die übrigen aus = e^ -4~ ö- n%. Alle diese 

Werthe bestimmen mithin immer wieder dieselben Axen. 

§ 49. Da (4) die Grosse h nicht enthält, so sind die Hauptaxen, 
wenn die je;-Axe in mehr als einem Punkt eine Hauptaxe ist, f&r diese 
Punkte parallel. In diesem Fall muss der Gleichung (5) durch mehr 
als einen Werth von h genügt werden. Da aber h nur in der ersten 
Potenz in der Gleichung aufbitt, so ist dies nur möglich, wenn 

Smx = , Emy = , 

Hmxz = , Smyz = 

ist« Die Axe muss daher durch den Schwerpunkt gehen und eine 
Hauptaxe für den Goordinatenanfang sein und mithin (da der Goordi- 
natenanfang beliebig gewählt werden kann) eine Hauptaxe für jeden 
auf ihr liegenden Punkt sein. 

Wenn die Hauptaxen für den Schwerpunkt als Axen der Xy y, 
angenommen werden, so wird den Gleichungen (1) und (2) durch alle 
Werthe yon h genügt. Wenn daher eine Gerade eine Hauptaxe für 
den Schwerpunkt ist, so ist sie für jeden in ihr liegenden Punkt eine 
Hauptafe. 

Läuft die gegebene Gerade einer Hauptaxe fOr den Schwerpunkt G 
parallel, so ist offenbar die gegebene Linie eine Hauptaxe für die Pro- 
jection Ton G auf sie. Denn wenn man den Goordinatenanfang in 
der Projection annimmt imd G^|, Gri^ Gi ein paralleles Axensystem 
ist^ so folgt aus § 13, dass, weil 27m|t, Zmriiy und z Null sind, auch 
Smxz und JSmyz Null sein muss. 

§ 50. Das System möge auf eine zur gegebenen Geraden senk- 
rechte Ebene so projicirt werden, dass die Verhältnisse der Massen- 
elemente zu einander unverändert bleiben. Die gegebene Gerade, 
welche ab z-Axe angenommen wurde, schneidet diese Ebene in und 
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ist eine Hauptaxe der Projection fQr 0, da das projicirte System als 
ebene Lamelle die Bedingungen Smxg^^Oy Smyz^=^0 erftUlt. Daraus, 
dass B in Gleichung (4) nicht auftritt, folgt, dass, wenn die gegebene 
Gerade eine Hauptaxe f&r irgend einen auf ihr liegenden Punkt C ist, 
die beiden andern Hauptaxen fQr C den Hauptaxen des projicirten 
Systems fQr parallel sind. Diese letzten können mit Hülfe des 
Satees in § 52 oft leicht gefunden werden. 

§ 51. Beiep. 1. Von den Hauptaxen eines rechtwinkligen Dreiecks fär den 
Durchschnittspmikt der den rechten Winkel einschliessenden Seiten a und b steht 
eine senkrecht auf seiner Ebene und bilden die beiden andern mit den Seiten die 

Winkel 4- arctan 



Nach § 48 ist tan 20 » -^ j nnd, nach §85, A^M -^^ B ^^M -^^ 

Ja '— JL 6 6 
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Beisp. 2. Von den Hauptaxen des Quadranten einer Ellipse ffir den Mittel- 
punkt steht die eine senkrecht auf der Ebene und bilden die beiden andern mit 

den Hauptdurchmessem die Winkel y arctan rZT« ' "^orin a und h die Hallh- 

axen der Ellipse sind. 

Beisp. 8. Die Hauptaxen eines Würfels fOr irgend einen Punkt P sind die 
Yerbindnngslinie von P mit 0, dem Schwerpunkt des Würfels, und zwei beliebige 
durch P gebende Gerade, die senkrecht zueinander und zu OT sind. 

Beisp. 4. Man beweise, dass der Ort eines Punktes P, fOr welchen eine der 
Hauptaxen einer gegebenen Geraden parallel ist, eine gleichseitige Hyperbel ist, 
in deren Ebene der Schwerpunkt des Körpers li^ und deren eine Asymptote der 
gegebenen Geraden parallel ist. Wenn aber die gegebene Gerade einer der 
Hauptaxen für den Schwerpunkt parallel l&uft, so ist der Ort Ton P diese Haupt- 
axe oder die auf ihr senkrechte Hauptebene. 

Man nehme den Schwerpunkt zum Coordinatenanfang und eine Coordinatei^- 
axe parallel zur gegebenen Geraden. 

Beisp. 6. Der Hauptpunkt der Seite AB einer dreieckigen Scheibe ABC 
halbirt den Abstand zwischen dem Mittelpunkt dieser Seite und dem Fusspunkt 
des Ton der gegenüberliegenden Ecke auf die Seite ge^Ulten Loths. 

Beisp. 6. Die Kante eines Tetraeders ist nur dann eine Hauptaxe fQr irgend 
einen auf ihr liegenden Punkt, wenn sie senkrecht zur gegenüberliegenden Kante 
ist (Jullien, Problämes de M^canique rationelle). 

Wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt wird, so ist die Kante eine Haupt- 
axe für einen Punkt C, welcher so liegt, dass 00«» y OJf, worin JVder Mittel- 
punkt der Kante und der Fusspunkt des lothrechten Abstandes zwischen ihr 
und der gegenüberliegenden Kante ist. 

Beisp. 7. Die Axen 0«, Oy mögen eine solche Lage haben, dass das 
Deyiationsmoment F oder Smxy Null ist. Weim A und B die Tr&gheitsmomente 
bez. dieser Axen sind, zu beweisen, dass das Deviationsmoment fdx zwei zu ein- 
ander senkrechte Axen Ox', 0^, die in der Ebene xy liegen, 

jT — i(^ — JB)sin2e 

ist, worin B den Winkel xOx\ yon Ox aus in positiver Bichtung genommen, be- 
deutet. 



40 Kapitel I. Trägheitsmomente. 

§ 52. TrSglieitsbrennpnnkte. ^) Wenn die Lage der Hauptaxen 
OXy Oy, Oe für den Sdiwerpunkt und die Trägheitsmomente bee. ihrer 
gegd>en sind, die Lage der Hauptaxen für einen beliebigen in der Ebene 
ooy gelegenen Punkt P und die Trägheitsmomente bes. dieser Axen zu 
finden. 

Die Masse des Körpers sei M] Ä, B die Tnlgheitsmomente bez. 
der Axen Ox, Oy, und A möge grosser als B sein. Wenn 8 und M 
zwei auf der Axe des grössten Trägheitsmoments diesseits und jenseits vom 

Goordinatenanßing so gelegene Punkte sind, dass 05=0^=1/ — jj— 

ist; so heissen diese Ptmkte die Trägheitsbrennpunkte für diese Haupt- 
d>ene. 

Da die Punkte in einer der Hauptaxen für den Schwerpunkt 
liegen, so sind die Hauptaxen für 8 und H parallel den Goordinaten- 
axen und die Trägheitsmomente bez. dieser in der a;y-Ebene gelegenen 
Axen resp. Ä und B -{' M* 08^ = Ä, Da dieselben gleich sind, so 
ist jede durch 8 oder H in der ^r^- Ebene gehende Gerade eine 
Hauptaxe f&r diesen Punkt und das Trägheitsmoment bez. derselben 
gleich Ä. 

Ist P ein Punkt in der xy-Ebene, so ist eine der Hauptaxen für 
P senkrecht zur xy-'Ehene, Denn, wenn p, q die Goordinaten von P 
sind, so ist diese Linie eine Hauptaxe unter der Bedingung, dass 

Zm{x — p)z = 0, Sm{jf — j)^ = 

sind, welche offenbar erfBllt ist, weil der Schwerpunkt zum Goordinaten- 
anfang und die Hauptaxen zu Coordinatenaxen gewählt wurden. 

Die beiden andern Hauptaxen kann man auf folgende Art finden. 
Wenn die Trägheitsmomente bez. zweier in einer Hauptebene liegender, 
sich im Punkt P schneidender Geraden, einander gleich sind, so 
halbiren die Hauptaxen fOr P die Winkel, welche diese beiden Geraden 
• miteinander machen. Denn die Axen der für P als Mittelpunkt con- 
struirten Trägheitsellipse halbiren die Winkel zwischen irgend zwei 
gleichen Badienvectoren. 

Verbindet man P mit 8 und £E^ so ist das Trägheitsmoment bez. 
SP sowohl als bez. HP gleich A. Die Halbirungslinien PGy PT 
des Winkels 8PH und seines Nebenwinkels sind daher die Haupt- 
axen für P. Beschreibt man mithin mit 8 und Hals Brennpunkten irgend 
eine EUipse oder Hyperbel, so sind die Tangente und Normale irgend 
eines Punktes derselben die Hauptaxen für diesen Punkt. 

§ 58. Zieht man irgend eine C^erade MN durch den Goordinatenanfang 0, 
welche mit der o^Aze den Winkel 6 bildet und fällt von S und H Lothe 8M^ 
HN auf sie, so ist das Trägheitsmoment bez. MN 



1) Lot der Technik wird die Bezeichnung Fixpimkte des Quersdmitts ge- 
braucht. 
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Zieht man femer durch P eine Parallele PT zu MN und föllt von Sj H die 
Lothe 8Y, HZ auf sie, so ist das Trtlgheitsmoment bez. PT 

= dem Moment bez. MN+M-MY^ 

^ A + M{MY—SI£){MT+SM) 

=^ A + M'SYHZ. 

Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass das Trägheitsmoment bez. einer die 




Verbindungslinie Ton H und 8 schneidenden Linie PG um die Masse multiplicirt 
mit dem Product der Lothe von 8 und H auf PG kleiner als A ist. 

Beschreibt man daher mit 8 y/nd H als Brennpunkten irgend eine JEllipse 
oder Hyperbel, so ist das Trägheitsmoment bez. aUer Tangenten an eine dieser Owrven 
constant. 

Daraus folgt, dass die Trägheitsmomente bez. der Hauptaxen fOr P gleich 

j^ Jß 

Denn fOr a und b als Halbaxen der Ellipse ist a* — b*»^08*^^ — »— und 
daher 

A + M'8Y HZ^A + Mb*^B + Ma*^B+M(^^^^^^\ 
Die Hyperbel kann man auf ähnliche Art behandeln. 

§ 64. Diese Bchlussweise lässt sich auf Punkte ausdehnen, die in einer be- 
liebigen gegebenen Ebene liegen, die durch den Schwerpunkt des Körpers geht. 
Od?, Oy mOgen solche Azen in der gegebenen Ebene sein, dass das Deyiations- 
moment bez. ihrer Null ist (§ 23). Man bestimme die Punkte 8 und H wie zuvor 
derart, dass OiS^ sowohl als JET* dem Unterschied zwischen den Trägheitsmomenten 
far Ox und Oy dividirt durch die Masse gleich sind. Man ziehe durch 8 eine 
Parallele 8i/ zur y-Aze, dann ist das Deviationsmoment bez. 8Xj 8^ der Summe des- 
jenigen bez. OXj Oy und des Deviationsmoments der ganzen in concentrirten 
Masse bez. 8x^ 8rf gleich. Diese letzten sind aber Null, daher ist der Schnitt 
des Trägheitsellipsoids fELr iSf ein Kreis und das Ti^heitsmoment bez. jeder durch 
8 gehenden in der Ebene xOy liegenden Geraden dasselbe und dem für Ox 
gleich. Man kann dann zeigen, dass die Trägheitsmomente fSr PH und P8 
gleich sind, dass also die Halbirungslinien PG^ PT des Winkels 8PH und 
seines Nebenwinkels die Hauptdurchmesser des Schnitts des Trägheitsellipsoids fOr 
P mit der gegebenen Ebene sind. Weiter folgt dann, dass die Trägheitsmomente 
bez. der Tangenten an einen Kegelschnitt, der 8 und H zu Brennpunkten hat, die- 
selben sind. 

§ 66. Beisp. 1. Die Trägheitsbrennpunkte einer elliptischen Scheibe zu finden. 

Die Trilgheitsmomente bez. der grossen und kleinen Aze sind ^Mb^ und -^ Ma^. 
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Die kleine Axe ist daher die Aze des grOssten Trftgheitflmoments. Die Trftgheits- 
brennponkte liegen daher in der Jdei/nen Axe und haben einen Abstand Tom 

Mittelpunkt => y }/a' — &' , also die H&lfbe des Abstände« der geometrischen 
Brennpunkte Yom Centram. 

Beisp. 8. Zwei materielle Punkte, von denen jeder die Masse m hat, werden 
auf die Endpunkte der kleinen Axe einer elliptischen Scheibe Ton der Masse M 
gelogt. Man beweise, dass die Hauptaxen fOr jeden Punkt des Umfangs der Ellipse 



m 5 e* 



die Tangente und Kormale an die Ellipse sind, yorausgesetrt, dass -i> — «, « « • 

Beisp. 8. Fdr die Punkte, welche Tiügheitsbrennpunkte genannt wurden, sind 
zwei der Hauptmomente gleich. Man zeige, dass im Allgemeinen die Behauptung 
nicht richtig wäre, ein Punkt existire, derart, dass die Trägheitsmomente fflr alle 
duixh ihn gesogenen Axen dieselben sind und suche die Bedingungen, unter 
welchen es einen solchen Punkt gibt. Wewn solche Pwnkte in einem fetten Körper 
vorkommen, kann man sie die Trägheüskuffelpunkte^) dieses Körpers nennen. 

Man beziehe den Körper auf die Hauptaxen fflr den Schweipunkt. P sei 
der gesuchte Punkt, (o;, ^, g) seine Coordinaten. Da das Trftgheitsälipsoid fflr P 
eine Kugel sein soll, so sind die Deyiationsmomente bez. aller sich in P schneidender 
rechtwinkliger Axen Null. Daher ist, nach § 18, xy^^O, yz=^0, zx^^O. Daraus 
folgt, dass zwei der drei Grössen x, y, z Null sein mflssen, dass also der Punkt 
in einer der Hauptaxen fSr den Schwerpunkt liegen muss. Wir wollen sie die 
j9-Axe nennen. Da die Trägheitsmomente bez. dreier durch P parallel zu den 
Coordinatenaxen g^ezogenen Axen Ä-}-Mz\ B-}-Mz* und C sind, so können sie 
nur dann gleich sein, wenn Ä^^B und beide kleiner als C sind. Es gibt als* 
dann zwei solcher Punkte auf der Axe des nicht gleichen Ti^heitsmoments, 
welche fOr alle Axen gleiches Moment aufeuweisen haben. (Poisson, M^anique 
und Binet.) 

Beisp. 4. Die Kugelpunkte der Oberfläche einer Halbkugel sind der Mittel- 
punkt und ein Punkt auf der Oberfläche. Man suche auch die Kugelpunkte einer 
massiyen Halbkugel. 

Nach § 5, Beisp. 8 sind die Trägheitsmomente fOr jede durch das Centrum 
gehende Axe dieselben. Daher ist d^ Centrum der eine Kugelpunkt. Daraus, 
dass der Schwerpunkt den Abstand zwischen beiden Punkten halbirt, folgt dann 
die Lage des andern. 

§ 56. Die Anordnung der Hauptaxen. Wenn die Lage der Haiupt- 
axen für den Schwerpunkt und die Trägheitsmomente bez. ihrer gegeben 
sind, die Lage der Hauptaxen^) und die Hmpimomente für jeden andern 
Pwnkt P gu finden. 

Der Körper möge auf seine Hauptaxen ffir den Schwerpunkt 
bezogen werden ^ A^ By C seine Hauptmomente und die Masse des 
Körpers der Einheit gleich sein. Man construire eine mit dem reciproken 
TriLgheitsellipsoid confocale Flache zweiten Grades^ und die Quadrate 
ihrer Halbaxen seien a*=*J. + >ly 6'— JB+A, c*=C4->l- Wir 
wollen das Trägheitsmoment bez. einer Berührungsebene suchen. 

1) Dieser im Deutschen unbekannte Ausdruck wird hier der Kürze wegen ge- 
braucht. 

2) Von den folgenden S&tzen sind einige von Lord Eelyin und Mr. Towns- 
end gleichzeitig im MaÜiemaiicdl Jowmal 1S46 yerG£Pentlicht worden. Ihre Be- 
weise weichen yon den hier gegebenen ab. Vgl. auch Binet (Joum. de Täcole 
Polytechn. Gah. XYI p. 41, 1811). 
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(tty ß, y) seien die Stellimgswinkel einer Berülirungsebene. Das 
Trägheitsmoment bez. einer durch gehenden Parallelebene ist 

i (^ + JB + C) — (^ cos« a + JB cos« /} + (7 cos «y) • 

Das Tragheitsmoment in Bezug auf die Berührungsebene findet man 
durch Addition des Quadrats des lothrechten Abstandes^ nämlich 

{A + A) cos« « + (JB + A) cos« /J -f- (C + X) cos« y , 
beider Ebenen gleich 

Die TrägheitsmamefUe in Bemg auf äUe Beruhrungsd>enm an eine mit 
dem redpröken TrägheüseHipsoid canfoccHe Fläche eweiten Qrades sind 
daher dieselben. 

Diese Ebenen sind sämmüich Sa/uptd>enen für den BerührungspunM, 
Denn die Berührungsebene^ welche man parallel zu einer beliebigen 
durch den Berührungspunkt P gehenden Ebene gelegt hat^ liegt, falls 
die confocale Fläche ein Ellipsoid ist^ weiter als diese Ebene Tom 
Goordinatenan&ng entfernt. Das Trägheitsmoment bez. einer beliebigen 
durch P gehenden Ebene ist daher kleiner als das Trägheitsmoment 
bez. einer Berührungsebene im Punkt P an das confocale Ellipsoid. 
Das heisst aber, dass die Berührungsebene an das Ellipsoid die Haupt- 
ebene des grossten Moments ist. Ebenso ist die Berührungsebene an 
das confocale zweischalige Hyperboloid , welches durch P geht, die 
Hauptebene des kleinsten Moments. Die Hauptebene des mittleren 
Moments ist folglich die Berührungsebene an das confocale einschalige 
Hyperboloid. 

Durch einen gegebenen Punkt P lassen sich drei confocale Flächen 
legen; die Normalen auf diese Flächen sind die Hauptaxen für P. 
Nach § 5y Beisp. 3 ist die Hauptaxe des kleinsten Moments normal auf 
dem confocalen Ellipsoid und die des grossten Moments normal auf 
dem confocalen zweischaligen Hyperboloid. 

§ 57. Das Trägheitsmoment bez. des Punktes P ist nach § 14 
^ (^ -I- jB -)- 0) + 0P\ Daher sind nach § 5, Beisp. 3 die Träg- 
heitsmomente bez. der auf den drei confocalen Flächen, deren Para- 
meter X^j X^, X^ widy im Punkt P senkrecht stehenden Geraden bez. 

OP^—X^, OP^—X^y OP^—X^. 

§ 58. Beschreibt man irgend eine andere confocale Fläche und 
zieht einen Berühnmgskegel an sie, dessen Spitze in P liegt, so sind 
die Axen dieses Kegels bekanntlich die Normalen auf die drei confo- 
calen Flächen im Punkt P Dadurch erhalt man eine zweite Gon- 
struction für die durch den Punkt P gehenden Hauptaxen. 
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Wenn die confocale Fläche ohne Ende abnimmt^ bis sie sich auf 

einen Focalkegelschnitt reducirt, so sind o£fenbar die Hauptdurchmesser 

des Systems die Hauptdurchmesser eines Kegels^ dessen Spitze in P 

liegt und dessen Basis ein Focalkegelschnitt des reciproken Central- 

eUipsoids ist. 

Beisp. Man beweise, dass das Tr&g^heitsmoment für jede Erzeugende des 
Kegels, dessen Spitze in P liegt und der dem Ton P aus an das reciproke Ellip- 
Boid gezogenen Berflhrungskegel reciprok ist, das nftmliche bleibt. Math.Tripo8, 1896. 

§ 59. Wollen wir nur eine Flache zweiten Grades in Betracht 
ziehen, so können wir dazu das confocale durch P gehende EUipsoid 
benutzen. Bekanntlich^) sind die Normalen zu den beiden andern 

1) Die folgenden S&tze kann man in Büchern über Raumgeometrie finden, 
sie lassen sich aber auch so beweisen. 

Das confocale EUipsoid mOge nahe bei P vorbeigehen und sich P unendlich 
n&hem. Die Basis des einhüllenden Kegels ist schliesslich die Indicatrix und da 
der Kegel zuletzt zur Berührungsebene wird, so ist eine seiner Axen schliesslich 
senkrecht auf der Ebene der Indicatrix. In jedem Kegel sind nun zwei seiner 
Axen den Hauptdurchmessem eines beliebigen senkrecht zur dritten Axe geführten 
Schnittes parallel. Daher sind die Axen des einhüllenden Kegels die Normale 
zur Fl&che und zwei den Hauptdurchmessem der Indicatrix parallele Linien. 
AUe parallelen Schnitte eines EUipsoids sind aber ähnlich und ähnlich gelegen; 
die Hauptdurchmesser der Indicatrix sind daher den Hauptdurchmessem des 
Mittelpunktschnittes paraUel, welcher parallel zur Berührungsebene im Punkt P 
gefCihrt wird. 

Um die Hauptmomente zu finden, kann man auf folgende Art yerfahren. 
Zieht man eine Berflhrungsebene an das EUipsoid, welche senkrecht auf einem 




Badiusyector OQ des zu OP coi^jugirten Diametralschnittes steht, so liegen der Be- 
rührungspunkt T, OQ und OP in einer Ebene, wenn OQ eine Axe des Schnittes 
ist. Denn legt man durch T einen der Diametralebene parallelen Schnitt, ist 
(/ sein Centram und GT' ein Ton (X auf die in T berührende Tangentialebene 
gefUltes Loth, so liegen OQ^ O'T' und OP in einer Ebene. Man betrachte nun 
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confocalen ilaclien Tangenten an die Erümmungscuiren des Ellipsoids 
und den Hauptdurchmessem des parallel zur Berülirungsebene in P 
durch den Mittelpunkt geführten Schnittes parallel. Sind D^, D^ diese 
Haupthalbmesser^ so ist bekanntlich 

Legen wir daher durch irgend einen Punkt P die Flache zweiten Ghrades 

I » _l_ 1 I 



und sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen für den Schwerpunkt, 
dann sind die Hauptaxen fOr P die Normale an diese Flache zweiten 
Orades und zwei Gerade, welche den Axen des durch den Mittelpunkt 
parallel mit der Berührungsebene im Punkt P geführten Schnittes 
parallel sind. Femer sind, wenn diese Axen mit 2D^ und 2D^ be- 
zeichnet werden, die Hauptmomente für P 

OP' — X, OP' — X + D^^, OP' — k + D^K 

Beisp. Wenn zwei Körper denselben Schwerpunkt, dieselben Hauptaxen für 
den Schwerpunkt haben und wenn die Differenzen ihrer Hatiptnunnente heg, einander 
gleich 8ind, so haben diese Körper dieselben Hauptaxen fElr alle Punkte. 

§ 60. Die Bedingang dafflr, dass eine Gerade eine Hanptaxe ist 
Wenn die Coordinatenaxen die Hauptaxen für den Schwerpunkt sind, 
einen Äusdmck für die Bedingung tni finden, unter wdcher eine gegd>ene 
Gerade für einen auf ihr Uzenden Punkt eine Hanptaxe ist und diesen 
Funkt 0u finden. 

Sind die Gleichungen der gegebenen Geraden 

'-^-"^--^ w. 

dann muss sie in dem Punkt, in welchem die Gerade eine Hauptaxe 
ist, auf einer Flache zweiten Grades 

J. + X » .B + i ' c + z~ ^ ^ >' 

senkrecht stehen. 



den Schnitt, dessen Centrum O ist; OY' steht senkrecht auf der Tangente, 
welche die Ellipse in T berührt. OY^ G T fallen daher nur dann zusammen, 
wenn OY' die Richtung einer Axe der Ellipse hat. Der Schnitt ist aber dem 
Diametralschnitt ähnlich, dem er parallel gezogen ist. OQ ist mithin eine Axe 
des Diametralschnitts. 

PB sei eine durch P parallel OQ gezogene Gerade, welche die in T be- 
röhrende Ebene in R trifPb. Dann sind BP^ BT zwei auf einander senkrechte 
Tangenten an die Ellipse PQT, Mithin ist 

OB*'» der Summe der Quadrate der Halbaxen der Ellipse » OP*+OQ\ 

weil OP, OQ co^jngirte Durchmesser sind. 

Das Trägheitsmoment bez. PB, eines Lothes auf eine Berührungsebene, ist, 
wie oben gezeigt wurde, OB* — l; es ist daher das Tillgheitsmoment bez. einer 
Geraden, welche durch P parallel zur Axe OQ gezogen wird, OP* -{- OQ' — ^, 
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Combinirt man die Qleichung der Normalen zu der Flache (2) mit 
(1)^ so erhält man 

iT^ = '*^' jBr+x = '**^' 0^ = 1"^' • • • (3)- 

Diesen sechs Gleichungen müssen dieselben Werthe von x, y, e, k und 
fi genügen. Setzt man die Werihe von Xy y, z aus (3) in (1) ein, so 
findet man 

und durch Gleichsetzung der aus diesen Gleichungen sich ergebenden 

Werthe von ft 

L^l t^h IL^L 
l tu in n fi l r t-K 

A=:^ = B-=c=c=rA W- 

Dies ist offenbar nur eine Gleichung und stellt die gesuchte Be- 
dingung dar, unter welcher die Gerade für einen auf ihr liegenden 
Punkt eine Hauptaze ist. 

Substituirt man die Ausdrücke ffix x, y^ z aus (3) in (2), so er- 
halt man die Gleichung 

A(P+««+n«) = ii-(^P + Bm«+Cn«), 

welche nur einen Werth für X liefert. Hat man die Werthe von A 
und fi gefunden, so bestimmen die Gleichungen (3) die Goordinaten 
Xj y, des Pimktes, für welchen die Gerade eine Hauptaxe ist. 

Die geometrische Bedentung dieser Bedingung kaui man durch folgende 
Yon Townsend im Mathematiccd Journal entwickelte Betrachtungen finden. Die 
Normale imd die Berührongsebene in jedem Punkt einer Fl&che zweiten Grades 
treffen irgend eine Hauptebene in einem Punkt und einer Gkraden, welche der 
Pol und die Polare in Bezug auf den in dieser Ebene liegenden Focalkegel- 
schnitt sind. Um daher zu finden, ob irgend eine angenommene Gerade eine 
Hauptaxe ist oder nicht, lege man eine Ebene senkrecht zur Geraden und ver- 
längere die Ebene sowohl wie die Gerade, bis sie irgend eine Hauptebene für den 
Schwerpunkt treffen. Ist die Durchschnittslinie der Ebene parallel zu der Polarlinie 
des Durchschnittspunkts der Geraden in Bezug auf den Focalkegelschnitt, so 
ist die Gerade eine Hauptaze, sonst nicht. Den Punkt femer, für welchen sie 
eine Hauptaze ist, findet man, indem man durch die Polarlinie eine Ebene senk- 
recht zur Geraden legt. Der Durchschnittspunkt ist der gesuchte Punkt. 

Die analytische Bedingung (4) ist eben der Ausdruck dafür, 'dass die Polar- 
linie dem Schnitt der Ebene parallel ist. 

§ 61. Beisp. 1. Man zeige, dass die Gerade a{x — a) = fe (y — d) = c{z—c) 
für einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaze eines Ellipsoids ist, dessen Halb- 
azen ahc sind. 

Beisp. 2. Man zeige, dass irgend eine auf einer Lamelle gezogene Gerade 
eine Hauptaze dieser Lamelle für irgend einen Punkt ist. Wo liegt dieser Punkt, 
wenn die Gerade durch den Schwerpunkt geht? 

X 'U z 

Beisp, 8, Ist eine Ebene 7: + — H--jr — 1 = gegeben, so gibt es immer 
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einen auf ihr liegenden Punkt, fBr welchen sie eine Hauptebene ist. Auch ist dieser 
Punkt der Durchschnittspunkt mit der Gferaden fx — A*»gy — B^^^h» — C 

Beisp. 4. Sind zwei Punkte P, Q so gelegen, dass eine Hauptaze fflr P eine 
Hauptaxe ftir Q schneidet und legt man dann zwei Ebenen durch P und Q senk- 
recht zu diesen Hauptaxen, so ist ihre Durchschnittslinie eine Hauptaxe fOr den 
Punkt, in dem sie von der Ebene getroffen wird, welche die Hauptaxen fOr P und 
Q enth&lt. (Townsend.) 

Denn die Hauptaxen fOr P, Q mögen eine Hauptebene fOr den Schwerpunkt 
in p, g, die beiden senkrechten Ebenen dieselbe Hauptebene in den Linien I/JV, 
MN treffen. Die senkrechten Ebenen mögen sich femer in BN schneiden. BN 
steht dann senkrecht auf der Ebene, welche die Punkte P, 9, p, q enth&ltw Da 
nun die Polarlinien ffir p und q die Geraden LN, MN sind, so folgt, dass pq 
die Polare des Punktes N ist. Die (Gerade BN genügt also dem Kriterium des 
letzten Paragraphen. 

Beisp. 6. Wenn P irgend ein Punkt in einer Hauptebene des Schwerpunkts 
ist, dann liegt jede Axe, die durch P geht und fOr irgend einen Punkt eine 
Hauptaxe ist, in einer von zwei zu einander senkrechten Ebenen. Die eine dieser 
Ebenen ist die Hauptebene des Schwerpunkts und die andre steht senkrecht auf 
der Polarlinie Ton P in Bezug auf den Focalkegelschnitt. Auch ist der Ort aller 
Punkte Q, für welche QP eine Hauptaxe ist, ein durch P gehender Kreis, dessen 
MittelpunlEt in der Hauptebene liegt. (Townsend.) 

Beisp. 6. Die Bückkehrcurve der abwickelbaren Fläche, welche die Enveloppe 
der Ebenen ist, die normal zu einer Krfimmungslinie auf einer confocalen Fläche 
zweiten Grades gezogen werden, ist eine Curve solcher Art, dass alle ihre Tan- 
genten Hauptaxen fär irgend einen in ihnen gelegenen Punkt sind. 

§ 62. Der Ort gleieker Monenie. Ben Ort der Punkte m fmäm^ 
für wdche fmoei HauptträgheUsmomente einander gleich sind. 
Die Hauptmomente für einen Punkt P sind 

I^^OF^—X, I^^OP^—k + D^*, I^=OP^—X + D^\ 

Setzt man I^ «» I^^ so wird D^ »s 0; der Punkt P liegt daher auf dem 
elliptischen Focalkegelschnitt des reciproken Trägheiteellipsoids. 

Setzt man i^»sj^^ so ist D^«»!),; P ist also ein Nabelpunkt 
eines mit dem reciproken Tragheitsellipsoid confocalen EUipsoids. Der 
Ort dieser Nabelpunkte ist der hyperbolische Focalkegelschnitt. 

Im ersten Fall ist Jl = — C und D^ der zu OP conjugirte Halb- 
messer des Focalkegelschnitts. Daher ist D^ -|- OP^ »= der Summe 
der Quadrate der Halbaxen =-4 — C + B -- C. Die drei Haupt- 
momente sind daher J^ = ^ = OP* +C^> /,= -4 + 5 — C und die 
Axe des nicht gleichen Moments ist eine Tangente an den Focal- 
kegelschnitt. 

Der zweite Fall kann in derselben Weise behandelt werden^ wenn 
man eia confocales Hyperboloid benutzt. Man erhält i^=s J^«: 0P*-|-£; 
J^ SS J. -|- C — B und die Axe des ungleichen Moments ist eine Tan- 
gente an den Focalkegelschnitt. 

Man kommt zu denselben Besultaten, wenn man die §§ 67 und 68 combinirt. 
Der Kegel, welcher das reeiproke Tr&gheitsellipsoid einhüllt und dessen Spitse in 
P liegt, muss nach diesen Paragraphen ein gerader Kegel sein, wenn swei Haupt- 
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momente fOr den Punkt P einander gleich sind. Aus der Baamgeometrie ist 
aber bekannt, dass dies nur der Fall ist, wenn seine Spitze auf einem Focal- 
kegelschnitt liegt. Die ungleiche Axe ist dann eine Tangente an diesen Kegel- 
schnitt. 

§ 63. Die Curven auf einer confocdlen Fläche zweiten Grades m 
finden^ für weiche ein Trägheitsmoment einer gegd)enen Grösse I gleich ist. 

Erstens. Das Trägheitsmoment bez. einer Geraden^ die senkrecht 
auf der confocalen Fläche zweiten Grades steht, ist OP^ — L Bleibt 
es constant, so ist OP constant und die gesuchte Gurre ist der Schnitt 
dieser Fläche zweiten Grades mit einer concentrischen Kugel. Eine solche 
Gurve ist ein sphärischer Kegelschnitt. 

Zweitens. Betrachten wir die Punkte, für welche das Trägheits- 
moment bez. einer Tangente constant ist. 

Man construire irgend zwei confocale Flächen, deren grösste Halb- 
axen a und c^ sind, und ziehe irgend zwei Berilhrungsebenen an sie, 
die sich rechtwinklig schneiden. Das Trägheitsmoment bez. ihrer Durch- 
schnittslinie ist die Simmie der Trägheitsmomente bez. der beiden Ebenen 
und daher 

B+C — Ä + a^ + a'\ 

Die Trägheitsmomente hez. der Durchschnittslinien aufeinander senkreckter 
Ebenen, welche dieselben confocdlen Flächen berühren, sind also einander 
gleich. 

Sind a, a', a" die grössten Halbaxen der drei confocalen Flächen, 
welche sich im Punkt P treffen, dann ist, da confocale Flächen sich 
rechtwinklig schneiden, das Trägheitsmoment bez. einer Tangente an 
die Durchschnittslinie der confocalen Flächen a\ d' 

Die Durchschnittslinie dieser beiden confocalen Flächen ist f&r jede 
von ihnen eine Krümmungslinie. Die Trägheitsmomente bez. der Tangenten 
an irgend eine SrümmtmgsUnie sind daher einander gleich und diese 
Tangenten sind Hawptaacen für den Berührungspunkt. 

An die Fläche zweiten Grades a ziehe eine Tangente PT, welche 
mit den Tangenten an die Krümmungslinien für den Berührungspunkt 

P die Winkel 9 und — ar — 9 macht. Sind ^, J^ die Momente bez. 

der Tangenten an diese Krünmiungslinien, so ist das Trägheitsmoment 
bez. der Tangente PT 

I^ cos* 9 + Jg sin* q> 

= B+C- ^ +(a"*+ a*) cos* 9 +(a*+ a'*) sin* 9. 

Längs einer geodätischen Linie auf der Fläche zweiten Grades a ist 
aber a * sin* q> -}- a"* cos* 9 constant. Die Trägheitsmomente beg. der 
Tangenten an irgend eine geodätische Linie der Fläche zweiten Grades 
sind daher einander gleich. 
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§ 64. Beisp. 1. Wenn eine G^erade irgend zwei confocale Fl&chen berfihrt, 
deren grOaste Halbazen a, a' sind, so ist das Trägheitsmoment bez. ihrer 
B + C— ^ + a« + a'«. 

Beisp. 2. Wenn ein Körper anf seine Hauptazen fOr den Schwerpunkt be- 
zogen wird, zu zeigen, wie die Goordinaten des Punktes P gefunden werden, für 
welchen die drei Hauptmomente den drei gegebenen GrOssen /^ , J, , 1^ gleich sind, 
Jullien, Probl^es de M^c. n. Gap. Y, § 4. 

Die elliptischen Goordinaten vonPsind offenbara'sBi(i^-|- J, — ^i — ^ — ^+-^) 
etc.; die Goordinaten (x, y, z) kann man dami mit Hilfe der Formeln Dr. Sal- 
mon*s (Anal. Geom. des Baums, I, § 160) finden 

* ~ (A-B)(A-'C) ^* 

Beisp. 8. Beröhren zwei aufeinander senkrechte Ebenen zwei confocale 
Fl&chen mit den grössten Halbaxen a, a' und sind a, a die Werthe von a, a' fdr 
confocale Fl&chen, welche die Durchschnittslinie der Ebenen berühren, dann ist 

a*+a'"-«a*+a'* und dasDeyiationsmoment bez. der beiden Ebenen(o*a •— o'a'*)^. 

§ 65. IHe FlSehe gleiehen Monentg. Der Ort aller Punkte^ für 
welche eines der Haupttragheitsmomente des Körpers einer gegebenen 
Grösse gleich ist; wird eine Fläche gleichen Moments genannt. 

um die Gleichung einer solchen Flache zu finden, braucht man 
nur J^ SB Gonst zu setzen; man erhalt dann A »= r* — J. Durch Sub- 
stitution in die Gleichung der confocalen Flache zweiten Grades wird 
die Gleichung der Flache 

«•+ y"+ «•+ A—I^ x*+y* + g*+ B'-I^x^ + y* + z* + C—I ' 

Durch irgend einen Punkt P auf einer Flache gleichen Moments 
lege man eine confocale Flache zweiten Grades derart, dass die Hauptaxe 
eine ExOmmungslinie der Fläche zweiten Grades berührt Nach § 63 
ist einer der Schnitte der Flache gleichen Moments mit dieser Flache 
zweiten Ghrades die Erümmungslinie. Mithin ist die Hauptaxe f&r P, 
bez. welcher das Trägheitsmoment I ist, eine Tangente an die Fläche 
gleichen Moments. 

Man construire femer die confocale Fläche zweiten Grades^ welche 
durch P geht, derart, dass die Hauptaxe in P normal steht, dann ist 
einer der Schnitte der Fläche gleichen Moments mit dieser Fläche 
zweiten Ghrades der durch P gehende sphärische Kegelschnitt. Da die 
Normale auf der Fläche zweiten Grades die Hauptaxe ist, so berührt 
sie, wie eben gezeigt wurde, die Fläche gleichen Moments. Die Be- 
rührungsebene an die Fläche gleichen Moments ist daher die Ebene, 
welche die auf der Fläche zweiten Grades senkrechte Gerade und die 
Tangente an den sphärischen Kegelschnitt enthält. 

um ein Loth vom Mittelpunkt auf diese Berührungsebene zu 
fällen, können wir das gewöhnliche geometrische Verfahren einschlagen. 
PP' sei eine Tangente an den sphärischen Kegelschnitt; von falle 
ein Loth auf PP\ dies ist dann der Radiusvector OP, weil PP eine 

Bonth, Dynamik. I. 4 
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Tangente an die Kugel ist. In der Berührungsebene ziehe eine Linie 
von P aus senkrecht zu FP\ sie ist dann die Normale PQ der 
Fläche zweiten Grades. Von fälle das Loth OQ auf diese Normale, 
OQ steht dann senkrecht auf der Berührungsebene. Daraus ergibt sich 
die folgende Construction: 

Ist P irgend ein Punkt (mf einer Fläche gleichen Moments, deren 
Parameter I ist und OQ ein Loth vom Mittelpunkt auf die Beruhrungs- 
ebene, so ist PQ die Hawptaxe für P, hez. welcher das Trägheits- 
moment I ist 

Die Fläche gleichen Moments wird eine FresneFsche Wellenfläche, 
wenn I grösser als das grösste Hauptträgheitsmoment fQr den Schwer- 
punkt ist. Die allgemeine Form dieser Fläche ist zu bekannt, als dass wir 
nöthig hätten, hier näher auf sie einzugehen. Sie besteht aus zwei 
Schalen, welche eine concentrische Kugel und ein Rotationsellipsoid 
werden, wenn zwei der Hauptmomente für den Schwerpunkt gleich 
sind. Wenn die Hauptmomente ungleich sind, so hat die Fläche zwei 
Arten von Singularitäten. 

(1) Die beiden Schalen schneiden sich in einem Punkt P in der 
Ebene der grössten und kleinsten Momente. Im Punkt P gibt es einen 
Berührungskegel an die Fläche. Zieht man eine Berührungsebene an 
diesen Kegel und vom Schwerpunkt O ein Loth PQ auf diese Be- 
rührungsebene, so ist PQ eine Hauptaxe für P. Es gibt daher un- 
endlich viele Hauptaxen für P, da sich unendlich viele Berührungs- 
ebenen an den Kegel legen lassen. Für irgend einen gegebenen Punkt 
existiren aber nicht mehr als drei Hauptaxen, es sei denn, dass zwei 
der Hauptaxen gleich wären, in welchem Fall der Ort der Hauptaxen 
eine Ebene ist. Der Punkt P liegt daher auf einem Focalkegelschnitt 
imd der Ort aller Linien PQ ist eine auf dem Kegelschnitt normale 
Ebene. Der Punkt Q liegt auf einer Kugel vom Durchmesser OP, der 
Ort der Punkte Q ist mithin ein Kreis. 

(2) Die beiden Schalen haben eine gemeinsame Berührungsebene, 
welche die Fläche längs einer Kurve berührt. Diese Kurve ist ein 
Kreis, dessen Ebene senkrecht auf der Ebene der grössten und kleinsten 
Momente steht. FaUt man von ein Loth OP' auf die Ebene des 
Kreises, so ist P' ein Punkt auf ihm. Ist R ein beliebiger zweiter 
Punkt auf dem Kreis, so ist BP' die Hauptaxe für R. Es gibt mithin 
einen kreisförmigen Bing von Punkten, für welche die Hauptaxe durch 
denselben Punkt geht nnd die Trägheitsmomente bez. dieser Hauptaxen 
gleich sind. 

Man kann die Gleichung der Fläche gleichen Moments auch dazu 
benutzen, die drei Hauptmomente für irgend einen Punkt mit den 
Coordinaten (x, y, jer) zu ermitteln. Schaffen wir aus der Gleichung 
die Brüche weg, so erhalten wir für J eine cubische Gleichung, deren 
Wurzeln die drei Hauptmomente liefern. 
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Soll man z. B. den Ort aller Punkte finden^ f&r welche irgend 
eine symmetrische Function der drei Hauptmomente einer gegebenen 
Ghrösse gleich ist^ so kann man diese symmetrische Function durch die 
CoefiScienten der cubischen Gleichung auf die gewohnliche Art aus- 
drücken. Man erhalt damit die Gleichung des Orts. 

Beisp. 1. Wenn eine Fl&che gleichen Moments eine mit dem reciproken 
Centralellipsoid confocale Fläche zweiten Grades schneidet, so sind die Schnitt- 
linien ein sphärischer Kegelschnitt und eine Erümmungslinie. Wenn aber die Fläche 
zweiten Grades ein Ellipsoid ist, so können beide zugleich nicht reell sein. 

Denn nehmen wir an, die Fläche schneide das EUipsoid in beiden Kurven 
und P sei ein Punkt auf der Krümmungslinie, "F ein solcher auf dem sphärischen 
Kegelschnitt, dann ist, nach § 69, 0T^'\'J)t;^^01^^, welches kleiner als ul + i 
ist. Esi8taberOP«+I>i«+D,'=^+J5+(7+8X, alsoD,«>Ä+C+2X>ii+2X. 
Mithin müsste D, grösser als der grösste Badiusyector des Ellipsoids sein, welches 
unmöglich ist. 

Beisp. 2. Man suche den Ort aller Punkte eines Körpers, för welche 

(1) die Summe der Hauptmomente einer gegebenen Grösse I gleichkommt ; 

(2) die Summe der drei Producte der Hauptmomente, wenn man je zwei 
als Factoren zusammenstellt, gleich J' ist; 

(8) das Product der Hauptmomente J' gleichkommt. 
Die Resultate sind 
(1) eine Kugel vom Radius 



r- 



(2) die Fläche 

(a;«+y«+^«)«4.(^4.JB+C)(Ä»+y«+xf«)+Aaj«+5y«+a;f«+^5+BC+0^«P^ 

§66. 
(8) die Fläche 

ABC -Äy^z' — Bz^x^-^C'x^y^^'lx^y^z'^r, 

worin -ä' = A 4* y' + ^* und B ^ C ähnliche Ausdrücke sind. 
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Das D'Alembert^sche Princlp etc. 

§ 66. Die Piincipien^ nach welchen sich die Bewegung eines ein- 
zelnen materiellen Punktes^ an dem gegebene Kräfte angreifen, be- 
stimmen lasst, findet man in jedem Buch, das die Dynamik der 
materiellen Punkte behandelt. Sie heissen die drei Bewegungsgesetze. 
Es wird gezeigt^ dass, wenn {Xy y, z) die Goordinaten des Massenpunktes 
zur Zeit ty bezogen auf drei im Raum festliegende rechtwinklige Axen, 
m seine Masse und X, Tj Z die Gomponenten der Kräfte parallel den 
Axen sind, die Bewegung durch Auflosung der Simultangleichungen 

gefunden werden kann. 

Betrachten wir einen starren Korper als eine Sammlung materieller 
Punkte, die durch unTcranderliche Beziehungen miteinander verbunden 
sind, so lassen sich die Gleichungen ftir die yerschiedenen Punkte nach 
den eben erwähnten Principien niederschreiben. Die an jedem Punkt 
wirkenden Kräfte sind jedoch nicht mehr bekannt, da sie zum Theil 
Yon der gegenseitigen Einwirkung der Punkte aufeinander hervorgerufen 
werden. 

Wir setzen voraus, (1) die Wirkung zweier Massenpunkte auf- 
einander geschehe längs ihrer Verbindungslinie und (2) die Wirkimg 
und Gegenwirkung zwischen beiden seien gleich und entgegengesetzt. 
Sind n materielle Punkte vorhanden, so ergeben sich 3n Gleichungen 
und, wie aus der Statik bekannt ist, 3n — 6 unbekannte Beactionen. 
Um die Bewegung zu ermitteln, müssen diese unbekannten Grossen 
eliminirt werden. Wir erhalten so schliesslich sechs Gleichungen tmd 
diese reichen, wie wir sogleich sehen werden, zur Bestimmung der Be- 
wegung des Korpers hin. 

Wenn verschiedene starre Korper gegenseitig auf einander ein- 
wirken, so wird das Problem noch complicirter. Doch brauchen wir 
weder auf diesen noch auf den vorigen Fall naher einzugehen, da D'Alem- 
bert eine Methode gefunden hat, nach welcher man alle nothigen 
Gleichungen erhält, ohne nothig zu haben, die Bewegungsgleichungen 
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der verschiedenen Massenpunkte aufzustellen und ohne eine andre An- 
nahme über die Natur der gegenseitigen Einwirkungen zu machen als 
die folgende^ welche man als eine natürliche Folge der Bewegungs- 
gesetze ansehen kann: 

Die inneren Wirhmgen und Gegenwvrhmgen eines Systems starrer 
sich bewegender Körper halten sich gegenseitig das Gleichgewicht. 

§ 67. ErWmmg des lyAlembevf sehen Prindps. Bei der Anwendung 
dieses Princips wird mit Yortheil der Ausdruck EffecHvkraft gebraucht^ 
der sich so definiren lasst. 

Wenn ein materieller Punkt als Theil eines starren Körpers sich 
bewegt, so steht er unter der Einwirkung von äusseren gegebenen 
Kräften und der Molukularreactionen der übrigen materiellen Punkte. 
Denken wir uns diesen Punkt von dem Rest des Korpers getrennt und 
alle diese Strafte entfernt, so existirt eine einzelne Kraft, welche ihm 
unter denselben Anfangsbedingungen die nämliche Bewegung ertheilen 
würde, die er zuvor hatte. Diese Kraft heisst die Effectivkrafb des 
Punktes. Sie ist offenbar die Resultante der auf den Punkt wirkenden 
gegebenen und MolekularknLfte. 

Ist m die Masse des Punktes, (x, y, d) seine Goordinaten bez. fest- 
liegender rechtwinkliger Axen zur Zeit ^, so sind seine Beschleunigungen 

^, ^, ^« Wird nun die Resultante dieser letzteren mit f be- 
zeichnet, so wird, wie in der Dynamik der Massenpunkte gezeigt wird, 
die Effectivkraft durch mf gemessen. 

Bezeichnet man mit F die Resultante der gegebenen, mit JB die 
Resultante der Molekularkräfte, die an dem Punkt angreifen, so ist mf 
die Resultante von F und JB. Wird nun mf im entgegengesetzten 
Sinn genommen, so halten sich Fy B und mf das Oleichgewicht. 

Dasselbe gilt für jeden materiellen Punkt eines jeden Körpers des 
Systems. Auf diese Art erhalt man eine Gruppe von Kräften von der- 
selben Art wie 22, eine zweite Gruppe von solchen, die mit F und 
eine dritte von solchen, die mit mf gleichartig sind. Diese drei Gruppen 
bilden ein im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem. Nach dem 
D'Alembert'schen Princip hält sich nun das Kräftesystem der Ghiippe B 
für sich allein das Gleichgewicht. Daraus folgt, dass die Ghruppe F im 
Gleichgewicht mit der Gruppe mf ist. 

Wenn daher Kräfte an jedem Punkt des Systems angebracht werden, 
welche den FffecUvkräften gleich sind, aber in entgegengesäeter BuMung 
wirken, so halten diese den gegebenen Kräften GleuÄgewidU, 

Mit Hülfe dieses Princips reducirt sich die Lösung eines dynamischen 
auf diejenige eines statischen Problems. Das Verfahren ist folgender- 
massen. Zuerst wählt man geeignete Grössen, mittelst welcher die Lage 
des Systems im Raum bestimmt werden kann. Dann drückt man die 
an jedem Element wirkenden Effectivkräfte durch diese Grössen aus. 
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Diese im umgekehrten Simi genommen^ sind mit den gegebenen KnLften 
im Gleichgewicht. Schliesslich lassen sich die Bewegungsgleichmigen 
für jeden starren Körper aufstellen, indem man die Gomponenten nach 
drei Richtungen und die Momente bez. dreier Geraden bildet, wie es in 
der Statik gewohnlich geschieht. 

§ 68. Vor der Veröffentlichung des D^Alembert'Bchen Princips ist eine grosse 
Anzahl dynamischer Probleme gelöst worden. Man findet sie in den älteren Jahr- 
gängen der Memoiren Ton St. Petersburg, Berlin und Paris, in den Werken von 
Johann Bernoulli und den OpusciUa von Euler. Sie erfordern meistens die Be- 
stimmung der Bewegungen Terschiedener Körper, die unter dem Einfluss der Schwere 
stehen oder nicht und einander ziehen oder stossen mit Hülfe von Fäden oder Hebeln, 
an welchen *sie befestigt sind oder längs welcher sie gleiten können und welche, 
nachdem ihnen am Anfang ein gewisser Anstoss gegeben ist, sich dann selbst über- 
lassen oder gezwungen werden sich auf gegebenen Linien oder Flächen zu bewegen. 

Das Postulat von Huyghens: „Gewichte, welche durch die Schwerkraft in 
Bewegung gesetzt werden, können sich nicht so bewegen, dass ihr gemeinsamer 
Schwerpunkt sich über den Ort erhebt, von welchem er gefallen ist^*, war all- 
gemein eines der zur Lösung dienenden Principien; dazu bedurfte man aber 
immer noch anderer Principien und es war viel Scharfsinn und Geschicklichkeit 
nöthig, um in jedem Fall das passende zu entdecken. Solche Probleme waren 
eine Zeit lang eine Art von Kraftprobe für die Mathematiker. Der von D^Alem- 
bert 1742 in einem Memoire der Pariser Akademie vorgelegte und in seinem 
Traitd de m^canique (ni*»« partie, Chap. I) 1743 vollständig begründete Satz 
machte dieser Art von Turnieren ein Ende, indem er eine directe und allgemeine 
Methode bot, jedes denkbare Problem zu lösen oder wenigstens in Gleichungen 
EU bringen. Die mechanischen Schwierigkeiten vnirden auf diese Weise auf rein 
mathematische reducirt. Siehe Montucla Vol. m p. 616 oder Whewell's Histary 
of Ihe Indactive Sciences. 

D'Alembert sagt wörtlich: „Soient Ä, B, C, etc. les corps, qui composent 
le Systeme et supposons qu'on leur ait imprim^ les mouvements a, &, c, etc. qu*ils 
soient forc^s, k cause de leur action mutuelle, de changer dans les mouvemens 

a, b, c, etc. II est clair qu'on peut regarder le mouvement a imprim^ au corps A 
comme compos^ du mouvement a, qui'l a pris, et d'un autre mouvement a; qu'on 
peut de m6me regarder les mouvemens &, c etc. comme compos^s des mouvemens 

b, j3; c, y; etc. d'ou il s'ensuit que le mouvement des corps A, JB, C, etc. entr^eux 
aurait ^t^ le m@me, si au lieu de leur donner les impulsions a, 6, c, on leur eüt 
donn^ ä-la-fois les doubles impulsions a, a; b, ß; etc. Or par la supposition les 
corps A, B, C, etc. ont pris d^eux-mdmes les mouvemens a, b, c, etc. donc les 
mouvemens a, ß, y, etc. doivent dtre tels qu'ils ne d^rangent rien dans les mou- 
vements a, b, c, etc. c'est-ä-dire que si les corps n^avoient r^9u que les mouve- 
mens a, ß, y, etc. ces mouvemens auraient du se d^truire mutuellement et le 
systSme demeurer en r^pos. De lä. r^sulte le principe suivant pour trouver le 
mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres. Decomposez 
les mouvemens a, 2>, c, etc. imprimäs k chaque corps, chacun en deuz autres a, a; 
^1 ßi ^1 Vi ^^- Q^^ soient tels que si Ton n^eut imprimä aux corps que les mou- 
vemens a, b, c, etc. ils eussent pu conserver les mouvemens sans se nuire r^cipro- 
quement; et que si on ne leur eüt imprim^ que les mouvemens a, /3, y, etc. le 
Systeme fdt dSfaieur^ en repos; il est clair que a, b, c, etc. seront les mouvemens 
que ces corps prendront en vertu de leur action. Ce qu'il fallait trouver." 

§ 69. lieber das D'Alembert'sche Princip macht Sir G. Airy 
folgende Bemerkungen: 
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„Ich habe verschiedene Erkläningen bez. Besprechungen dieses Satzes ge- 
sehen^ die mir fehlerhaft zu sein scheinen. Der Satz an sich ist weder ein neues 
physikalisches Princip noch ein Zusatz zu schon existirenden physikalischen Prin- 
cipien; er ist eine passende Combination mechanischer Erwägungen, welche in 
einem gedrängten Verfahren Ton grosser Eleganz zum Ausdruck kommen. 

Der nicht ausgesprochene Gedanke, der die ganze Untersuchung beherrscht, 
ist dieser: Man kann sich jede Menge von Materie in irgend einer zusammen- 
gesetzten mechanischen Combination so vorstellen, als enthielte sie zwei verschie- 
dene Eigenschaften: — erstens die des Zusammenhanges in sich selbst, der Empföng- 
lichkeit für Druckkraft und des Zusammenhangs mit anderen solchen Mengen, aber 
nicht der Trägheit und nicht der Empftlnglichkeit für Annahme von Bewegungs- 
grosse — zweitens der discreten Moleküle der Materie, die durch das Gonnexions- 
gerfist an ihrer Stelle gehalten werden, für von aussen mitgetheilte Bewegungs- 
grosse empfänglich sind und Trägheit besitzen. Die Vereinigung erzeugt ein 
imponderables Gerüst, welches ponderable materielle Punkte trägt. 

Die Action äusserer bewegender Kräfte auf irgend einen materiellen Punkt 
sucht nun eine gewisse Beschleunigung dieses Punktes hervorzubringen, hat aber 
im Allgemeinen ihre volle Wirkung nicht. Was verhindert sie daran? Es ist der 
Druck des Gerüstes, welcher durch die Differenz zwischen der gegebenen be- 
wegenden Kraft und der Effectivkraft gemessen wird. So hat jeder Theil des Gre- 
rästes eine Druckkraft auszuhalten, die von diesem Unterschied abhängt. Das 
ganze mechanische System, wie complicirt es auch sei, kann man nun als ein 
'System von Gerüsten auffassen, von denen jedes Druckkiuften unterliegt und in 
Folge ihrer Combination jedes den anderen Kräfte mittheilt. 

Welche Bewegungsgesetze gehen nun aus diesem Zusammenhang hervor? 
Die Krilfte sind Druckkräfte, die auf imponderable Gerüste wirken und sie müssen 
sich den Gesetzen des statischen Gleichgewichts entsprechend das Gleichgewicht 
halten. Denn sonst müsste eine augenblickliche Veränderung in der voraus- 
gesetzten Bewegung vor sich gehen und diese Veränderung wäre von einer 
momentanen Aenderung der effectiyen Kraft der Moleküle begleitet, welche einen 
dem Gleichgewicht entsprechenden anderen Druck hervorbringen würde. (Man be- 
merke, dass nicht die Bewegnngsgrösse, sondern die bewegende Kraft momentan 
geändert werden kann.) 

Wir kommen so zu dem Schluss, dass die Summe aller Unterschiede zwischen 
der an jedem Molekül angreifenden bewegenden Kraft und der thatsächlichen 
effectiven Kraft durch den ganzen Bau hindurch sich statisch das Gleichgewicht 
halten muss. Fasst man daher die sämmtlichen gegebenen bewegenden Kräfte in 
eine Gruppe und die Effectivkräfte iu eine andre zusammen, so kommt man zu 
dem Resultat, dass die gegebenen bewegenden Kräfte durch den ganzen Bau hin- 
durch den EfPectivkräften das Gleichgewicht halten. So wird das D'Alembert'sche 
Princip gewöhnlich ausgesprochen. 

§ 70. Beispiel zn D'Alemberf s Princip. Ein nicht schwerer Stab 
OAB kann sich in einer verticalen Ebene frei um ein glattes festes 
Scharnier hei drehen, jSwei schwere Punkte, deren Massen m und nC 
sind, werden an dem Stab bei Ä und B angebracht und schwingen mit 
ihm. Man soU die Bewegung finden. 

Die Schwingungsbewegung eines einzelnen materiellen Punktes 
wird in der Elementardynamik behandelt. Es wird dort nachgewiesen^ 
dass die Zeitdauer einer kleinen Schwingung der Quadratwurzel aus 
dem Radius des beschriebenen Kreises proportional ist. In unserm 
Problem haben wir zwei materielle Punkte, die Kreisbogen von ver- 
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schiedenen Radien in derselben Zeit beschreiben. Jeder Punkt muss 
daher die Bewegung des andern beeinflussen. Der Punkt mit dem 
kürzeren Radius beschleunigt die Bewegung des andern und wird selbst 
durch die langsamere Bewegung des letzteren verzögert. Wir haben 
die resultirende Bewegung zu finden. 

Durch das D'Alembert'sche Princip sind wir in den Stand gesetzt^ 
das dynamische Problem auf ein gewohnliches statisches zurackzuf&hren, 
welches uns, nach den Regeln der Statik gelost, die Differentialgleichungen 
der Bewegung Uefert. 






Man setze OA^^a, OB^==b und der Winkel, den der Stab O^JBmit der 
Verticalen OZ macht, sei 0. Der Massenpunkt Ä beschreibt einen Kreis- 
bogen; seine Effectivkrafte sind daher, wie aus der Elementardynamik 
bekannt ist, ma cPd/dfi und ma(dO/dty, wovon die erstere die Richtung 
der Tangente an den SJreisbogen nach der Seite hin hat, nach welcher 
6 zunimmt und die letztere längs des Radius Ä nach zu gerichtet 
ist. Ebenso sind die am Punkt B in der Richtung der Tangente und 
des Radius wirkenden Effectivkrafte bez. m'b dPO/dfi und m'h (dd/dty. 
In Fig. 1 sind die Richtungen dieser Kräfte durch die doppelt^ Pfeile 
dargestellt, während die einfachen Pfeile die Richtungen der Gewichte 
mg und m'g der materiellen Punkte bezeichnen. 

Nach D'Alembert's Princip sind die vier Effectivkrafte in der um- 
gekehrten Richtung genommen mit den Gewichten der - Punkte im 
Gleichgewicht. Um nicht die unbekannte Reaction bei und die 
Reactionen zwischen den Punkten und dem Stab einf&hren zu müssen, 
wollen wir die Momente des ganzen Systems um nehmen. Die 
Kräfte ma(dO/diy und m'h{dO/dff haben keine Momente, da sie in 
der Richtung BAO wirken. Die Momente der beiden andern ^ind 
ma^ d^O/dfi und m'V iPO/dfi. Nimmt man sie in umgekehrter Richtung 
und addirt die Momente der Gewichte, so erhält man 



d*e 



(ma^ + ^'6*) -jTf- + (^^ + ^'V)g sin ö = 0. 



(1) 



Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung. Wird sie aufgelost 
und die beiden willkürlichen Gonstanten durch die Anfangsbedingungen 
bestimmt, so erhält man als Function der Zeit. Doch lässt sich das 
Resultat auch auf kürzerem Wege finden, ohne auf die analytische 
Lösung einzugehen. 
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Setzen wir m' => und schreiben Z fOr a, so muss die Oleicliung 
(1) die Bewegung eines emsehiun Massen^ßvaMes ergeben, der in einem 
Kreis vom Badius l schwingt. 

Diese Bewegung wird mithin dargesteUt durch 

«g+^8ind = (2). 

Die Gleichung ist von derselben Form^ wie (1). Der Stab schwingt 
daher ebenso^ als ob die beiden Punkte verbunden wären und sich im 

Abstand l = ^ , ,, vom Scharnier befanden. 

Als Variation dieses Problems stellen wir uns die Aufgabe^ die 
Bewegung m finden, wenn der Stab OAB sich um die Verticcde als 
canisdies Pendd mit gleichförmiger Winhelgeschumdigheit bewegt, indem 
der Winkel 0, den OAB mit der Verticälen macht, constant bleibt 

Auch hier beschreiben die Massenpunkte Kreise^ nur sind die Ereis- 
ebenen horizontal und ihre Mittelpunkte liegen in E und F (Fig. 2, S. 56). 
Da die Bewegung um dieVerticale gleichförmig ist, so hat die Gomponente 
der EfFectivkraft für Ä längs der Tangente an die Bahn von Ä den 
Werth Null, während die in der Richtung des Badius AE von Ä nach 
E wirkende Effectivkraft ma sin 6 {dq>/dif ist, wenn man unter <p den 
Winkel versteht, den die Ebene ZOA mit irgend einer festen durch 
OZ gehenden Ebene macht. Ebenso hat die ganze EfEectivkrafb bei 
B die Richtung des Radius BF und ist gleich m'b smO(d(p/dty, 

Die Richtungen dieser EfiEectivkräfte sind in Fig. 2, S. 56 durch die 
doppelten Pfeile dargestellt. Dreht man sie um und ninmit die Mo- 
mente um 0, wie zuvor, so erhalt man 

— {ma^+m'b^ sin 6 cos (^)'+ (wo + m'b) ^ sin ö = 0. 

Die Winkelgeschwindigkeit dip/dt der Ebene ZOA um die Yerticale 

ist daher durch 

d^y _^ (ma4- w'5)gf ... 

dt) (wa« + w'5»)coflÖ W 

gegeben mit Ausnahme des Falles, in welchem der Stab vertical ist. 

Auch hier zeigt das Resultat, dass die Bewegung des Stabes OAB 
um die Yerticale ebenso vor sich geht, als wenn die materiellen Punkte 
in einen einzelnen vereinigt und in demselben Abstand von 0, wie bei 
dem ersten Problem^ angebracht würden. 

Wir sind bei diesen Beispielen der in § 67 gegebenen Regel ge- 
folgt. Wir suchen zuerst einen Ausdruck ftlr die Effectivkräfte, wie 
ihn die Dynamik der Massenpunkte bietet. Wir drehen diese Effectiv- 
krafke um und drücken die Gleichgewichtsbedingungen durch Gleichungen 
aus. Diese sind dann die Bewegungsgleichungen. 

Beisp. 1. Wenn drei materielle Punkte an dem Stab in verschiedenen Ab- 
st&nden von angebracht werden, die Bewegung zu finden, (1) wenn das System in 
einer yerticalen Ebene schwingt, (2) wenn es sich gleichförmig um dieVerticaJe dreht. 
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Beisp. 2. Wenn die zwei materiellen Punkte an mittelst zweier Fäden 
OÄ, AB, wie Fig. 3, S.66 zeigt, befestigt sind und sich das System um die Ver- 
ticale mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit dtp /dt dreht, so ist 

{mAE'OE + m'BF'0,F)i^y = {m'ÄE+fn:'BF)g. 

§ 71. Die Auf Stellung der allgemeinen Bewegungsgleickungen der 
Systeme starrer Korper mittelst des lyAlemberf sehen Prineips, 

Sind (Xj y, z) die Goordinaten des materiellen Punktes m zur Zeit 
ty auf irgend ein System rechtwinkliger im Raum festliegender Axen 
bezogen^ so sind d?x/dfiy d^y/d^j d^z/d^ die Beschleunigungen des 
Punktes. Sind dann femer X, Y, Z die Componenten parallel zu den 
Goordinatenaxen der an demselben Punkt angreifenden, gegebenen be- 
wegenden Eräfte, so befinden sich nach D'Alembert's Princip die Eräfbe 



m 



{x-^, »(y-g). »(z-i; 



dtV 



mit ähnlichen an jedem andern Massenpunkt wirkenden Kräften zusammen 
im Gleichgewicht. Daraus folgt, wie die Statik lehrt, die Gleichung 

-27m -,T, = UmX 

und zwei ähnliche Gleichungen fCLr y und z, welche man durch Zer- 
legung in die Gomponenten parallel den Axen erhält. Nimmt man die 
Momente' um die Axen, so ergibt sich für die x-Axe 

und ähnliche Ausdrücke für ßx und xy. 

Diese Gleichungen lassen sich in die bequemere Form bringen 



-ji 2jm -jy = SmX. 
dt dt 

at at 



(A), 



de 
dt 

dx 
dt 



-0^) = Zm(yZ-zY) 



§-^£m{y 




— x^) = 2:m (zX — xZ) 



■ • 



dt 



(B). 



Drückt man die Beschleunigungen in Polarcoordinaten aus, so er- 
halt man auf dieselbe Art ein andres aber gleichwerthiges System von 
Bewegungsgleichungen. 
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§ 72. Die Coordinaten der Körper. Die Gleichungen in § 71 
sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen der dynamischen Systeme. 
Sie sind jedoch in dieser Form äusserst unhandlich. Wenn das be- 
trachtete System ein starrer Korper und nicht nur eine endliche An- 
zahl einzelner materieller Punkte ist; so sind die sämmtlichen £ be- 
stimmte Integrale. Auch gibt es dann unendlich viele x, y und z, die 
miteinander durch unendlich viele geometrische Gleichungen verbunden 
sind. Man muss daher, wie in § 67 angedeutet wurde, eine endliche 
Anzahl von Grossen, welche die Lage des Körpers im Baum bestimmen, 
zu finden suchen und die Effectivkrafte durch diese Grossen ausdrücken. 
Diese Grossen heissen die Coordinaten des Körpers. In der theoretischen 
Dynamik ist es von der grossten Wichtigkeit, diese Coordinaten 
passend zu wählen. Sie soUten so sein, dass sie (1) als Fimction der 
Zeit die Bewegung des Körpers passend bestimmen und dass (2) die 
durch sie ausgedrückten dynamischen Gleichungen so einfach als nur 
möglich sind 

Zuerst wollen wir imtersuchen, wie viele Coordinaten zur Bestim- 
mung der Lage eines Körpers nöthig sind. 

Die Lage eines Körpers im Raum ist gegeben, wenn wir die Coor- 
dinaten eines seiner Punkte und die Winkel kennen, welche zwei in 
dem Körper festliegende Gerade mit den Coordinatenaxen machen. 
Zwischen diesen sechs Winkeln bestehen drei geometrische Beziehungen, 
so dass die Lage eines Körpers von sechs unabhängigen Variablen, d. h. 
drei Coordinaten und drei Winkein abhängig gemacht werden kann. 
Diese Variablen wollen wir zu Coordinaten des Körpers nehmen. 

Offenbar können wir die Coordinaten {Xy y, z) eines Massenpunktes m 
eines Körpers durch die Coordinaten dieses Körpers und Grössen aus- 
drücken, die bekannt sind und während der Bewegimg constant bleiben. 
Wir wollen zuerst annehmen, das System bestehe nur aus einem ein- 
zelnen Körper. Substituiren wir diese Ausdrücke für Xj y, z m die 
Gleichungen (A) und (B) des § 71, so erhalten wir sechs Gleichungen 
zur Bestimmung der sechs Coordinaten des Körpers in Ausdrücken der 
Zeit. So wird die Bewegung gefunden. Besteht das System aus 
mehreren Körpern, so erhalten wir, jeden für sich betrachtend, sechs 
Gleichungen fOr jeden Körper. Bestehen irgend welche unbekannte 
Beactionen zwischen den Körpern, so sind diese in X, Yj Z enthalten. 
Jeder Beaction entspricht eine geometrische Beziehung, welche die Be- 
wegung der Körper verbindet. Im Gkozen erhalten wir daher eine 
genügende Anzahl von Gleichungen, um die Bewegung des Systems 
bestimmen zu können. 

Geht die Bewegung in einem Baum von zwei Dimensionen vor 
sich, so reduciren sich die sechs Coordinaten auf drei. Es sind dies 
die beiden Coordinaten des in dem Körper festliegenden Punktes und 
der Winkel, den eine in dem Körper festliegende Gerade mit einer im 
Baum festliegenden macht. 
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§ 73. Zunächst wollen wir yersuchen^ die durch Zerlegung in 
Gomponenten erhaltenen Bewegungsgleichungen (A) durch eine geeig- 
nete Wahl der Goordinaten zu verein&chen. Wir müssen zu diesem 
Zweck die Gomponente der Bewegungsgrosse und die Gomponente der 
Effectivkrafte eines Systems fOr irgend eine Richtung suchen. 

Ist die gegebene Richtung die x-Axe und sind (x, y, 0) die Goordi- 
naten eines Punktes von der Masse m, so ist die Gomponente seiner Be- 
wegungsgrosse in der gegebenen Richtung m dx/dt und also fftr das 
ganze System JSm dx/dt . Sind nun (x^ y, ^) die Goordinaten des Schwer- 
punkts des Systems und M seine Masse^ so ist Mx »» UmXf daher 

dt dt 

Die Gomponente der Beicegungsgrösse eines Systems in irgend einer 
Bichtung ist daher der ganeen Masse gleich^ muUijMcirt mit der Gompo- 
nente der Gesckicindighkt des Schwerpunkts. 

Das heissty die lineare Beicegungsgrösse bleibt für ein System di^ 
selbey wenn man die gange Masse in seinem Schwerpunkt vereinigt 

Ebenso ist die Gomponente der Effectivkräfte eines Systems in irgend 
einer Bichtung der ganeen Masse gleich^ muUipUcirt mit der Gomponente 
der Beschleunigung des Sch/werpunJcts. 

Aus diesem Satz geht hervor , dass es vortheilhafb sein wird, die 
Goordinaten des Schwerpunkts eines jeden starren Korpers in dem 
System als drei der Bestimmungsstücke dieses Körpers zu nehmexL 
Wir können alsdann die Gomponente der Effectivkräfte für irgend eine 
Richtung in einfacher Form ausdrücken. 

§ 74. Schliesslich wollen wir die Bewegungsgleichungen (B), welche 
die Momente um die Azen darstellen, durch eine passende Wahl der 
drei übrigen Bestimmungsstücke zu vereinfachen suchen. Zu diesem 
Zweck müssen wir das Moment der Bewegungsgrösse und das Moment 
der Effectivkräfte um irgend eine Gerade suchen. 

Ninmit man die gegebene Gerade zur a;-Axe, dann ist, wie in der 
Statik, yZ — jsY das Moment einer Kraft bez. der a;-Axe und, ersetzt 

man T und Z durch -^ und ^ , das Moment der Bewegungsgrösse 
bez. der x-Axe 

Dies ist ein Ausdruck zweiten Grades. Substituiren wir nun 
y = y -j- y', g=sg^0^ so erhalten wir nach § 14 

worin M die Masse des betrachteten Systems oder Korpers ist 

Das zweite Glied des Ausdrucks ist das Moment um die x-Axe der 
Bewegungsgrosse einer Masse M, die sich mit dem Schwerpunkt bew^. 



Allgemeine Principie^ (§ 78--76). 61 

Das erste Glied ist das Moment um eine durch den Schwerpunkt 
gehende^ der ^-Axe parallele Gerade nicht der wirklichen Bewegungs- 
grossen der Terschiedenen materiellen Punkte^ sondern ihrer Bewegungs- 
grossen in Betfug auf den Schwerpunkt. Liegt irgend ein specieUer 
Körper Yor, so hangt dieses Glied also nur von der relativen Bewegung 
des Körpers um seinen Schwerpunkt ab. Bei der Ermittlung seines 
Werthes können wir daher annehmen^ der Schwerpunkt sei dadurch in 
den Zustand der Ruhe gebracht, dass man jedem Punkt des Systems 
eine Geschwindigkeit ertheilt, die deijenigen des Schwerpunkts gleich 
und entgegengesetzt ist Daraus folgt: 

Dctö Moment der Bewegwngsgrösse eines Systems um eine Gerade wird 
dem Moment der Bewegwngsgrösse der ganzen Masse, weiche im Schwer- 
punkt vereinigt und sidh mit ihm bewegend gedacht wird, gleich, wenn 
man das Moment der Bewegungsgrösse des Systems in Besfug auf den 
Schwerpunkt um eine Gerade hinetrfügty welche paräUd sswr gegebenen Ge- 
raden durdi den Schwerpunkt geht. 

Ebenso gilt dieser Satz auch, wenn man statt Bewegungsgrosse 
des Systems „Effectivkraft^ setzt. 

Nimmt man eine Gerade durch den Schwerpunkt als Axe Oxj so 
wird das Moment der rdoitiven Bewegungsgrössen um sie demjenigen 
der {hatsädil/ichen gleich. 

Aus diesem Satz geht hervor, dass es von Vortheil sein wird, die 
Winkelbewegung eines Körpers auf ein System, von Coordinatenaxen 
zu beziehen, die durch den Schwerpunkt gehen. Ein allgemeiner Aus- 
druck fBr das Moment der effectiven Kräfte fOr irgend eine durch den 
Schwerpunkt gehende Gerade lasst sich passender Weise jetzt noch 
nicht entwickeln. Unter verschiedenen Umstanden sind verschiedene 
Ausdrücke von VortheiL Namentlich drei Fälle sind zu beachten: 
(1) wenn der Körper um eine sowohl im Körper als im Baum fest- 
liegende Axe rotirt; (2) wenn die Bewegung: in einem Baum von zwei 
Dimensionen stattfindet; (3) der Euler'sche Ausdruck, wenn der Körper 
um einen festen Punkt rotirt. Man findet diese FäUe bez. am Anfang 
des dritten und vierten Kapitels und im fünften behandelt. 

§ 76. Ein starrer Körper drehe sich um einen im Körper festliegenden Ponkt 
0, wie z. B. den Schwerpunkt; 0{, Of], 0^ sei ein neues in dem Körper fest- 
liegendes System rechtwinkliger Axen. Die gewöhnlichen Formeln fOr die Trans- 
formation von Axen geben dann 

y^li + mii + ni, ip = Xg + ^,j + ,rf, 
worin die Bichtungscosinusse (Z, m, n), (X, ft, v) Functionen der Zeit sind. Das 
Axenmoment der Bewegungsgrössen fOr die x-Axe ist daher 

Zm (y' ^ — / ^) - AZmV + BZmri^ + CEmiri + e\^., 

worin A^^l dl/dt — l dl/dt und B^ C etc. ähnliche Functionen der Bichtungs- 
cosinusse sind. Nun bleiben 2fn^\ Zmri\ etc. und auch die Coefficienten A^ B, 
etc. ftlr irgend ein System von materiellen Punkten, welches mit dem gegebenen 
Körper ron gleichem Tr&gheitsmoment ist, dieselben. Daraus folgt, dass das 
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Moment der EfPectivkräfte eines starren Körpers um irgend eine Gerade dasselbe 
ist, wie dasjenige irgend eines Systems gleichen Trägheitsmoments, welches sich 
mit dem Körper bewegt. 

Ebenso kann man zeigen, dass die Componenten der Effectivkräfbe dieselben 
bleiben. Bei der Berecfmung der Effectivkräfte eines starren Körpers kann man 
daher den Körper dttrch irgend ein geeignetes System gleichen Trägheitsmoments er- 
setzen, welches starr mit ihm verbunden ist. 

§ 76. Die Grösse Utn {x dy/dt — y dx/dt) drückt das Moment 

der Bewegungsgrösse um die i?-Axe aus. Es heisst die Wifikd- 

hewegrmgsgr'össe des Systems um die jei-Axe. Man kann derselben auch 

noch eine andere Deutung geben. Wendet man Polarcoordinaten an, 

. , dy dx 9 dB 

Nun ist -^r^dO das Flächenelement, welches in der Zeit dt von 

der Protection des nach dem materiellen Punkt gezogenen Radius- 
yectors auf die a;y-Ebene imi den Goordinatenanfemg beschrieben wird. 
Bezeichnet man den im Zeitelement dt von dem Radiusyector nach 
dem Massenpunkt selbst beschriebenen unendlich kleinen Sector mit 

dSf so heisst ^ die Sedorengeschwifidigkeit des Massenpunktes. Sind 

femer dS^y dSxy dSy die Projectionen von dS auf die a?y-, ye-y iß^oj-Ebene, 

so ist dSt = -^ r^dO und 

d. h. gleich der Summe der Producte der doppelten Sectorengeschwindig- 
keiten der Projectionsbewegung mit den Massen aller Punkte oder 
gleich der doppelten S€ctorenbeweffungsgrösse(dem doppelten Flächenmoment) 
um die j^-Axe. 

§ 77. Drei wichtige Sätze. Fasst man die Resultate von § 71 an 
zusammen^ so erhält man drei wichtige Sätze: 

Da jede im Bcmm festliegende Gerade zu einer der Goordinatenaxen 
genommen werden kann, so lassen sich die drei Gleichungen (B) § 71 
in die aUgemeine Form bringen: 

± /Lineare Bewegungsgrösse in\ _ /Componente der ge-\ 
dt \irgend einer festen Kichtimg/ \ gebenen Kräfte / * 

Aus demselben Grund kann man den drei Gleichungen (B) des- 
selben Paragraphen die allgemeine Form geben 

d_ /Winkelbewegungsgrösse\ /Moment der ge-\ 

dt\ um eine feste Gerade / \gebenen Kräfte/ 

Aus § 73 ergibt sich drittens für die lineare Bewegungsgrösse der 
allgemeine Ausdruck 

(die lineare Bewegungsgrösse\ /Masse X Componente der GeA 
in einer festen Richtung / \schwindigkeit des Schwerpunkts/ ' 
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Den entsprechenden allgemeinen Ausdruck für die Winkelbewegungs- 
grosse haben wir hier noch nicht nöthig. 

§ 78. Unabhängigkeit von Translation und Rotation. Wir können 
nun zwei wichtige Sätze aufstellen, welche zwar unmittelbar aus den 
eben erhaltenen Resultaten folgen, die wir aber des besseren Verständ- 
nisses halber aus den Anfangsprincipien ableiten wollen. 

(1) Die Bewegung des Schwerpufücts eines unter dem Einfluss irgend 
welcher Kräfte stehenden Systems bleibt dieselbe^ wenn man die ganze 
Masse in dem Schwerpunkt vereinigt und aüe Kräfte paraJM bu ihrer 
früheren Richtung an dieser^ Punkt verlegt, 

(2) Die Bewegung elftes unter dem Einfluss irgend welcher Kräfte 
stehenden Körpers um seinen Schwerpunkt bleibt dieselbe, wenn der Schwer- 
punkt festgelegt wird und dieselben Kräfte auf den Körper wirken. 

Da nach den Gleichungen (A) 

Zlm -^Tj = jSmX 

und da, wenn Xy y, i die Coordinaten des Schwerpimkts sind, xSm=Smx 
ist, so folgt 

^^Sm^ZmX 

und ebenso für die übrigen Gleichungen. 

Dies sind aber die Gleichungen, welche die Bewegung einer Masse 
2m unter der Einwirkung der Kräfte UmX^ etc. darstellen. Damit ist 
der erste Satz bewiesen. 

Aus einer der Gleichimgen (B) 

wird, wenn man x = x -{■- x'y y = y + y', iß( = 0+/ setzt, nach § 14 

Nun kann man die Goordinatenaxen durchaus willkürlich annehmen. 
Wir wollen sie so wählen, dass der Schwerpunkt in dem betrachteten 
Moment durch den Coordinatenanfang geht. Es wird dann ö; = , 
y = 0; di/dtf dyjdt müssen dagegen nicht nothwendiger Weise Null 
sein. Die Gleichung wird dann 

Diese Gleichung enthält die Coordinaten des Schwerpunkts nicht, 
gilt für jeden einzelnen Moment der Bewegung und ist daher immer richtig. 
Sie bildet aber mit den beiden andern aus (B) folgenden Gleichungen 
zusammen genau die Gleichungen der Momente, welche man erhalten 
würde, wenn man den Schwerpunkt als festliegenden Punkt betrachtete 
und ihn zum Coordinatenanfang für die Axen der Momente nähme. 
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§ 79. Diese beiden wichtigen Satze werden bez. die Principien der 
Erhaltung der Bewegungen der Translation und Rotation genannt Der 
erste wurde von Newton als vierter Zusatz zu seinem dritten Be- 
wegungsgesetz gegeben und später von D'Alembert und Montucla 
verallgemeinert. Der zweite ist neueren Ursprungs und scheint gleich- 
zeitig von Euler^ Bernoulli und Chevalier d'Arcy entdeckt worden 
zu sein. 

Noch ein andrer Name ist diesen' Sätzen gegeben worden. Sie 
bilden zusammen das Princip der Unabhängigkeit der Bewegungen der 
TramlaiUm und Botatian, Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt die- 
selbe^ wenn man die ganze Masse in ihm vereinigt und ist daher von 
der Rotation vollständig unabhängig. Die Bewegung um den Schwer- 
punkt ist dieselbe^ als wenn dieser Punkt fest läge und ist daher von 
der Bewegung dieses Punktes unabhängig. 

§ 80. Durch das erste Princip wird das Problem, die Bewegung 
des Schwerpunkts eines noch so complicirten Systems zu finden, darauf 
reducirt, die Bewegung eines einzehien Massenpunktes zu ermitteln- 
Durch das zweite reducirt sich das Problem, die Winkelbewegung eines 
freien Körpers im Raum zu finden, darauf, die Bewegung dieses Körpers 
um einen festen Punkt zu bestimmen. 

Beispiel zum ersten Prindp. Bei der Benutzung des ersten Prin- 
cips ist zu beachten, dass die gegebenen Kräfte am Schwerpunkt 
paraJld zu ihrer früheren Richtung angebracht werden müssen. Wekm 
sich z. B. ein starrer Korper unter der Wirkung einer Gentralkraft be- 
wegt, so ist die Bewegung des Schwerpunkts im Allgemeinen nicht 
dieselbe, wenn die ganze Masse im Schwerpunkt vereinigt wird, und 
die centrale Kraft alsdann auf ihn wirkt. Der Satz sagt vielmehr, man 
solle zuerst die Anziehung der Gentralkraft für jedes Element des» 
Körpers feststellen, die Bewegung des Schwerpunkts bleibe dieselbe, 
wenn man diese Kräfte parallel zu ihren ursprünglichen Richtungen an 
dem Schwerpunkt angreifen lässt. 

Wenn die gegebenen Kräfte stets parallel einer festen Geraden 
wirken oder wenn sie nach festen Gentren gerichtet sind und varüren, 
wie der Abstand von diesen Gentren, uladimTi bleibt die Grösse und 
Richtung ihrer Resultanten dieselbe, ob wir uns den Körper in seinen 
Schwerpunkt concentrirt denken oder nicht. In den meisten Fällen 
jedoch muss man zuerst die Resultante der gegebenen Kräfte suchen, 
wie sie in Wirklichkeit auf den Körper wirken, ehe er in seinem Schwer- 
punkt vereinigt wurde. 

§ 81. Beispiel zu dem zweiten Princip. Nehmen wir an, die 
Erde rotire um eine durch ihren Schwerpunkt gehende Axe und unter- 
liege den Anziehungen der Sonne und des Mondes. Das zweite Princip 
belehrt uns dann, dass, wenn die resultirende Anziehung dieser Körper 
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durch den Schwerpunkt der Erde geht, die Rotation um die Aze in 

keiner Weise beeinflusst wird. Welche Bahn auch der Schwerpunkt 

der Erde im Baum verfolgen mag, die Botationsaxe behält ihre feste 

Bichtung im Baum und die Winkelgeschwindigkeit bleibt constant. 

Daraus lassen sich unmittelbar zwei wichtige Schlüsse ziehen. Wie 

man weiss, beschreibt der Schwerpimkt der Erde eine Bahn um die 

Sonne, die sehr nahezu in einer Ebene liegt und hängt der Wechsel 

der Jahreszeiten im Wesentlichen von der Neigung der Erdaxe gegen 

diese Ebene ab. Die Permanenz der Jahreszeiten ist damit festgestellt. 

Eine zweite Folgerung ist die, dass die Länge des Stementages un- 

yeränderUch ist, weil die Winkelgeschwindigkeit constant bleibt. 

Genau genommen geht die Resultante der Anziehungskräfte der Sonne und des 
Monds auf die einzehien materiellen Punkte nicht durch den Schwerpunkt der Erde, 
weil die £rde keine yollkommene Kugel ist, deren Schichten gleicher Dichtigkeit con- 
centrische Kugeln wBxen. Da aber die ellipsoidischen Schichten nur wenig von der 
Kugel abweichen, so wird die Rotationsbewegung der Erde nur in geringem 
Grade af&cirt. Trotzdem wirkt die Sonne z. B. mit ungleichen Kr&ften auf die 
Theile des Erd&quators, welche ihr nSher liegen und auf die weiter entfernten. 
Die Anziehungskraft der Sonne hat daher das Bestreben, die Erde um eine in der 
Ebene des Aequators senkrecht zu dem Radiusrector der Sonne liegende Axe zu 
drehen. Die allgemeine Wirkung dieses Kräftepaars auf die Rotation der Erde 
ist sehr bemerkenswerth; wir werden später beweisen, dass (1) die Rotations- 
periode der Erde unverändert bleibt und (2) dass, wenn auch die Richtung der 
Erdaxe im Raum nicht länger festliegt, die Axe doch im Ganzen die gleiche 
Neigung gegen die Ebene der Erdbewegung um die Sonne beibehält. Somit bleibt 
die Permanenz der Jahreszeiten, so weit diese Ursachen in Betracht kommen, un- 
berührt. 

§ 82. Allgemeine Methode der Anwendiing des FAlemberfsehen 
Prineips. Das allgemeine in der Dynamik zu lösende Problem kann man 
so fietssen: 

Eine Anzahl starrer Körper übt sowohl aufeinander als auf feste 
Punkte^ Curven oder Flachen Druck aus und unterliegt der Einwirkung 
gegebener EriLfte; ihre Bewegung zu finden. 

Das D'Alembert'sche Princip wird zur Lösung dieser Aufgabe 
auf die folgende Art benutzt. 

X, y, seien die Goordinaten des Schwerpunkts irgend eines dieser 
Körper, auf drei rechtwinklige im Baum festliegende Azen bezogen. 
Drei andre Goordinaten dieses Körpers mögen so gewählt werden, dass 
die drei Momente der Bewegungsgrösse des Körpers um drei recht- 
winklige, der Bichtung nach festliegende und durch den Schwerpunkt 
gehende Azen sich auf passende Weise durch sie ausdrücken lassen. 
K} K} K seien diese drei Momente der Bewegungsgrösse und M die 
Masse. Die Effectiykräfte des Körpers sind dann gleichwerthig mit 

den drei Eflfectirkraften Mj^, ^^y ^jf^^ ^^^ *^öi Effectiv- 

paaren -—^ , -^ , -^ • Die drei EflFectivkrafte greifen an dem Schwer- 
punkt parallel den Azen n?, y bez. sf an und die drei Knlftepaare wirken 

Bottth, DTiiMnlk. L 5 
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um die drei Azeu, bez. welcher die Momente der Bewegungsgrosse ge- 
nommen wurden. Die Effectirkräfte aUer übrigen Körper des Systems 
mögen auf ähnliche Art ausgedrückt werden. 

Nimmt man nun diese sammtlichen Effectivkrafte und Paare im 
umgekehrten Sinn, so halten sie den gegebenen Kräften das Gleich- 
gewicht. Die Gleichgewichtsgleichungen findet man durch Zerlegung 
in solchen Richtungen und indem man die Momente um solche Geraden 
nimmt^ die am passendsten sind. Statt die Effectivkrafte umzudrehen, 
ist es gewöhnlich praktischer, die gegebenen und Effectivkrafte auf die 
verschiedenen Seiten der Gleichungen zu schreiben. 

Nimmt man jeden Körper für sich, so erhält man auf diese Weise 
mittelst der drei Componenten und drei Momente sechs Bewegungs- 
gleichungen für jeden Körper. 

Wenn zwei starre Körper gegeneinander oder gegen ein festes 
Hindemiss Druck ausüben, so erhält man eine oder mehrere unbekannte 
Beactionen. Im Allgemeinen gibt es aber auch ebensoviele Gleichungen, 
durch welche die Berührungsbedingungen ausgedrückt werden. Die 
Art, wie man diese Bedingungen niederschreibt, wird in den folgenden 
Kapiteln erklärt. 

Wir erhalten so ebensoviele Gleichungen, als Coordinaten und 
Beactionen vorhanden sind. Manchmal kann man durch geeignete 
Wahl der Richtimg der Componenten oder der Geraden, um welche 
die Momente genommen werden, ebenso wie in der Statik der Ein- 
führung einiger dieser Reactionen in die Gleichungen aus dem Wege 
gehen. Dadurch wird die Anzahl der zu bildenden Gleichungen redu- 
cirt. Man kann auch manchmal diese Reactionen dadurch vermeiden, 
dass man für zwei Körper die Componenten und Momente so nimmt, 
als ob sie für den Augenblick nur einen Körper bildeten. 

Diese Differentialgleichungen sind dann zu lösen. Die verschiedenen 
Verfahrungsarten werden später erklärt werden. Im Allgemeinen kann 
man ein Integral durch eine Methode finden, die das Princip der 
lebendigen Kraft heisst. Wir werden eine Regel angeben, nach welcher 
sich dieses Integral niederschreiben lässt, ohne vorher die Bewegungs- 
gleichungen aufgestellt zu haben. 

Wir haben uns hier darauf beschränkt, die Gleichungen durch Zer- 
legung in Componenten und Bildung der Momente zu suchen. Man 
kann jedoch auch anders verfahren. Lagrange hat z. B. eine Methode, 
die Bewegungsgleichungen zu bilden, angegeben, durch welche ausser 
anderen Yortheilen die Arbeit, die Reactionen zu eliminiren, ver- 
mieden wird. 

§ 83. Die Anwendung des FAlemberfschen Princips auf Momentan- 
kräfte. Wenn eine Kraft F auf einen Massenpunkt m immer in der- 
selben Richtung wirkt^ so ist die Bewegungsgleichung 
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worin v die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit t bedeutet. 
Wirkt nun die Kraft während des Zeitintervalles T und sind v^ v die 
Geschwindigkeiten am Anfang und Ende desselben^ so ist 



m 



(v'—v) = fFdt. 



Nimmt man nun an^ die Kraft F wachse unbegrenzt, während das 
Intervall T unbegrenzt abnimmt, so kann das Integral eine endliche 
Grenze haben. Diese Grenze sei P. Die Gleichung lautet dann 

Die Geschwindigkeit hat in dem Intervall T zu- oder abgenommen 
von V bis v\ Nimmt man an, die Geschwindigkeit sei endlich geblieben 
und ist V ihr grösster Werth innerhalb des Intervalls, so ist der durch- 
laufene Baum kleiner als VT. Weil aber beim Uebergang zur Grenze 
dieser Werth verschwindet, so hat sich der Massenpunkt, während die 
Kraft F auf ihn wirkte, nicht bewegt. Er haMe keine Zeit sich eu he- 
wegertf seine Geschwindigkeit aber hat sich geändert, sie ist von v zu v' 
abergegangen. 

Man kann annehmen, daa richtige Mass für eine Kraft sei ge- 
fnnden, wenn sich aus ihm alle Wirkungen der Exafb ableiten lassen. 
Handelt es sich um endliche Kräfte, so ist sowohl die Orts- als die 
Geschwindigkeitsänderung des Massenpunktes zu bestimmen. Man muss 
daher die ganze Wirkungszeit in Elementarzeiten theilen und die 
Wirkung der Kraft während einer jeden derselben bestimmen. Bei un- 
endlich grossen Kräften jedoch, die eine unbegrenzt kurze Zeit wirken, 
ist die Ortsveränderung Null und die Äenderung der Geschwindigkeit 
das einzige Element, das zu bestimmen bleibt. Es ist deshalb an- 
gezeigt, die ganze zur Wirkung gekommene Kraft in ein Mass zu ver- ^ , 
einigen. Eine solche Kraft heisst eine Momenta/nr oder Siosskraft Sie ^'»••^<*'^ 
kann definirt werden als die Grenze einer Kraft, die unendlich gross 
ist, aber nur während einer unendlich kurzen Zeit wirkt. In der Natur 
gibt es selbstverständlich solche Kräfte nicht; doch gibt es Kräfte, wie 
z. B. der Stoss eines Hammers, die sehr gross sind und nur sehr kurze 
Zeit wirken. Diese lassen sich als Stosskräflie behandeln und die Resultate 
werden mehr oder weniger genau ausfallen je nach der Grösse der 
Kraft und der Kürze der verflossenen Zeit. Man kann sie auch als 
endliche Kräfte behandeln und die kleine Verrückung des Körpers 
während der kurzen Zeit der Wirkung der Kraft aufißndeu. 

Die Grösse P kann man zum Mass der Kraft nehmen. Eine Stoss- 
hraft wird durch die game in Folge des Stosses erzeugte Bewegungsgrösse 
gemessen. 



^ 
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§ 84. Bei der Bestimmung der Wirkung einer MomenkmJcraft auf 
einen Körper kann man die Wirkung aUer endlichen zu derselben Zeit 
auf den, Körper wirkenden Kräfte vernachlässigen. 

Denn wirkt gleichzeitig mit einer Momentankraft eine endUche Kraft 
f auf einen Körper, so erhalt man wie oben 

T T 

fFdt ffdt 

V — V = 

In der Grenze Terschwindet aber fT. Ebenso kann die Kraft f aus 
der Gleichung für die Momente weggelassen werden. 






§ 85. Äufstdhmg der allgemeinen Bewegungsgleichungen für ein 
System y OMf welches eine beliebige Zahl von Momentanlcräften zugleich 
wirkt. 

u, V, w] Uy Vy w' seien die Geschwindigkeiten eines Punktes von 
der Masse m parallel zu den Axen genau vor und genau nach der 
Wirkung der Momentankräfte. X', "T ^ Z' seien die Componenten der 
Momentankraft am Punkt m parallel den Axen. 

Nach der bisherigen Bezeichnungsweise erhält man die Gleichung 

2:m^, = ZmX 



dt 

und durch Integration 



T 



I]m{u -'U) = I]mfxdt = 2:X' (1) 



imd ebenso: 

2:m(v' — v) = i:T (2), 

2:m{w' — w) = JSZ' (3). 

Integrirt man femer die Gleichung 

so erhält man 

wobei ^, y als Gonstante zu betrachten sind, weil die Dauer T des 
Stosses so kurz ist, dass der Körper keine Zeit hat, sich zu bewegen 
(§ 83), d. h. also, man kann die Aenderungen von x und y während 
dieses Intervalls vernachlässigen. Nimmt man die Grenzen, so wird 

2]m[x(v—v) — y(u' — u)] = I]{xr — yX') . . (4) 
und ebenso 

i:m[y(w' — w) — 0{v—v)] = 2:{yZ''-zT). . . (5), 
i:m[z (u —u) — x{w' — w)] = 2:(zX' - xZ) ... (6). 
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Im Folgenden benutzen wir die Buchstaben mit einem Strich zur 
Bezeichnung der Bewegungszustande nach der Wirkung der Stosskraft, 
während dieselben Buchstaben ohne Strich die entsprechenden Zustände 
vor dieser Wirkung bezeichnen sollen. Da die Aenderungen in der 
Richtung und Grösse der Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte 
der Körper die einzigen Gegenstande der Untersuchung sind^ so sollen 
die Bewegungsgleichungen durch diese Geschwindigkeiten ausgedrückt 
werden. 

§ 86. Bei der Anwendung des D'Alembert 'sehen Princips auf 
die Momentankräfte ist nur die Art, wie die Effectivkräfte gemessen 
werden, zu ändern. Sind (w, v, w), (w', v', w") die Componenten der 
Geschwindigkeit eines Punktes gerade yor und gerade nach dem Stoss 
und ist m die Masse des Punktes, so werden die Effectivkräfte durch 
fn(u' — u), m(v' — v), m{w' — w) gemessen. Die Grösse mf in § 67 
ist als das Mass der Stosskraft anzusehen, welche, wenn der Punkt von 
dem Rest des Körpers getrennt wäre, diese Aenderungen der Bewegungs- 
grösse hervorbringen würde. 

Wenden wir auf unsem Fall die Bezeichnung der §§ 73 und 74 
an, so ist die Componente der Effectivkraft in der Richtung der ;er-Axe 
die Differenz der Werthe von Um de/dt gerade vor und gerade nach 
dieser Wirkung der Stosskräfte und dies kommt der Differenz der 
Werthe von M dz/dt in denselben Augenblicken gleich. Ebenso ist das 
Moment der Effectivkräfte bez. der a-Axe die Differenz der Werthe von 



'2^'»(^^-y 



dx\ 
'dt) 



genau vor und genau nach der Wirkung der Stosskräfte. 

Man kann daher den allgemeinen Satz in § 82 auf die Stosskräfte 
folgendermassen ausdehnen: 

Sind (m, V, w)y (m', v\ vf) die Componenten der Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts eines starren Körpers von der Masse M gerade vor 
und gerade nach der Wirkung der Momentankräfte parallel zu irgend 
drei festliegenden rechtwinkligen Axen und (ä^, Äg, Äj), (Ä^', Ag', V) 
die Momente der Bewegungsgrösse bez. des Schwerpuinkts um drei recht- 
winklige Axen, deren Richtung festliegt und die sich im Schwerpunkt 
schneiden und werden die Momente bez. gerade vor und nach dem Stoss 
genommen, so sind die Effectivkräfte des Körpers gleichwerthig mit 
den drei am Schwerpunkt parallel zu den rechtwinkligen Axen 
wirkenden Effectivkraften M{u — m), M{v — v\ M{w — w) zusammen 
mit den drei Effectivkräftepaaren (Ä/ — A^), (Äj' — A^), (V — Äg) um 
diese Axen. 

Diese Effectivkräfte und Kräftepaare befinden sich, wenn man ihre 
Richtung im entgegengesetzten Sinn nimmt, im Gleichgewicht mit den 
gegebenen Straften. Die Gleichgewichtsgleichungen lassen sich dann 
nach den Sätzen der Statik aufstellen. 
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§ 87. Beispiele. Beisp. 1. Zwei materielle in derselben Ebene sich bewegende 
Pankte werden in parallelen aber entgegengesetzten Richtungen fortgeschleudert 
mit Geschwindigkeiten, die ihrer Masse umgekehrt proportional sind. Man be- 
stimme die Bewegung ihres Schwerpunkts. 

Beisp. 2. Eine Person steht auf einem vollkommen glatten Tisch; man zeige, 
wie sie herunter kommen kann. 

Beisp. 3. Man erklfixe, wie eine auf einem Stuhl sitzende Person den Stuhl 
durch das Zimmer mittelst einer Reihe von Stössen zu bewegen vermag, ohne den 
Boden mit den Füssen zu berühren. 

Beisp. 4. Es steht Jemand auf dem einen Ende eines vollständig rauhen 
Bretts, welches auf einem glatten Tisch liegt. Man bestimme, wenn er nach dem 
anderen Ende des Brettes geht, wie weit sich das Brett bewegen wird. Weim er 
von dem Brett heruntertritt, wie lässt sich dann die noch folgende Bewegung des 
Brettes bestimmen? 

Beisp. 5. Der Schwerpunkt einer aus einer Kanone geschossenen Bombe im 
leeren Raum bewegt sich längs einer Parabel und seine Bewegung wird durch das 
Platzen der Bombe nicht geändert. 

Beisp. 6. Ein Stab drehe sich in einer horizontalen Ebene gleichmässig um 
einen seiner Endpunkte. Wenn er nun plötzlich entzwei bricht, wie bewegt sich 
jeder Theil? 

Beisp. 7. Ein Würfel gleitet eine vollkommen glatte geneigte Ebene hinab, 
wobei vier seiner Kanten horizontal bleiben. Der Mittelpunkt der tiefsten Kante 
trifft auf ein kleines festes Hindemiss und ist gezwungen, stehen zu bleiben. Man 
bestinmie, ob auch der Würfel stehen bleiben muss und zeige, dass die längs der 
Kante resultirende Stosskraft nicht längs der geneigten Ebene wirkt. 

Beisp. 8. Zwei Personen A und B befinden sich auf einer vollkommen glatten 
horizontalen Ebene in dem Abstand a von einander. A wirft einen Ball nach B, 
welcher B nach einer Zeit t erreicht. Man zeige, dass A auf der Ebene mit der 

Geschwindigkeit -=^ zu gleiten anföngt, wenn M seine eigene Masse und m die 

des Balles ist. Ist die Ebene vollkommen rauh, welcher Art sind in allgemeinen 
Ausdrücken die Druckkräfte zwischen A's Füssen und der Ebene, die ihn am 
Gleiten verhindert? Haben diese Druckkräfte eine einzelne Resultante? 

Beisp. 9. Eine Kanone steht auf einer unvollkommenen rauhen horizontalen 
Ebene und wird mit einer solchen Ladung abgefeuert, 'dass die relative Ge- 
schwindigkeit der Kugel und Kanone in dem Augenblick, in dem die Kugel das 
Rohr verlässt, V ist. M sei die Masse der Kanone, m die der Kugel und ii der 

Reibungscoefficient; man zeige, dass die Kanone die Strecke (irp-; — ) auf 

\Ja. -j- Hl/ 2 ng 

der Ebene zurückläuft. 

Beisp. 10. Aus der Masse eines Würfels ist eine kugelförmige Aushöhlung 
vom Radius a derart herausgeschnitten, dass der Schwerpunkt der übrig bleibenden 
Masse in der durch den Mittelpunkt der Aushöhlung gehenden Yerticalen liegt. 
Der cubische Körper ruht auf einer vollständig glatten horizontalen Ebene und 
das Innere der Aushöhlung ist vollständig rauh. Eine Kugel von der Masse m 
und dem Radius h rollt an der Seite der Aushöhlung hinab und beginnt ihre Be- 
wegung vom Zustand der Ruhe aus, in welchem sich ihr Mittelpunkt auf einer 
Höhe mit dem Centrum der Aushöhlung befindet. Man zeige, dass der cubische 

Körper, wenn die Kugel zum nächsten Mal zur Ruhe kommt, einen Weg -J^ — - 
zurückgelegt hat, worin M die Masse des übrig bleibenden Theils des Würfels ist. 
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Würde das Resultat dasselbe sein, wenn die Aushöhlung glatt oder unvollkommen 
rauh wäre? 

Beisp. 11. Zwei Eisenbahnlocomotiven, welche denselben Zug ziehen, sind 
durch eine lose Eette verbunden und gerathen mehrere Mal hintereinander in 
Collision mit einander. Die vordere Maschine ist oben etwas schwerer als unten 
und die Puffer sind bei beiden etwas tief angebracht. Man beobachtet, dass die 
YorderriUler der ersten Maschine auf und nieder springen. Welche dynamische Er- 
klärung lasst sich für diese schwankende Bewegung geben? In welcher Höhe 
müssen die Puffer angebracht werden, damit sie vermieden wird? Cawbr. Trcms.^ 
Vol. Vn, 8, 1842; J. Power^ Bisastrous effects of collision on raihoays. 

Beisp. 12. Sir G. Lyell erwähnt in seinem Bericht über das Erdbeben in 
Calabrien vom Jahr 1788 zwei Obelisken, von denen jeder aus drei grossen lose 
aufeinander gelegten Steinen bestand. Nach dem Erdbeben fand man das Posta- 
ment eines jeden Obelisken auf seinem früheren Platz, die verschiedenen oberen 
Steine hatten sich aber zum Theil herumgedreht und waren um mehrere Zoll aus 
ihrer Lage verrückt, ohne herabzufallen. Es wurde daraus geschlossen, dass der 
Stoss, welcher den Bau erschütterte, eine horizontale und sich drehende Richtung 
gehabt habe. Man zeige, dass ein einfacher geradliniger Stoss eine solche Ver- 
schiebung hervorbringt, wenn die Resultante des Stosses auf jeden Stein nicht 
durch seinen Schwerpunkt geht. 

Siehe Mall et 's Dynamics of earthquakes. — Mi Ine in seinen Earthquakes 
1886, Seite 196 bespricht die letztere Erklärung und verweist auf einige ähnliche 
Fälle, die bei dem Erdbeben in Jokohama 1880 vorkamen. 
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Kapitel m. 

Bewegimg nm eine feste Axe. 

§ 88. Die Fnndamentalaiill^abe. Wem, sich ein starrer Körper frei 
um eine im Körper wnd im Baum fesüiegende Axe drehen hann, das 
Moment der EffecHvhräfte um die BotaMonsaxe m finden. 

Die eine Bezugsebene sei irgend eine im Raum festliegende die Axe 
enthaltende Ebene und 6 sei der Winkel, den eine andre im Körper 
festliegende die Axe enthaltende Ebene mit ihr bildet, m sei die Masse 
eines Körperelements; r sein Abstand von der Axe und 9 der Winkel, 
den die das Element m und die Axe enthaltende Ebene mit der Be- 
zugsebene bUdet. 

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes m ist r dtp/dt in einer 
Richtung, die senkrecht auf der durch die Axe und den Punkt gelegten 
Ebene steht. Das Moment der Bewegungsgrosse dieses Punktes um 
die Axe ist offenbar mr^ dq>/dt und daher das Moment der Bewegungs- 
grossen aller Punkte Symr^ -^y Da die Punkte des Korpers starr 

mit einander verbunden sind, so ist offenbar dg>/dt fQr jeden Punkt 
dasselbe und gleich dd/dt Das Moment der Bewegungsgrössen aller 
Massenpmkte des Körpers ist miOnn Smr^ dO/dt^ d. h. das Trägheits- 
moment des Körpers für die Axe muUipUcirt mit der Winkelgeschwindigkeit, 
Die Beschleunigungen des Punktes m sind rd^tp/dfi und — r(dq>/dty 
senkrecht zu r bez. in derselben Richtung, in welcher r gemessen wird; 
das Moment der bewegenden Kräfte von m um die Axe ist mr^cPip/dfi] 
das Moment der bewegenden Kräfte aller Punkte des Körpers bez. der 
Axe daher U{mr^ cPg>/dt^. Dieser Ausdruck ist aber aus demselben 
Grund wie vorher gleich Zmr^ cP0/dt*, d. h. gleich dem Trägheits- 
moment des Körpers bejs. der Axe mulüplicirt mit der Winkdbeschieumgung' 

§ 89. Die Bewegung eines Körpers um eine feste Axe unter der 
Einwirkung beliebiger Kräfte gu bestimmen. 

Nach D'Alembert's Princip sind die Effectivkrafte im entgegen- 
gesetzten Sinn genommen mit den gegebenen KnLften im Gleichgewicht. 
Um die unbekannten Reactionen der Axe zu vermeiden, wollen wir die 
Momente um die Axe selbst nehmen. 
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Erstens: Die Kräfte seien Momentanhräfte. Sind cj, m die Winkel- 
geschwindigkeiten des Körpers grade vor und grade nach der Wirkung 
der Kräfte, so ist nach der Bezeichnung des vorigen Paragraphen 

worin L das Moment der gegebenen Kräfte um die Axe bedeutet. 
Daraus folgt die Gleichung 

, Moment der Kräfte um die Axe 

Trägheitsmoment bez. der Axe ' 

welche die durch die Wirkung der Kräfte erzeugte Aenderung in der 
Winkelgeschwindigkeit bestimmt. 

Zweitens: Die Kräfte seien endlich. Nimmt man die Momente um 
die Axe, so erhält man 

^.Emr^ = L', 

, d^O Moment der Kräfte um die Axe 

dt^ Trägheitsmoment bez. der Axe 

Aus dieser Gleichung erhält man durch Integration die Werthe 
Ton und dO/dt fQr irgend eine Zeit. Bei der Lösung sind die 
beiden auftretenden Gonstanten durch die gegebenen Anfangswerthe 
von 6 und dB/dt zu bestimmen. Auf diese Art kann die ganze Be- 
wegung gefunden werden. 

§ 90. Daraus geht nun hervor, dass die Bewegung eines starren 
Körpers um eine feste Axe 1) von dem Moment der Kräfte um diese 
Axe und 2) von dem Trägheitsmoment des Körpers bez. der Axe ab- 
hängt. Ist Mh^ das Trägheitsmoment, h also der Trägheitsradius des 
Körpers, und wird die ganze Masse des Korpers in einen Punkt yer- 
einigt und mit der festen Axe durch einen Stab ohne Trägheit ver- 
bunden, dessen Länge der Trägheitsradius Tc ist, und wirken auf dieses 
System Kräfte von demselben Moment wie vorher und wird das System 
mit denselben Anfangswerthen von 6 und dO/dt in Bewegung ge- 
setzt, alsdann ist die ganze folgende Winkel- oder Kreisbewegung des 
Stabes dieselbe wie die des Körpers. Mm kann hure sagen: Ein 
Körper, der sich um eine feste Axe dreht, ist dynamisch gegeben, wenn 
seine Masse und sein Trägheitsradius behannt sind. 

§ 91. Beisp. Ein voUkamtnen rauhes hreisförmiges horizontcUes Brett kann sich 
frei um eine dt^ch seinen Mittelpunkt gehende vertictüe Axe bewegen. Ein Mann 
von gleichem Gewicht mit dem Brett tritt auf dasselbe und geht seinem Band ent- 
lang. Wehhe Lage nimmt er im Baum ein, wenn er einen Bundgang vollendet hat? 

a sei der Radios des Bretts, Mk* sein Trägheitsmoment bez. der verticalen 
Axe. Wenn nun a die Winkelgeschwindigkeit des Bretts, m' die des Mannes nm 
die verticale Axe fQr eine gegebene Zeit sind und wenn F die zwischen den Füssen 
des Mannes nnd dem Brett wirkende Kraft bezeichnet, so ist die Bewegungs- 
gleichnng ffir das Brett nach § 88 
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und die Bewegungsgleichung für den Mann nach § 78 

^«^--F (2)- 

Eliminirt man F und integrirt, so erhSlt man 

weil die Constante Null ist, da der Mann und das Brett Tom Zustand der Buhe 
ausgehen. Sind 6 und B' die von dem Brett und dem Mann um die verticale 
Axe beschriebenen Winkel, so ist m s« dB/dt, »' = dB' /dt und ife*Ö + o'Ö'=«0. 

Wird daher Ö'— d=»2jr und jfc««-!«*» so «* 0' = -«. Dies ist der Winkel, 

den der Mann im Baum beschreibt. Geht der Mann mit der mittleren relativen 
Geschwindigkeit V an dem Rand des Brettes entlang, so ist co — cn »■ V/a und 
also a>=s — ^V/Sa, wodurch die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Brettes ge- 
geben ist. 

§ 92. Das Pendel. Ein Körper^ a/uf welchen die Schwerkraft wirkte 
bewegt sich nur wn eine feste horizontale Axe; die Bewegung ssu he- 
stimmen. 

Legt man die durch die Axe gehende Verticalebene zu Grunde 
und nimmt als feste Ebene im Körper die Ebene^ welche die Axe und 
den Schwerpunkt enthalt^ so ist die Bewegungsgleichung 

d?d Moment der BjÄfte Mgh sin ö r^v 

W Trägheitemoment M (]<?+}?) ' ' • W, 

worin h den Abstand des Schwerpunkts von der Axe und Mk? das 
Trägheitsmoment des Körpers fOr die durch seinen Schwerpunkt gehende 
und der festen Axe parallele Gerade bedeutet. Man erhält 

1^ + 1^*^^'-^ (2)- 

Diese Gleichung lasst sich nicht so integriren^ dass das Resultat 
aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht; sind dagegen die 
Schwingungen klein^ so kann man die dritten und höheren Potenzen 
von yernachlässigen und erhält die Gleichung 

dt^ 1" ÄJ" + Ä« ^ "" ^ • 

Die Zeitdauer einer vollständigen Schwingung ist daher 2xy "^ • 

Wird h und k in Metern ausgedrückt und g >= 9,81 gesetzt^ so liefert 
diese Formel die Zeit in Secunden. 

Die Bewegungsgleichung für einen Punkt von beliebiger Masse, 
den man an einem Faden von der Länge l befestigt hat, ist 

^ + l8inö = (3), 

die man aus Gleichung (2) dadurch ableiten kann, dass man k = Of 
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A «s 2 setzt. Die Winkelbewegungen des Fadens und des Körpers sind 
daher bei denselben Anfangsbedingungen identisch^ wenn 

!-q^' (4) 

gesetzt wird. 

Diese Länge heisst die Länge des gleichwerthigen einfachen Pendels, 
Der Seliwingangsmittelpnnkt^). Fällt man vom Schwerpunkt G des 
Körpers ein Loth auf die Rotationsaxe (Aufhängungsaxe), so heisst der 
Punkt C> in welchem das Loth diese Axe trifft, der Äufhängungsmittd- 
punkt. Verlängert man CG über G nach 0, so dass CO ^^l wird, so 
heisst der SchwingwngsrniUelpunkt Wenn man die gansse Masse des 
Körpers (oder auch eine hdidnge Masse) im SchwingungsmiUelpufM ver- 
einigt und sie mittelst eines Fadens mit dem AufhängungsmittelpuM ver- 
bindet, so hat sie gleiche WinJcelbewegung und OsciUationsdauer wie der 
Körper, wenn die Änfangsjsustände diesdben sind. 

Der Gleichung (4) lässt sich eine andre Gestalt geben. Da C6r =» & 
und OG = 1 — A ist, so ergiebt sich 

GC'GO = dem Quadrat des Trägheitsradius fßr 6?, 
CG*CO^=^ „ „ „ ;, „ C, 

OG'OC= „ „ „ „ n 0. 

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man zum Aufhängungscentrum 
macht und die Auf hängungsaxe der Geraden, auf welche sich h bezieht, 
parallel laufen lässt, dass C der Schwingungsmittelpunkt wird. Das 
SchwingungS' und Äufhängungscentrum sind mithin vertauschbar und die 
durch diese Punkte hesHmmten Schunngungsgeiten dieselben. 

Ist die OsciUationsdauer gegeben, so ist l gegeben und die Gleichung 
(4) liefert zwei Werthe für h. Sind diese h^, h^ und man beschreibt 

1) Die Lage des SchwiBgüiigsmittelpunkts eines EOrpers wnrde zuerst von 
Hujglieiis in seinem im Jahr 1673 in Paris erschienenen der Theorie der Pendel- 
uhren gewidmeten "Werke Horologium Oscülatorium genau bestimmt. Die wich- 
tigsten im Text gegebenen Sätze wurden yon ihm entdeckt. Da D'Alembert's 
Pnncip damals nicht bekannt war, so musste Huyghens selbst einige Principien 
auffinden. Er ging von der Hypothese aus, dass der Schwerpunkt verschiedener 
Gewichte, welche durch die Schwerkraft in Bewegung gesetzt werden und durch- 
aus beliebig aufeinander einwirken, nicht höher als bis zu dem Punkt steigen 
kann, von welchem er herabgefallen ist (§ 68). Huyghens meint, er nehme damit 
nur an, dass ein schwerer Körper sich nicht yon selbst in die Höhe bewegen 
könne. Der nächste Schritt in der Beweisführung geschah durch den Satz, dass 
die Geschwindigkeiten der materiellen Punkte, wenn diese Punkte Ton einander 
getrennt und richtig geleitet werden, in jedem Augenblick derart sind, dass der 
Schwerpunkt in eine zweite Lage aufsteigt, welche ebenso hoch ist als die erste. 
Denn, Iftsst man die Punkte die letzte Lage verlassen, dieselbe Bahn rückwärts 
zurücklegen, und vereinigt sie dann wieder zu einem Pendel, so steigt der Schwer- 
punkt wieder zu seiner ersten Lage in die Höhe; wäre diese aber höher als die zweite, 
so würde man mit der Hypothese in Widerspruch gerathen. Dieses Princip liefert 
dieselbe Gleichung wie das moderne Princip der lebendigen Kraft. Der Best 
seiner Ausführungen ist von keinem grossen Interesse. 
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zwei Cylinder mit der Geraden, auf welche der Tragheitsradios h sich 
bezieht, als Axe and &„ A, als Radien, so sind die Schwingimgszeiten 
des Korpers um aUe Erzeugungslinien dieser Cylinder dieselben und 

annähernd gleich 2ä1/— • 

Man beschreibe um dieselbe Axe einen dritten Cylinder^ dessen 

Radius k ist. Weil nun Z == 2Ä; + ^ "7 ist, so bleibt l immer grösser 

als 2 h und nimmt fortdauernd ab, solange h abnimmt und sich dem Werth 
Je nähert. Die Länge des gleichwerthigen einfachen Pendels wird auf diese 
Art beständig kleiner, wenn sich die Aufhängungsaxe von aussen her 
dem Mantel dieses dritten Cylinders nähert. Wird die Aufhängungs- 
axe eine Erzeugungslinie des Cylinders, so ist die Länge des gleich- 
werthigen Pendels 2 k. Fällt die Aufhängungsaxe in das Innere des 
Cylinders und nähert sich dem Schwerpunkt, so nimmt die Länge des 
gleichwerthigen Pendels beständig zu, bis sie unendlich gross wird, 
wenn die Axe durch den Schwerpunkt selbst geht. 

Die Schwingungsdauer ist daher am kürzesten, wenn die Axe eine 
Erzeugungslinie des Ejreiscylinders vom Badius k ist. Die Zeit bez. 
der so gefundenen Axe ist jedoch kein absolutes Minimum; sie ist ein 
Minimum nur für die einer gegebenen Geraden im Körper parallelen 
Ax^ Um die Axe zu finden, für welche die Zeit ein absolutes Mi- 
nimum wird, muss man die Axe suchen, für die k ein Minimum ist. 
Li § 23 ist nun bewiesen worden, dass die durch G gehende Axe, für 
welche das Trägheitsmoment den kleinsten oder grossten Werth hat, 
eine der Hauptaxen ist. Die Axe daher, fär welche die Oscillations- 
dauer ein Minimum beträgt, läuft der durch G gehenden Hauptaxe 
parallel, für die das Tiugheitsmoment am kleinsten ist. Wenn ferner 
Mk^ das Trägheitsmoment bez. dieser Axe bezeichnet, so befindet sich 
die Aufhängungsaxe in einem Abstand k von ihr, den man nach jeder 
beliebigen Richtung abmessen kann. 

§ 93. ßeisp. 1. Man Buche die Zeit einer kleinen Schwingung eines Würfels 
(1) wenn eine seiner Kanten, (2) wenn eine Diagonale einer Seitenfläche festliegt 
und die Axe in beiden Fällen horizontal ist. Man zeige, dass die Länge des ein- 
fachen gleichwerthigen Pendels im ersten Fall y |/2 a, im zweiten y a ist , worin 
2 a die Länge der Kante des Würfels bedeutet. 

Beisp. 2. Eine elliptische Lamelle ist der Art, dass der eine Parameter durch 
den Schwingungsmittelpunkt geht, wenn die Ellipse um den anderen Parameter 

als horizontale Axe schwingt; man beweise, dass die Excentricität y ist. 

Beisp. 8. Ein Kreisbogen schwingt um eine durch seinen Mittelpunkt gehende 
auf seiner Ebene senkrechte Axe. Man beweise, dass die Länge des einfachen, 
gleichwerthigen Pendels Yon der Länge des Bogens unabhängig und dem doppelten 
Radius gleich ist. 

Beisp. 4. Die Dichtigkeit eines Stabes Tariirt, wie der Abstand von dem 
einen Ende; man zeige, dass die auf ihm senkrechte Axe, für welche die Oscil- 
lationsdauer ein Minimum ist, den Stab in einem der beiden Punkte trifft, deren 
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1 / — 
Abstand vom Schwerpunkt -g- y 2 a ist, wenn man unter a die Länge des Stabes 

versteht. 

Beisp. 6. Man ermittle, welche Axe in der Fläche einer Ellipse festgelegt 
werden muss, damit die Pauer einer kleinen Schwingung ein MiniTyinTn sei. Man 
zeige, dass die Axe der grossen Axe parallel sein und die kleine Halbaxe 
halbiren muss. 

Beisp. 6. Ein gleichförmiger Stock ist frei an dem einen Ende angehängt, 
während das andere sich dicht über dem Boden befindet. Dem Stock wird dann 
eine Winkelgeschwindigkeit in einer yerticalen Ebene mitgetheilt und das Ende, 
an welchem er aufgehängt war, losgelassen, wenn er um einen Winkel von 90^ 
gestiegen ist. Welche Anfangsgeschwindigkeit muss man ihm geben, wenn er beim 
Aufschlagen auf den Boden aufrecht stecken bleiben soll? Man zeige, dass die er- 

forderUche Winkelgeschwindigkeit m durch cd' » ^ (d -^ — ^r~) S^E^^^^ ^^t, wo- 
rin 2p irgend ein ungrades Vielfache von n und 2 a die Länge des Stabes ist. 

Beisp. 7. Zwei Körper können sich frei und unabhängig unter der Wirkung 
der Schwere um dieselbe horizontale Axe drehen; ihre Massen sind m, m'; die 
Abstände ihrer Schwerpimkte von der Axe h, K und die Längen ihrer einfachen 
gleichwerthigen Pendel L^ L\ Man beweise, dass die Länge des gleichwerthigen 
Pendels, wenn sie in den Gleichgewichtslagen aneinander befestigt werden, 
mhL + m'KL' 
mh + m'K ^^' 

Die Länge dieses resultirenden gleichwerthigen Pendels liegt zwischen L und 
L\ falls h und K dasselbe Vorzeichen haben. 

Wenn ein schwerer Punkt m' an ein schwingendes Pendel befestigt wird, so 
folgt daraus, dass die Schwingungsperiode vergrössert oder vermindert wird, je 
nachdem der Befestigungspunkt von der Aufhängungsaxe weiter oder nicht so 
weit entfernt ist als das Schwingungscentrum. 

Beisp. 8. Um eine Uhr, wie die grosse Westminsteruhr zu reguliren, ohne 
das Pendel anzuhalten, pflegt man auf eine an dem Pendel befestigte Schale ein 
kleines Gewicht hinzu zu legen oder wegzunehmen. Man zeige, dass die Schale in 
einem Abstand vom Aufhängungspunkt, welcher der halben Länge des einfachen 
gleichwerthigen Pendels gleichkommt, angebracht werden muss, wenn die gegebene 
Aenderung im Gang der Uhr durch die Zufrigung eines möglichst kleinen Ge- 
wichts erreicht werden soll. Man zeige auch, dass ein kleiner Lrthum in der 
Lage der Schale auf die Schwere des erforderlichen Gewichts keinen Einfluss hat. 

Beisp. 9. Ein kreisrunder Tisch vom Centrum wird von drei Beinen AÄ\ 
BB'^ CC getragen, die auf einem vollkommen rauhen horizontalen Boden ruhen 
und ein schwerer Punkt P wird auf den Tisch gelegt. Plötzlich gibt ein Bein CC 
nach; man zeige, dass der Tisch und der Punkt sich sofort trennen, wenn pc grösser 
als k* ist, unter p und c die Abstände der Punkte P bez. von der Linie AB ver- 
standen, welche die oberen Enden der Beine verbindet, und unter k den Trag- 
heitsradiuB des Tisches mit den noch übrigen Beinen für die Linie A'B\ welche 
die Fusspunkte der Beine verbindet. 

Die Trennung erfolgt, wenn die Anfangsnormalbeschleunigung des Tisches 
bei P grösser als die des Punktes ist. 

Beisp. 10. Ein nicht schwerer Faden wird um eine feste Ellipse gelegt, deren 
Ebene vertical ist, und die beiden Enden aneinander befestigt. Der Faden ist 
länger als der umfang der Ellipse. Ein schwerer Punkt kaxm auf dem Faden 
frei gleiten und macht unter der Wirkung der Schwere kleine Schwingungen. 
Man beweise, dass das einfache gleichwerthige Pendel der Krümmungsradius der 
durch die Gleichgewichtslage des Punktes gehenden confocalen Ellipse ist. 
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§ 94. Die Einwirkung des Temperatorwechsels. Soll ein Pendel 
eine Uhr reguliren^ so muss die Schwingungsdauer unveränderlich sein. 
Da alle Substanzen sich bei jedem Wechsel der Temperatur ausdehnen 
oder zusammenziehen, so ändert sich offenbar der Abstand des Schwer- 
punkts des Pendels von der Axe und das Trägheitsmoment ftir sie be- 
ständig. Die Länge des einfachen gleichwerthigen Pendels Mngt jedoch 
nicht von jedem dieser Elemente für sich genommen ab, sondern von 
ihrem Yerhaltniss zu einander. Können wir daher ein Pendel derart 
construiren, dass die Ausdehnung oder Zusammenziehung seiner ver- 
schiedenen Theile dieses Yerhaltniss nicht ändert, so hat ein Temperatur- 
Wechsel keinen Einfluss mehr auf die Schwingungsdauer. Eine Schil- 
derung der verschiedenen Methoden, die zur Lösung dieser Aufgabe 
vorgeschlagen wurden, findet der Leser in jedem Buch über Uhren ^). 
Wir wollen hier der Erläuterung wegen nur eine einfache Construction 
angeben, welche viel gebraucht worden ist. Sie wurde von Georg Gra- 
ham um das Jahr 1715 erfunden und von ihm in Band 34 der Phü, 

Tram. 1726 (gedruckt 1728) beschrieben. 

Eine schwere Flüssigkeit, wie z. B. Quecksilber, wird in einen grisseisemen 
Cylinder gegossen. Eisen wird benutzt, theils weil es keine chemischen Ver- 
bindungen mit dem Quecksilber eingeht, theils weil sein Ausdehnungscoefficient 
nicht gross ist. Eine eiserne Stange wird in das obere Ende des Cylinders ge- 
schraubt und auf die gewöhnliche Art an einem festen Punkt aufgeh&ngt. Die 
abw&rts gerichtete Ausdehnung des Eisens bei einer Temperaturerhöhung sucht 
das Schwingungscentrum tiefer zu legen, während die aufw&rts gerichtete Aus- 
dehnung des Quecksilbers es zu erhöhen sucht. Es ist nun zu finden, unter welcher 
Bedingung die Lage des Schwingungscentrums im Ganzen unverändert bleibt. 

Mk* sei das Trägheitsmoment des eisernen Cylinders und Stabs für die Auf- 
hängungsaxe, c der Abstand ihres gemeinschaftlichen Schwerpunkts von dieser 
Axe, l die Länge des Pendels vom Aufhängungspunkt bis zum Boden des Cylinders, 
a der innere Radius des Cylinders; nüf die Masse des Quecksilbers, h die Höhe, 
welche es im Cylinder einnimmt. 

Das Trägheitsmoment des Quecksilbercylinders für eine durch seinen Schwer- 
punkt senkrecht zu seiner Axe gehende Gerade ist nach §17, Beisp.S, nilf(-r| -^ -j-j • 
Das Trägheitsmoment des ganzen Körpers bez. der Auf hängungsaxe ist daher 

und das Moment der ganzen in ihrem Schwerpimkt vereinigten Masse 

1) Beides on Clocks; Denison's treatise on Clocks and Clockmaking m 
Weal's Series, 1867; Captain Kater 's treatise on Mechanics in Lardner*s Cyclo- 
paedia, 18d0. Von deutschen Büchern sind zu empfehlen: Gel eich, Handbuch der 
Uhrmacherkunst, Wien, 1892; M eidner, Handbuch der Uhrmacherkunst, Wies- 
baden, 1871; Allg. Joum. für Uhrmacherkunst; J. A. C. Oudemans, Ueber die 
Compensation eines Secimdenpendels f£Lr Temperatur und Luftdruck vermittelst 
eines Quecksilbercylinders und eines Krüger'schen Manometers, Astr. Nachr. 100, 
1881; Melde, Theorie und Praxis der astronomischen Zeitbestimmung, Tübingen 
1876; A. Krüger, Barometercompensation an Pendeln, Astr. Nachr. 62, S. 279; 
W. A. Nippoldt, Ein neues für Temperatur- und Lufbdrucksch wankungen com- 
pensirtes Pendel, Zeitschr. f. L:istrumentenkunde, 1889, S. 197. 



Das Pendel (§ 94). 79 



('-!)+ 



Die Länge L des einfachen gleichwerihigen Pendels ist das VerhältniBs dieser 
beiden Ausdrücke und reducirt 

L= ^° , ., *^ (1) 

Die lineare Ausdehnung der Substanz, aus welcher der Stab und der Cylinder 
bestehen, sei a und die des Quecksilbers ß für jeden Grad des Thermometers. 
Wird das Fahrenheit'sche Thermometer benutzt, so ist nach Versuchen von 
Dulong und Petit a» 0,0000066668, ^ = 0,00008836. Es sind daher a und ß 
so klein, dass man ihre Quadrate yemachlässigen kann. Bei der Berechnung der 
Höhe des Quecksilbers muss man berücksichtigen, dass der Cylinder sich auch 
nach der Seite ausdehnt, die bezügliche verticale Ausdehnung des Quecksilbers, 
also Hß — 2 a ist, die wir mit y bezeichnen wollen. 

Wird nun die Temperatur eines jeden Theils um t^ erhöht, so yergrössem 
sich a, Ifk^cim Verhältnis von l-\-at:l,h dagegen im Verh&ltniss von 1 -|- y t : 1. 
Da L unverändert bleiben soll, so ist 

L ist aber eine homogene Function erster Dimension, also 

dL .dL..dL,.dL ,dL. - 
da * dl * dk * de dh 

Durch Substitution erhält man daher die Bedingung 

« ^h dL 
« — y L dh 

Bedeuten nun A, B den. Zähler und Nenner des Ausdrucks für L in Gleichung 
(1), so erhält man durch Differentiation, nachdem man rechts und links den natür- 
lichen Logarithmus genommen hat, 



L 



dL ^(t^~^) , T^_n( T^-^ i\ 
'dK'^ A *"B""S\ L "^ «/ 



Die gesuchte Bedingung ist mithin 

8 



2"*"n 



C^-i) 
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Diese Rechnung hat mehr theoretischen als praktischen Werth, weil die 
Zahlenwerthe Ton a und ß zum guten Theil von der Reinheit der Metalle imd 
der Art, in welcher sie hergesteUt wurden, abhängen. Man muss daher schliess- 
lich zum Probiren seine Zuflucht nehmen. Wird der Gang der Uhr durch einen 
Temperaturwechsel alterirt, so ändert man die Masse des Quecksilbers im Cy- 
linder um ein Geringes, bis sich durch weitere Versuche herausstellt, dass die 
Ausgleichung genügend ist. 

Bei dieser Untersuchung haben wir a und ß als absolut constant voraus- 
gesetzt, dies ist jedoch nur sehr annähernd richtig. Ein Temperaturwechsel von 

46® C würde ß um nicht ganz — seines Werthes ändern. 
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Hat man diese Berichtigungen gemacht, so ist die Compensation auch aus 
einem andern Grund nicht genau richtig, weil nämlich vorausgesetzt wurde, der 
eiserne Cylinder und das Quecksilber hätten dieselbe Temperatur. Die verschie- 
denen Materialien aber, aus denen das Pendel besteht, absorbiren die Wärme mit 
verschiedener Geschwindigkeit; während sich daher die Temperatur ändert, wird 
der Gang der Uhr noch einen kleinen Fehler aufweisen. 

Die ganze Länge eines Secundenpendels dieser Art beträgt ungefähr 1117 mm 
(44 en^. Zoll), dessen Ausdehnung nnd Zusammenziehung durch eine Quecksilber- 
säule in dem Cylinder von etwa 178 mm (7 engl. Zoll) Länge corrigirt wird. Der 
Badius des Cylinders ist gewöhnlich etwa 26 mm (1 engl. Zoll) lang. Das Ge- 
wicht des Quecksilbers beträgt dann 4y, — öV^ Kilogramm und das Gesammtgewicht 
mit Einschluss des Cylinders, der Stange und des Gehäuses etwa 6,3 Kilogramm. 

Beisp. Als erste Annäherung betrachte man das Quecksilber als das Ge- 
wicht, während der Cylinder und die Stange nur so viel Masse besitzen sollen, 
dass sie das Quecksilber tragen kOnnen. Wir nehmen femer an, h und a seien 
soviel kleiner als X, dass wir ihre Quadrate im Yerhältniss zu L vernachlässigen 

können. Man beweise, dass man aus Gleichung (1) erhält: L=^l — — h und aus 
Gleichung {2)h^jL. 

§ 96. Der Auftrieb der Luft Eine weitere Ursache zu Fehlem bei der 
Pendeluhr liegt in dem Auftrieb der Luft. Er ist eine aufwärts gerichtete, an dem 
Schwerpunkt des Volumens des Pendels angreifende Kraft, die dem Gewicht der ver- 
drängten Luft gleichkommt. Eine sehr geringe Aenderung der Fundamentalunter- 
suchung in § 92 setzt uns in den Stand, sie in Rechnung zu ziehen. F sei das 
Volumen des Pendels; JD die Dichtigkeit der Luft; /^, \ die Abstände der Schwer- 
punkte der Masse bez. des Volumens von der Aufhängungsaxe; Mk^ das Träg- 
heitsmoment der Masse für die Aufhängungsaxe. Femer wollen wir annehmen, 
das Pendel sei bez. einer Ebene symmetrisch, welche die Axe und jeden der beiden 
Schwerpunkte enthält. 

Die Bewegungsgleichung ist dann 

Mk^^^ — Mg\^me+VBg\^me (1) 

Daraus folgt auf dieselbe Art wie früher, wenn { die Länge des gleich- 
werthigen Pendels ist. 

Die Dichtigkeit der Luft ist nun beständigen Aenderungen unterworfen, 

welche durch den Höhenstand des Barometers angezeigt werden. Es sei h der 

Werth der rechten Seite der Gleichung fCir eine normale Dichtigkeit 2>. Nimmt 

man an, die thatsächliche Dichtigkeit wäre D-\-SD und l-^dl die entsprechende 

k*dl V8 D 

Länge des Secundenpendels, so erhält man durch Differentiation -~p- = ^ ^ 

und mithin -r- = -J- -^r^ — =r- • 

l n M JJ 

Diese Formel liefert in passender Form die Aenderung der Länge des gleich- 
werthigen Pendels, welche ein Wechsel in der Dichtigkeit der Luft zur Folge hat. 

§ 96. Beisp. 1. Wenn die Schwerpunkte der Masse und des Volumens nahezu zu- 
sammenfallen und das Gewicht der verdrängten Luft ^^ des Gewichts des Pendels 

beträgt, zu zeigen, dass ein Steigen des Barometers um 26 mm einen Fehler im 
Gang des Secundenpendels von etwa einer Fünftelseounde pro Tag zur Folge hat. 
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Diesea Beispiel setzt uns in den Stand, die Einwirkung des Steigens des 
Barometers auf den Gkuag eines eisernen Pendels ungeßLhr abzuschätzen. 

Beisp. 8. Man zeige, dass das von der Dichtigkeit der Luft abhängige 
Steigen oder Fallen des Quecksilbers eines am Pendel angebrachten Barometers 
dazu benutzt werden kann, die Oscülationsdauer unverändert zu erhalten. Diese 
Methode wurde zuerst yon Dr. Robinson in Armagh 1881 im 5. Band der 
Memoiren der Agtronomiedl Society und später von Denison in den Astronomicdl 
notioes, Jan. 1878, vorgeschlagen. In den 1859 erschienenen Armagh Place» of 
Stars beschreibt Dr. Robinson die Schwierigkeiten, mit denen er bei der Aus- 
fahrung zu kämpfen hatte, ehe er mit dem Gang der Uhr zuMeden war. 

Der Quecksilbercylinder in Grab am *s Quecksilberpendel kann, wie Denison 
bemerkt, als Gefäss fdr das Barometer benutzt werden. 

Die der Construction zu Grunde liegende Theorie beruht darauf, dass man, 
bei der Differentiation der Gleichung (2), k* etc. als variabel, l dagegen als con* 
staut annimmt. 

Professor Bankine machte in einem in der British Association, 1858 ge- 
haltenen Vortrag von einer Uhr mit einem centrifugalen oder rotirenden Pendel 
Mittheilung, von dem ein Theil aus einem Heberbarometer bestehen sollte. Das 
Steigen und Fallen des Barometers würde das Tempo des Ganges der Uhr derart 
regeln, dass die mittlere Höhe der Quecksilbersäule während einer langen Zeit sich 
selbst registriren würde. 

Beisp. 8. Nimmt man an, das Pendel schleppe eine Quantität Luft mit sich, 
welche in constantem Yerh&ltniss zur Dichtigkeit D der umgebenden Luft steht 
und f&gt y2> dem Trägheitsmoment des Pendels hinzu, ohne die bewegende Kraft 
zu vergrOssem, zu beweisen, dass die Veränderung des gleichwerthigen einfachen 
Pendels, welche durch eine Veränderung der Dichtigkeit dD hervoigerufen wird, 

äl^ri^ ist. (S. § 105.) 

§ 97. Durch Yersaclie ermittelte Trägheitsmomente. Bei vielen ex- 
perimentellen Untersuchungen hat man das Trägheitsmoment des Körpers, 
mit dem das !^xperiment gemacht wird^ für irgend eine Axe nöthig. 
Hat der Körper eine regelmässige Gestalt und ist er homogen oder 
sind die bei dieser Annahme gemachten Fehler so gering, dass masi 
sie yemachlassigen kann, so lasst sich das Trägheitsmoment durch 
Rechnung bestimmen. Dies ist aber manchmal nicht der Fall. Können 
wir nun den Körper unter dem Einfluss der Schwere um irgend eine 
Gerade, welche der gegebenen, in horizontale Lage gebrachten, Axe 
parallel isi^ schwingen lassen, so lasst sich mittelst der Gleichung (4), § 92 
der Tragheitsradius für eine parallele durch den Schwerpunkt gehende 
Axe bestimmen. Dazu ist aber erforderlich, dass die Abstände des 
Schwerpunkts von den Axen sehr genau ermittelt werden. Manchmal 
ist es Yortheilhafter, den Körper an einem Pendel von bekannter Masse 
zu befestigen, dessen Trägheitsradius bez. einer festen horizontalen Axe 
vorher durch Beobachtung der Oscillationsdauer ermittelt worden ist. 
Durch eine erneute Bestimmung der Oscillationsdauer kann man dann 
das Trägheitsmoment des zusammengesetzten Körpers und damit auch 
des gegebenen finden, wenn die Massen bekannt sind. 
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Ist der Körper eine Lamelle^ so lassen sich auf diese Art die 
Träglieitsradien f&r drei durch den Schwerpunkt gehende Axen er- 
mitteln. Misst man dann längs dieser Axen drei Längen ab, die den 
Tragheitsradien umgekehrt proportional sind; so erhalt man drei Punkte, 
die auf einer CentraltragheitseUipse liegen. Die Ellipse lässt sich nun 
leicht construiren. Die Richtungen ihrer Hauptdiameter sind die Haupt- 
axen und die reciproken Werthe ihrer Langen stellen nach demselben 
Massstab; wie zuvor, die Haupttragheitsradien dar. 

Ist es ein raumlicher Körper, so bestimmen sechs beobachtete 

Tragheitsradien die Hauptaxen und Trägheitsmomente für den Schwei^ 

punkt. Meistens wird jedoch durch besondere Umstände des speciellen 

Problems das Verfahren vereinfacht werden. 

Das folgende Beispiel erl&ntert den Gebrauch der Methode der Bestinunung oder 
Elimination der unbekannten Trägheitsmomente, welche bei gewissen experimentellen 
üntersachungen vorkommen. Weitere Beispiele findet man in den §§ 99, ISS, etc. 

Beisp. Ein symmetrischer Magnet kann sich frei um eine verticale Axe 
drehen, die durch seinen Mittelpunkt geht und die Wirkung des Erdmagnetismus 
wird durch ein Paar dargestellt, dessen Moment F sin 6 ist, wenn $ den Winkel 
bezeichnet, den die Axe des Magnets mit dem Meridian macht. Die beiden Enden 
des Magnets können nach Belieben mit zwei gleichen, kugelförmigen Metall- 
gewichten beladen werden, die mittelst scharfer Spitzen derart auf dem Magnet 
ruhen, dass sie an der Rotationsbeweg^ung des Magnets keinen Antheil nehmen. 
Wenn I das Trägheitsmoment des Magnets, ft die Masse einer jeden der beiden 
Kugeln, Sc der Abstand ihrer Mittelpunkte ist, zu beweisen, dass die Schwingungs- 
zeiten ohne und mit den Kugeln 

r=S«{I/F}* bez. r = Sjr{(J+8ftc«yF}* ^ 

sind, woraus I und F sich finden lassen, wenn T und T* beobachtet wurden. 
Wenn die Kugeln mit dem Magnet fest verbunden werden, so muss man Sfic' 

um -^ (le* yermehren, worin e der Radius ist (siehe % 148). In diesem Fall muss 

€ so gut wie c gemessen werden; jedoch wird der in Folge der Reibung am Be- 
festigungspunkt entstehende Fehler vermieden. Man schreibt diese Art den Werth 
Yon J^ zu finden in der Regel Weber zu. Siehe Taylor's tranalatüms of foreign 
scienHfic memairs und Airy's magnetism, übersetzt von F. Tietjen: üeber den 
Magnetismus, Berl., 1871. Die Methode rührt von Gauss her; Intensitcu vis 
magneHcae etc.; auch in Ostwald^s Klassikern erschienen (1868). 

§ 98. Die Linge des Secnndenpendels. Die Schwingungen eines 
starren Körpers kann man dazu benutzen^ den Zahlenwerth der be- 
schleunigenden Kraft der Schwere zu bestimmen. T sei die halbe Dauer 
einer kleinen Oscillation eines Körpers im luftleeren Baum um eine 
horizontale Aze^ h der Abstand des Schwerpunkts von der AxC; k der 
Trägheitsradius für eine parallele durch den Schwerpunkt gehende Axe. 
Dann ist nach § 92 

t«+A«=UT» (1), 

wenn A »» -^ ^ also die Länge des einfachen Pendels ist; dessen voll- 
ständige Schwingungsdauer zwei Secunden betragt. 



(2). 
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Wir können diese Formel auf einen regelmässigen Körper an- 
wenden^ f&r den k und h sich durch Rechnung ermitteln lassen. Man 
hat auf diese Art Experimente mit einer parallelepipedischen Stange 

gemacht, die wie ein Draht in die Länge gezogen war und an einem 

jb* -4- Ä* 
Ende aufgehängt wurde. — ~- — , d. h. also die Länge des gleich- 
wertigen einfachen Pendels ; ist in diesem Fall^ wie man sich leicht 
überzeugt, zwei Drittel der Länge des Stabes. Aus der Yorstehen4en 
Formel ergibt sich dann X oder g^ sobald man die Oscillationsdauer 
beobachtet hat. Dadurch, dass man den Stab umdreht und das Mittel 
aus den Ergebnissen in den beiden Lagen nimmt, kann man einen aus 
dem Mangel an Oleichformigkeit der Dichtigkeit oder der Figur ent- 
stehenden Fehler wenigstens theilweise corrigiren. Es hat sich jedoch 
als unmöglich gezeigt, einen so gleichförmigen Stab zu beschaffen, dass 
die Resultate übereingestimmt hätten. 

§ 99. Lassen wir einen Körper nacheinander um zwei parallele 
Azen schwingen, welche yerschiedenen Abstand vom Schwerpunkt haben, 
so erhalten wir zwei Gleichungen yon der Art wie (1) 

i« + Ä« = AÄT« 

Aus ihnen lässt sich nun k^ eliminiren, so dass 

^-=^* = ÄT« — Ä'r« (3). 

Diese Gleichung liefert A. Da 1^ verschwunden ist, so hat die Gestalt 
und Structur des Körpers keinen Einfluss mehr. Man bringt in dem 
Körper zwei Oe&ungen an, in welchen Schneiden befestigt werden, 
und gibt diesen Oe&ungen eine dreieckige Gestalt, ui^ Gleiten zu yer- 
hüten. Den Körper, der auf der einen Schneide ruht, lässt man dann 
kleine Schwingungen machen. Die senkrechten Abstände h, h' des 
Schwerpunkts von den Axen (den Schneiden) müssen mit grosser Sorg- 
falt gemessen werden. Die Formel gibt dann A. 

Ein solches Pendel heisst ein Befoersionspendd und wurde zuerst 
durch Bohnenb erger und später unabhängig von ihm durch Kater 
erfunden. 

§ 100. Bei Capt. Kater's Methode {Phü. Trans, 1818) ist der 
Körper mit einem gleitenden Gewicht in der Gestalt eines Ringes ver- 
sehen, der mittelst einer Schraube auf- und abbewegt werden kann. 
Der Körper selbst hat die Form einer Stange und die Oeffiiungen sind 
so angebracht, dass der Schwerpunkt zwischen ihnen liegt. Das Ring- 
gewicht wird nun so lange bewegt, bis die beiden Oscillationszeiten 
gen(m gleich sind. Die Gleichung (3) zur Bestimmung von k erhält dann 
die Gestalt 

6* 
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^^ = T» (4). 

Die Construction hat den Yoiiheil, dass man die Lage des Schwer- 
punkts^ den man durch Experimente nicht ohne Schwierigkeiten er- 
mittebi kann, nicht braucht, da nur h -{- h\ der genaue Abstand der 
Schneiden, nöthig ist. Der Nachtheil besteht darin, dass das Gewicht 
in Gestalt des Binges solange bewegt werden muss, bis die beiden 
Oscillationszeiten, von denen jede schwierig zu beobachten ist, gleich sind 

§ 101. Der Gleichung (3) kann man die Form geben 

l ~ 2 "r" 2 Ä — Ä' ^^ ^ > 

Wenn man daher den Körper so einrichtet, dass die Schwingungszeiten 
um die beiden Aufhängeaxen nahezu einander gleich sind, so wird 
T^ — T^ klein und es reicht daher aus, wenn man in dem letzten 
Glied fOr % und V ihre Naherungswerfhe setzt. Die Lage des Schwer- 
punkts muss man natürlich so genau wie möglich ermitteln; ein kleiner 
Fehler in seiner Lage hat aber keine sehr grosse Folge, da er mit der 
kleinen Grosse T* — T'^ multiplicirt wird. Der Vorzug dieser Con- 
struction vor der Eater'schen besteht darin, dass das Binj^ewicht 
entbehrlich wird und das einzige Element, das mit der äussersten G^ 
nauigkeit gemessen werden muss, h -{- h\ der Abstand zwischen den 
Schneiden ist. 

§ 102. Um den Abstand zwischen den Schneiden zu messen, ver- 
glich Capitain Kater zuerst die verschiedenen Normallangen miteinander, 
die damals in Gebrauch waren, und durch welche er die Lange seines 
Pendels ausdrückte. Seither ist eine viel vollständigere Yergleichung 
dieser und anderer Normalmasse durch den zu diesem Zweck im Jahr 
1843 eingesetzten Ausschuss vorgenommen worden. Phü. Tra/ns. 1857. 

Nachdem Kater seine Längeneinheit festgesetzt hatte, begann er 
den Abstand zwischen den Schneiden mit Hülfe von Mikroscopen zu 
messen. Er wandte dabei zwei Methoden an, die jedoch hier nicht 
beschrieben werden können. Dagegen wollen wir zeigen, welche 
ausserordentliche SorgMt bei diesen Messungen nothig ist. Obgleich 
die Büder der Schneiden stets vollkommen scharf mit klaren umrissen 
waren, so betrug doch ihr Abstand, wenn der Hintergrund, auf dem 
man sie sah, schwarz war, 0,01453 eines Millimeters weniger, als wenn 
der Hintergrund weiss war. Dieser Unterschied blieb derselbe, man 
mochte dem Object und dem Hintergrund eine relative Beleuchtung 
geben, welche man wollte, so lange nur der unterschied von weiss 
und schwarz gewahrt bUeb. Drei Reihen von Messungen wurden vor- 
genommen, zwei beim Beginn der Experimente und die dritte einige 
Zeit später. Der Zweck der letzteren war, festzustellen, ob die Schneiden 



Die L&nge des Secmidenpendels (§ 100— lOS). 85 

durch den Gebrauch gelitten Mtten. Die mittleren Resultate dieser 
drei Reihen von Messungen differirten weniger als den Tierhundertsten 
Theil eines Millimeters Toneinander^ während der zu messende Abstand 
etwa einen Meter betrug. 

§ 103. Die Dauer einer einzelnen Schwingung kann man nicht 
direct beobachten^ weil man dann einen Theil einer Zeitsecunde^ wie 
sie die Uhr zeigt ^ mit dem Auge oder Ohr abscMtzen müsste. Die 
Schwierigkeit beseitigt man dadurch, dass man die Zeit von, man sage, 
tausend Oscillationen beobachtet, wodurch der für die Zeit einer ein- 
zelnen Schwingung begangene Fehler durch tausend dividirt wird. 
Die Arbeit, so viel zahlen zu müssen, kann man sich durch die An- 
wendung der von Mairan erfundenen und von Borda vervollständigten 
y,Methode der Coincidenzen'^ ersparen. Das Pendel wird einem Uhr- 
pendel gegenübergestellt, dessen Schwingungsdauer nur sehr wenig 
von der seinigen verschieden ist. Man bringt auf den beiden Pendeln 
Zeichen an, die man durch ein Telescop an dem tiefsten Punkt ihrer 
Schwingungsbogen beobachtet. Das Gesichtsfeld wird durch einen Spalt 
auf eine enge Oefhung beschränkt, durch welche man die Zeichen bei 
ihrem Durchgang beobachtet. Bei jeder folgenden Oscillation rückt 
das eine Pendel dem andern näher, bis sein Zeichen sich zuletzt mit 
dem andern Ehrend des Durchgangs durch das Gesichtsfeld des 
Telescops vollständig deckt. Nach einigen Schwingungen erscheint es 
wieder und ist dem andern voran. In der Zwischenzeit zwischen dem 
einen Verschwinden bis zum nächsten hat das eine Pendel so nahe 
wie nur möglich eine voUe Schwingung mehr gemacht, wie das andere. 
Wir müssen daher die Anzahl der Schwingungen, welche eines der 
Pendel in diesem Zeitraum macht, zahlen. Beim Beginn des Zählens 
möge das eine Pendel, so genau, wie wir es nur zu beurtheilen ver- 
mögen, mit dem andern sich decken. Nehmen wir an, nach n halben 
Schwingungen des Uhrpendels sei die Goincidenz der Zeichen noch 
nicht ganz eingetreten, nach n -|- 1 halben Schwingungen dagegen 
schon vorüber. Geht das Uhrpendel langsamer als das andere, so 
muss das letztere n -|~ ^ oder n -|~ 3 halbe Schwingungen in dem Zeit- 
intervall gemacht haben. Die Zeit einer halben Schwingung des Pendels 

liefft daher zwischen den Brüchen 7 ^ und ^ , o der Oscillationsdauer 

® n + 2 n + 8 

des UhrpendeLs- Nimmt man eine dieser Annäherungen als die 
wirkliche Dauer einer halben Schwingung des Pendels an, so ist der 

Fehler kleiner als / i, ow i. qn ^^^ ^^^ einer halben Schwingung des 

UhrpendelB. Der Fehler variirt mithin nahezu umgekehrt wie das 
Quadrat der Anzahl der Schwingungen zwischen zwei Goincidenzen der 
PendeL Auf diese Art fand man, dass 530 halbe Schwingungen eines 
Uhrpendels, von denen jede eine Secunde dauerte, 532 solchen Schwin- 
gungen von Gapitain Eater's Pendel entsprachen. Der Fehler, den 
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man bei dieser AnDäherung begeht, ist so klein, dass er in 24 Stunden 
erst auf etwa -=- Secunden anwächst. Das Yerhaltniss der Oscillations- 

6 

dauer des Pendels iind des Uhrpendels lässt sich derart mit äusserster 
Genauigkeit berechnen. In welchem Tempo die ühr geht, muss man 
dann astronomisch bestimmen. 

Man beachte die Aehnlichkeit zwischen diesem Verfahren und dem 
Gebrauch des Nonius bei der Yergleichung der Längen. Selbstrer- 
ständlich sind sie verschieden, weil der Nonius auf den Baum an- 
gewendet wird und wir es hier mit der Zeit zu thun haben; das all- 
gemeine Princip aber ist dasselbe. 

§ 104. Die so gefundene Schwingungszeit erfordert noch mehrere 
Berichtigungen (Bedudionen). Ist z. B. die Oscillation nicht so klein, 
dass man in § 92 sin = setzen kann, so muss man eine Beduction 
auf unendlich kleine Bogen machen. Wie dies im Allgemeinen aus- 
zuführen ist, wird in dem Kapitel über unendlich kleine Schwingungen 
erörtert werden. Eine andere Reduction wird erforderlich, wenn das 
Resultat auf dasjenige, welches es auf dem Niveau des Meeres gewesen 
wäre, gebracht werden soU. Der Anziehungskraft des dazwischenliegenden 
Landes lässt sich nach Dr. Toung's Regel (Phü. Trans. 1819) Rech- 
nung tragen. Man erhält so die Schwerkraft auf dem Niveau des 
Meeresspiegels, indem man annimmt, alles Land über dieser Hohe wäre 
weggeschnitten und das Meer gezwungen, seine gegenwärtige Höhen- 
lage beizubehalten. Da diese Lage durch die Anziehung des Landes 
vei&idert wird, so sind noch weitere Gorrectionen nothig, wenn 
wir das Resultat auf die Oberfläche des Rotationsellipsoids reduciren 
wollen, welches der Gestalt der Erde am nächsten kommt. Siehe Cambr. 
Phü. Trcms, Vol. Vlil. On ff^e vcbriation of grcmty at {he smface of 
earth von Sir 0. Stokes, 1849. 

Baily gibt die Länge des Pendels, dessen halbe Oscillationszeit 
eine mittlere Sonnensecunde dauert, in der freien Luft in der Breite 
von London zu 993,97 mm und eines ebensolchen für Stemsecunden zu 
988,55 mm an. 

§ 106. Gorrection fllr den Widerstand der Lnit Die Beobachtimgen müssen 
in der Luft gemacht werden und sind daher, am die volle Kraft der Schwere zu 
ermitteln, auf einen luftleeren Baum zu reduciren. Diese Reduction besteht aus 
drei Theüen: (1) der Berichtigung fSLr den Auftrieb der Luft, (2) Du Buat's Cor- 
rection für die von dem Pendel mitgerissene Luft, (d) dem Widerstand der Luft. 

V sei das Volumen des Pendels, welches sich durch Abmessen der Dimen* 
sionen des Körpers ermitteln l&sst. Da die „Reduction auf den luftleeren Raum'* 
nur eine Correction ist, so haben kleine unvermeidliche Fehler beim Messen nur die 
Wirkung kleiner Grössen zweiter Ordnung auf den Werth von X. q sei die Dichtig- 
keit der Luft, wenn das Pendel um die eine Schneide schwingt, q die Dichtigkeit 
für das Schwingen um die andere Schneide. Dauert die Beobachtung nicht Iftnger 
als eine, oder zwei Stunden, so kann man q/=^q' setzen. Die Wirkung des Auf- 
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triebs der Lufb wird dadurch berücksichtigt, dass man annimmt, eine Kraft Vqg 
wirke am Schwerpunkt des Volumens des Körpers aufwärts. Ist der Körper bez. 
der beiden Schneiden so genau wie es nur möglich ist, symmetrisch gearbeitet, 
so liegt dieser Schwerpunkt in der Mitte zwischen den beiden Schneiden. Vergl. §95. 

Du Buat entdeckte durch Experimente, dass ein Pendel eine gewisse Masse 
Luft mit sich hin und her schleppt, welche seine Trägheit rergrössert, ohne die 
bewegende Kraft der Schwere zu erhöhen. Es ist dies von Bessel und Stokes 
bestätigt worden. Die mitgeschleppte Luft steht zu der durch den Körper ver- 
drängten Lufkmasse in einem YerhSitniss, welches von der äusseren Gestalt des 
Körpers abhängt. Wir wollen es durch \lVq darstellen. Ist der Körjier bezüg- 
lich der Schneiden symmetrisch, so dass seine äussere Gestalt für jede der beiden 
Schneiden als Aufhängungsaxe dieselbe bleibt, so ist fi für jede Art der Schwin- 
gungen das gleiche. Ist Tc' der Trägheitsradius der mitgeschleppten Luft für eine 
der beiden Aufhängungsaxen und m die Masse des Pendels, so muss zu dem £^ 
in Gleichung (1), § 92 und daher auch in § 98 das Glied iiVgk'ym hinzugefügt 
werden. 

Zieht man diese beiden Correctionen in Rechnung, so wird Gleichung (1) in § 98 

^ ' w \ m 2 / 

und die entsprechende für die Schwingung um die andere Schneide 

' ^ m \ ffl 2 / 

Daraus muss k* wie früher e]iminirt werden. Nimmt die Beobachtungszeit 
bez. der beiden Schneiden nicht zu viel Zeit in Anspruch, so kann man q *ms q' 
setzen und Du Buat 's Correction yerschwindet dann. Das ist natürlich ein 
grosser Yortheil. Man erhält dann 

—i 2 — +2 Ä-::^Ä'(^ ^^r"i;r/' 

worin das letzte Glied sehr klein ist, weil T und T sich nahezu gleich kommen. 

Der Widerstand der Luft ist eine Function der Winkelgeschwindigkeit dB/dt 
des Pendels. Die Geschwindigkeit ist sehr klein; nehmen wir daher an, dass das 
Maclau rin 's Theorem sich anwenden lässt, d. h. dass kein Coefißcient einer Po- 
tenz, welche höher als die erste ist, sehr gross ist, so wird der Widerstand pro- 
portional dB /dt Die Bewegungsgleichung erhält mithin die Gestalt 

WO 2n/n die Dauer einer vollständigen Schwingung im luftleeren Baum ist und die 
rechte Seite von dem Widerstand der Lufb herrührt. Das Nähere über diese 
Gleichung findet man in dem Kapitel, das von den kleinen Osoillationen handelt. 

Siehe: Du Buat, Prindpee d'hydraiüique 1786. F. W. Bessel, KönigL 
Akademie der Wissenschaften, Berlin 1826. Baily on the correction of ihe pen- 
i duhtm, Fhü. Trans. 18d2. Account of fhe Operations of the great trigonometriccd 
! survey in India von Capt. Heav'iside 1879. General Walk er 's account of recent 
\ pendülum Operations etc., Phü. Trans. 1890. 
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§ 106. Die Constniction eines Pendels. Bei der Gonstruction eines 
Reyersionspendels zur Messung der Schwerkraft sind folgende Punkte 
von Wichtigkeit: 



gg Kapitel m. Bewegung nm eine feste Axe. 

1) Die Aufhangungsaxen oder Schneiden dürfen yom Massen- 
Schwerpunkt nicht denselben Abstand haben. Sie sollen parallel zu 
einander sein. 

2) Die Oscillationsdauer soll f&r die beiden Schneiden gleich sein. 

3) Die äussere Gestalt des Körpers muss symmetrisch und ffir die 
beiden Aufhängungsaxen dieselbe sein. 

4) Das Pendel muss eine so regelmässige Gestalt haben^ dass die 
Dimensionen aller Theile sich leicht berechnen lassen. 

Diesen Bedingungen wird genügt^ wenn das Pendel die Gestalt 
eines rechtwinklig^ Parallelepipeds mit einem Gylinder an jedem Ende 
hat. Diese Gylinder sollen ihrem Aeusseren nach congruent, der eine 
jedoch massiv^ der andere hohl und derart sein, dass der Abstand 
zwischen den Schneiden so nahe als nur möglich der durch Bechnang 
gefundenen Länge des gleichwerthigen einfachen Pendels gleichkommt. 
Ein solches Pendel heisst ein IfopsoWsches. 

5) DasJfendel soll soweit aismoghch yön demselben Metall verfertigt 
werden, damit es bei Temperaturänderungen sich selbst ähnlich bleibt. 
Da die OsciUationszeiten ähnlicher Körper sich ändern, wie die Quadrat- 
wurzel aus ihren linearen Dimensionen, so lässt sich «.ladaTin die 
beobachtete Schwingungsdauer leicht auf eine Normaltemperatur redu- 
ciren. Die Schneiden dagegen müssen aus einem festen Material her- 
gestellt werden, so dass man gegen Verletzungen derselben möglichst 
gesichert ist. 

§ 107. Beisp. 1. Für den Fall, daes die Schneiden nicht yollstSudig scliarf 
sind, sei r der Unterschied ihrer Erämmiingsradien; man beweise, dass nahezu 

X 
ist, wenn das Pendel im lufUeeren Baum schwingt. Die Correction yerschwindet 
offenbar, wenn die Schneiden gleich scharf sind. Durch Umtauschen der Schneiden 
erhält man dieselbe Gleichung mit anderem Vorzeichen yon r. Stellt man mehrere 
Beobachtungen an, so lässt sich auf diese Art r bestimmen. Ein ähnlicher Satz 
ist Laplace Ton Dr. Young MiaceUcvMOus WarJcSy Bd. 2, S. 1, London, 1866, zu- 
geschrieben worden. 

^, q' seien die Erümmungsradien der Schneiden. Nimmt man die Momente 
um die Momentanaze, so erhalt man^ wie in § 98, k^ '\- h* == X (h '\- q) T*. Da ^ 

klein ist, kann man der Gleichung die Form geben ä*+ä" — {h*+h*)j-^XhT*. 

Da femer die Schwingungszeiten T, T nahezu gleich sind, so ist, nach § 92, k^^^hh' 
mit grosser Annäherung. Substituirt man diesen Werth yon k in die Glieder, die 
selbst nur einen kleinen Werth haben, so wird fc* + Ä" — (Ä + N) g^raXh T*. Wenn 
das Pendel um die andere Schneide schwingt, erhält man eine ähnliche Gleichung 
durch Vertauschen yon h mit K und T mit T\ Dadurch, dass man Jb* wie in 
§99 eliminirt und sich erinnert, dass t^q—q ist, findet man das gesuchte 
Resultat. 

Beisp. 2. Ein schwerer Ball in der Gestalt einer Kugel wird mittelst eines 
sehr dünnen Drahtes nacheinander an zwei Punkten A und B aufgehängt, deren 
yerticaler Abstand h sehr sorgfältig gemessen worden ist und bildet so zwei 
Pendel. Der tiefste Punkt des Balles wird bei dem jedesmaligen Aufhängen 
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möglichst genau auf dieselbe Hohe eingestellt und diese Höhe befindet sich unter 
A und B annähernd in der Tiefe a bez. a'. Man beweise, wenn r den Badius 
des Balles bedeutet, der im Vergleich mit a oder a' und l, T, den Längen des 
gleichwerthigen einfachen Pendels klein ist, dass mit grosser Annäherung 

I — r 8 r" 

— =— «= 1 — -r 7 r-r-, : ist. Man zeige weiter , wie man durch Zählen der 

h ^ (a — r) (a — r) ° 

Anzahl der in einer gegebenen Zeit von jedem Pendel gemachten Schwingungen das 

Yerhältniss von Z zu T finden kann. Man zeige femer, wie g ermittelt wird und 

gebe an, welche Längen höchst sorgfältig zu messen und welche nur annähernd 

nöthig sind, wenn die Resultate brauchbar sein sollen. Diese Methode hat Bessel 

benutzt. Siehe seine berühmten „Untersuchungen über die Länge des einfachen 

Secundenpendels** (Abhandlungen der Berliner Akademie 1826); auch in Ostwald^s 

Klassikern erschienen (Heft 7). 

§ 108. Eise NormallSn/^e. Die Länge des Secundenpendels ist in 
England als nationale Normallänge benutzt worden. Durch Parlaments- 
beschluss wurde im Jahr 1824 bestimmt ^ dass der Abstand zwischen 
den Centren zweier Punkte, die in den goldenen Knöpfen eines geraden 
Messingstabes angebracht waren, welchen der Secretär des Hauses der 
(Gemeinen in Verwahrung hatte und auf welchem ,,sUmdard yard 1760^^ 
eingravirt war, die wahre Original-Normallänge, eine Elle (yard) ge- 
nannt, fOr eine Temperatur des Messings von 62^ Fahr, sein sollte. 
Da es nothig schien, diese Normalelle bei Beschädigungen wieder in 
derselben Länge durch Yergleichung mit einem unveränderlichen natür- 
lichen Normalmass herstellen zu können, wurde verordnet, die neue 
Normalelle solle von solcher Länge sein, dass das Pendel, welches Secunden 
mittlerer Zeit in der Breite von London im luftleeren Raum auf dem 
Niveau des Meeres schwinge, eine liLnge von 39,1393 engl. Zoll habe. 

Nachdem diese Normalelle bei dem Brand des Parlamentsgebäudes 
1834 unbrauchbar geworden war, wurde 1838 eine Conmiission ein- 
gesetzt, die 1841 berichtete, sie halte es zwar fQr angezeigt, einen be- 
stimmten Messingstab zur Normalelle zu nehmen, dagegen könne sie ^^^^^ 
nicht empfehlen, bei der Wiederherstellung eines solchen die Länge des 
Secundenpendels zu Orunde zu legen. „Seit dem Decret vom Jahr 1824 
ist festgestellt worden, dass verschiedene Reductionselemente bei den 
Pendelversuchen, die darin angezogen werden, theils zweifelhaft, theils 
irrig sind. So hat Dr. Toung, Thü. Trans, 1819 gezeigt, dass die Be- 
duction auf das Niveau des Meeres zweifelhaft ist; Bessel, Astronom. 
Nachr. Nr. 128 und Sabine, Phü. Irans. 1829, dass die Reduction ffir 
das Gewicht der Luft fehlerhaft ist; Baily, Phü. Trans. 1832, dass die 
specifische Schwere des Pendels unrichtig geschätzt wurde und die von 
den Achatplatten herrührenden Fehler die Resultate zweifelhaft machten; 
Kater, Phü. Trans. 1830 und Baily, Astron. Soc. Memoirs VoL IX, 
dass sehr merkbare Fehler durch die Yergleichung der Pendellänge mit 
Shuckburgh's Massstab entstanden seien, von dem vorausgesetzt wurde, 
er stinmie mit dem gesetzlichen Normalmass überein. Daraus geht 
hervor, dass das in dem Decret vorgeschriebene Verfahren nicht noth- 
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wendiger Weise die frühere Länge der ursprünglichen Elle ergeben 
würde.^ Die Gonunission stellte fest^ dass es yerschiedene Masse gebe, 
die früher genau mit der Originalnormalelle verglichen wurden und 
dass durch ihre Benutzung die Länge der Ori^eUe ohne merkbare 
Fehler bestimmt werden könne. 1843 wurde eine andere Gommission 
eingesetzt; über deren Wirksamkeit man Näheres in einem Bericht von 
Sir G. Airy an die Boycd Soddy, 1857 findet. 

In Frankreich ist die Normallänge das Meter. Diesem wurde, wie 
der englischen Normalelle, ein in der Natur gegebenes Mass zu Grunde 
gelegt. Der zehnmillionste Theil der Länge eines Erdmeridians, vom 
Pol bis zum Aequator gemessen, wurde als gesetzliches Meter definirt. 
Als man jedoch später neue und genauere Messungen vornahm, stellte 
es sich heraus, dass man die Länge des gesetzlichen Meters nicht bei 
jeder Verbesserung der Erdmessung ändern konnte. In der That ist 
daher das Meter durch einen in Paris aufbewahrten Stab von bestimmter 
Länge definirt. 

Die Benutzung des Secundenpendels als Normallänge setzt voraus, 
dass man bereits eine Normalzeit bestimmt hat. Man muss dabei auf 
ein in der Natur gegebenes Mass ziurückgreifen und wählt gewöhnlich 
die Zeit der Umdrehung der Erde um ihre Axe. Es empfiehlt sich 
durch seine Einfachheit, da das Zeitintervall zwischen zwei aufeinander 
folgenden Durchgängen desselben Sterns durch den Meridian der Bo- 
tationszeit der Erde sehr nahe gleichkommt. Doch kann man auch 
andere in der Natur sich findende Normalmasse zur B.egelung des (langes 
unserer Uhren benutzen. ^ 

üeber die beiden Berichte (1873 und 1874) des Uni(ß CommiUee's 
der British Association bez. dieses Gegenstandes siehe Prof. Everett's 
Abhandlung über Units and Physical constants. 

§ 109. Schwingung der ^rohe einer Uhr. Ein Stab B'OB kann 
sich frei um seinen festliegenden Schwerpunkt drehen und unterliegt 

der Einwirkung einer sehr feinen Spiral- 
feder CPB. Das eine Ende C der Feder 
ist derart befestigt, dass auch die Tan- 
gente im Punkt C festliegt und das 
andere Ende B ist mit dem Stab so ver- 
bunden, dass die Tangente in B einen 
Constanten Winkel mit dem Stab macht. 
Man soll die Oscillationsdauer finden, 
welche eintritt, wenn der Stab um irgend 
einen Winkel gedreht wird. Diese Con- 
struction wird in Taschenuhren gerade wie das Pendel bei Pendeluhren 
zur Begulirung der Bewegung benutzt. Li vielen Uhren ist der Stab 
durch ein Bad ersetzt, dessen Centrum ist. 

Ox sei die Lage des Stabes, wenn er sich im Gleichgewicht be- 
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findet, 6 der Winkel, den der Stab mit Ox zu irgend einer Zeit t 
macht, MJc^ das Trägheitsmoment des Stabes fQr 0, q der Krümmungs- 
radius för irgend einen Punkt P der Feder, Qq der Werth von q für 
den Gleichgewichtszustand. Femer seien (x, y) die Coordinaten Ton 
P auf als Goordinat^nanfang und Ox als a;-Axe bezogen. Wir wollen 
die Erafte betrachten, welche auf den Stab und den Theil BT der 
Feder wirken. Die auf den Stab wirkenden Ej^fte bestehen aus den 
am Schwerpunkt parallel den Goordinatenaxen angreifenden Gompo- 
nenten X, Y und den in entgegengesetztem Sinn genommenen Effectiv- 
kraften, die einem Paar Mh^ d'^O/d^ gleichkommen. Die auf die Feder 
wirkenden Knlfbe bestehen aus den in entgegengesetztem Sinn genom- 
menen Effectivkrafben, welche in Folge der Feinheit der Feder so klein 
sind, dass sie yemachlässigt werden können, und der resultirenden 
Wirkung längs des Querschnitts der Feder bei P. Diese resultirende 
Wirkung wird durch die Spannungen der unzähligen Fasern, aus denen 
die Feder besteht, hervorgebracht und diese sind einer Kraft am Punkt 
P und einem Kräftepaar gleich. Wird eine elastische Feder so ge- 
spannt, dass sich ihre Krümmung ändert, so ist, wie die Praxis und 
Theorie zeigt, dieses Paar der Krümmungsänderung für den Punkt P 

proportional. Wir können es daher durch E( ) darstellen, wobei 

E nur von dem Material, aus dem die Feder gemacht ist und der Form 
ihres Querschnitts abhängt. 

um nicht die unbekannte am Punkt P wirkende Kraft einführen 
zu müssen, wollen wir die Momente um P nehmen. Wir erhalten 



Mk^ 



t=-E{^-^)-Xy+Yx, 



dt' 

Diese Gleichung gilt für jede Lage des Punktes P. Betrachtet 
man für den Augenblick die linke Seite als constant und Xy y als 
variabel, so stellt sie die Gleichung ftlr die Gestalt der Feder dar. 

Es sei BP = s. Multiplicirt man die Gleichung mit ds und inte- 
grirt über die ganze Länge l der Spiralfeder, so wird 

Nun ist — der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Nor- 
malen und daher / — - der Winkel zwischen der Anfangs- und End- 
normale. Da aber im Punkt C die Normale zu der Feder während 

der Bewegung festliegt, so ist / (— ) der Winkel zwischen den 

Normalen im Punkt B in den beiden Lagen, in welchen = und 
= ist. Weil nun die Normale im Punkt B einen constanten 
Winkel mit dem Stab macht, so ist dieser Winkel der Winkel 0, den 
der Stab mit seiner Gleichgewichtslage macht. Sind ferner Xj y die 
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Goordinaten des Schwerpunkts der Feder zur Zeit t, so ist fxds = xly 
lyds = yl. Die Bewegungsgleichung erhalt sonach die Form: 

Nehmen wir an, in der Gleichgewichtslage finde kein Druck auf 
die Axe statt iind die Schwingungen seien klein, dann sind X und 
Y während der Bewegung kleine Grossen von derselben Ordnung wie 6. 
Wir nehmen femer an, der Stützpunkt befinde sich während des 
Zustandes der Buhe über dem Schwerpunkt der Feder. Ist nun 
die Anzahl der Windungen der Spiralfeder gross und jede Windung 
nahezu kreisförmig, so wird sich der Schwerpunkt niemals weit yon 
entfernen. Yx und Xy sind daher beide Producte zweier kleiner 
Grossen und desshalb mindestens yon der zweiten Ordnung. Vernach- 
lässigt man diese Glieder, so wird 



Die Schwingungsdauer ist daher 2^1/ 



MkH 
E 



Daraus geht hervor, dass bei einer ersten Amiähenmg die Schwin- 
gungsdauer unabhängig von der Gestalt der Feder im Gleichgewichts- 
zustand ist und nur von ihrer Länge und der Form ihres Querschnittes 
abhängt. 

Wird die Länge l der Feder vergrössert, so nimmt die Oscillations- 
zeit zu und die Uhr geht nach. Um diesen Fehler nothigenSedls cor- 
rigiren zu können, ist die Druckschraube, durch die der Punkt C ge- 
halten wird, an einem Stab Ox befestigt, welcher sich um so drehen 
lässt, dass sich die Feder nicht mitdreht. Die bei B festgehaltene 
Feder gleitet durch die Druckschraube C und die Länge von CBy also 
die zur Wirkung kommende Länge l der Feder wird bei einer Drehung 
von D weg verkürzt. Bewegt man den Stab Ox nach D zu, so wird 
die wirksame Länge l Tergrössert 

Diese kurze Darstellnng der Bewegung einer Uhrunruhe ist einem der Aka- 
demie der Wissenschaften überreichten Aufsatz entnommen. Weitere Untersuchungen 
über die für Isochronismus nöthigen Bedingungen und die Bestimmung der besten ^ 
Gestalt der Feder findet der Leser in Liouville's Journal 2, V, 1860, M.E. Phi^/V 
lipps, Memoire 9wr I4,8pirdle riglant des chronomitres et des montres. 

Wenn die Temperatur wächst, so wachst auch die Länge l der Unruhe. Aus 
diesen und anderen Gründen geht die Uhr nach. Die Compensation für einen 
Temperaturwechsel wird jetzt gewöhnlich dadurch bewirkt, dass man das Träg- 
heitsmoment des osciUirenden Körpers ändert. Der Umfang des Unruherades ist 
kein vollständiger Exeis, sondern besteht aus zwei Bogen, yon denen jeder kleiner 
als ein halber Ereisumfang ist. Das eine Ende eines jeden ist an das eine Ende 
des Stabes B'OB befestigt, während nicht weit von dem andern freien Ende eines 
jeden Bogens eine kleine Masse angebracht ist. Jeder Bogen ist aus zwei dünnen 
nebeneinander liegenden Streifen von verschiedenem Metall hei^gesteUt, von denen 
der äussere sich in der Wärme mehr ausdehnt als der innere. Bei einer Erhöhung 
der Temperatur biegen sich die Bogen nach innen und das Trägheitsmoment der 
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ganzen Unruhe wird vermindert. Die richtige Lage der Massen auf den Kreis- 
bogen wird durch Versuche bestimmt und dies ist in der Regel ein langwieriger 
Process. 

§ 110. Der Draek anf die feste Axe. Den Druck auf eine feste 
Axe 0u finden, um toekhe sich ein unter der Einwirkung irgend wdcher 
Kräfte stehender Körper bewegt. 

Erstens. Nehmen wir an, der Körper und die Kräfte seien sym- 
metrisch zu der durch den Schwerpunkt senkrecht zur 
Axe gelegten Ebene, so lassen sich die auf die Axe 
wirkenden Druckkräfte offenbar auf eine einzehie am 
Aufhängungscentrum C angreifende Kraft reduciren. 

F, G seien die Componenten der Wirkung des 
Stützpunktes auf den Korper in der Richtung von C 
nach dem Schwerpunkt und senkrecht dazu; X, Y 
die Summe der Componenten der gegebenen Kr&Üe in 
denselben Richtungen und L ihr Moment um C. Es 
sei 00a=A und der Winkel, den CO mit irgend einer im Raum 
festliegenden Geraden bildet. 

Nimmt man die Momente um C, so ist 

^_ ^ m 

dt* M{k* + h*) ^'■^' 

Die "Bewegang des Schwerpunkts bleibt dieselbe, als wenn alle 
Et&fte an ihm angreifen wfirden. Da er einen Kreis um C beschreibt^ 
so sind did Tangential- und Normalcomponenten 

Jdey_ x+F .„. 

Die Gleichung (1) Uefert die Werthe fdr O'e/dfi und dO/dt-, die 
Druckkräfte findet man dann aus (2) und (3). 

Wenn die Schwerkraft allein auf den Korper wirkt und von der 
Verticalen aus gerechnet wird, so ist 

X = Mg cos e, r= — Mg am 6, Ir = — Mgh sin 
und daher 

W *rfp«^* • • (^)- 

Durch Integration erhält man 

(sr - c + s^ «» • w- 

Ist die Winkelgeschwindigkeit des Korpers H, wenn CO eine 
horizontale Lage hat und daher cos 6 =^0 ist^ so ergibt sich C=Sl\ 
Setzt man diese Werthe in (2) und (3) ein, so wird 
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- ^ = Ä»A + Sr cos e ^^,- 



+ 

worin 6 der Winkel ist^ deu daa vom Schwerpunkt des Körpers auf 
die Axe gefällte Lotk mit der abwärts gerichteten Yerticalen bildet. 

Dara/us geht hervor^ dass die Ihvckcomponente senkrecht zu der Ebene, 
welche die Axe und den Schwerpmkt enOiäU, unabhängig von den An- 
fangsbedingungen ist. Bei den Schwingungen des Körpers yariirt diese 
Gomponente wie der Abstand des Schwerpunkts von der durch die 
Axe gehenden Yerticalebene. Die Druckcomponente dagegen, welche 
in der die Axe und den Schweipunkt enthaltenden Ebene liegt, ist 
von der Anfangswinkelgeschwindigkeit des Körpers abhängig. 

Wirken Stosskräfte, so ändern sich die Gleichungen (1), (2), (3) 
nur wenig. Wenn a, a/ die Winkelgeschwindigkeiten gerade vor und 
gerade nach der Action der Stosskräfte sind, so erhalten die Gleichungen 
die Form 

worin die Buchstaben dieselbe Bedeutung wie früher haben, und nur 
F, O, Xj Y statt endlicher Kräfte Stosskräfte bedeuten. 

§ 111. Beisp. 1. Eine Kreisfläche, deren Gewicht TFist, kann sich frei um eine 
horizontale auf ihr senkrecht stehende Axe drehen, die durch einen auf ihrer 
Peripherie liegenden Punkt C geht. Der Kreis beginnt seine Bewegung vom Zu- 
stand der Buhe aus, .in welchem der durch C gehende Durchmesser sich Tertical 
über C befindet. Man zeige, dass die Resultanten des Drucks auf die Axe, wenn 

dieser Durchmesser horizontal liegt und sich vertical unter C befindet, ^ V^ ^ 
bez. ^ W sind. 

Beisp. 2. Einen dünnen gleichförmigen Stab, dessen eines Ende an eine 
glatte Scharnier befestigt ist, lässt man aus einer horizontalen Lage herabfallen; 
man beweise, dass, wenn der horizontale Zug am grössten ist, der yerticale Zug 
auf die Angel sich zu dem Gewicht des Stabes verhält wie 11 : 8. Math. Tripos. 

Beisp. 8. Es sei a=^g ,,T^ , , b= g .^ , ,, und R die Resultante von 

— F — MSl^h und G. Man construire eine Ellipse, deren Centrum C ist und 
deren Axen in der Richtung von CO und senkrecht dazu 2a bez. 26 sind. Diese 
Ellipse sei im Körper befestigt und schwinge mit ihm. Man beweise, dass der 
Druck B yariirt wie der Durchmesser, in dessen Richtung er wirkt. Diese 
Richtung kann man so ermitteln: der Hülfskreis schneide die Yerticale durch C 
in V und das von V auf CO gefällte Loth schneide die Ellipse in B. Es ist 
dann CB die Richtung des Druckes B. 
• ■ • • ■ 

§ 112. Zweitens. Entweder der Körper oder die Kräfte seien nicht 
symmetrisch. 

Die feste Axe sei die ^er-Aze^ der Goordinatenan&ng beliebig und 
ebenso die a;jer-Ebene. Wir werden sie später so wählen^ dass unsere 
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Untersuchung möglichst einfach wird, x^ y^ seien die Coordinaten 
des Schwerpunkts zur Zeit t-y o die Winkelgeschwindigkeit des Eörpers^ 
f die Winkelbeschleunigung ^ so dass also 
f = da/dt. ... 

Da jedes Element m des Körpers einen 
Kreis um die Axe beschreibt^ so sind seine 
Beschleunigungen in der Richtung des von der 
Axe aus gezogenen Radiusvectors und senkrecht 
dazu — (o^r bez. fr. Macht r mit der orjer-Ebene 
zu irgend einer Zeit den Winkel 6, so erhalt man offenbar die fol- 
genden Componenten der Kräfte: 

d^ 
und 




^ = — (o^r cos d — /V sin ö = — co^x — fy 



Diese Gleichungen erhält man auch, wenn man ^«=r cosd, y«=rsind 
zweimal differenzirt und dabei bedenkt, dass r constant ist. 

Sammelt man die Effectivkräfte aller Elemente und combinirt sie 
auf die Poinsot'sche Art, so ergibt sich, dass sie einer am Coordinaten- 
anfang angreifenden Kraft und einem Kräftepaar gleichwerthig sind; 
die sechs Componenten sind: 

X^=i:m^^2;m{—iD^x—fy) = — (o^Mx — fMy. . . , (1), 

Y,^i:m^ = 2;m(-iD^y + fx) m^My + fMx .... (2), 

Z, = Zm^ =0 (3), 

L^^2]m(yj^ — 0^) = — £m0j^=m^£myz—fi:mxz . (4), 

Jtfi= £m [0 d?~^d?)^ ^^^'d^'^ — (o^Smxz — fSmyz . (5), 
2^,= £m(a:g-y^) = 2;«.r«g = m'Y (6). 

Da ^ = ist, so lassen sich die rechten Seiten der Gleichungen 

(4) und (5) offenbar dadurch bestimmen, dass man ^er in die 27 von (2) 
und (3) einfahrt. 

Der Körper möge an zwei Punkten der Axe in den Abständen 
a, a Yom Goordinatenanfang befestigt sein; die Componenten der 
Beactionen der Punkte auf dm KSrper parallel zu den Coordinatenaxen 
seien bez. F^ 6r, H\ Fy G\ Ä'; femer seien X, F, Z die auf den 
materiellen Punkt m wirkenden gegebenen beschleunigenden Kräfte. 
Nach D'Alembert's Princip § 72 ist alsdann 
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ZmX + F+F'^ — iD^Mi — fMy (1)', 

i:mT+a+G'^ — m*My + fMx (2)', 

ZlmZ+H+W = (3)', 

Um (ifZ—zT) — Ga— G'a' = a^Umye — fLmxe . (4)', 

i:m (jsX — xZ) + Fa + Fa' = — ei^Zmxz — fSmys (5)', 

i:m{xT—yX) = fMV^ ..... (6)'. 

Die Gleichung (6/ bestimmt f'^'-yr und durch Integration auch 

o; aus (ly, (2)', (4)', (5)' erhalt man dann F, G, F, ö'; jff und ^ 
bleiben unbestimmt; ihre Summe ist jedoch durch (3/ gegeben. 

Offenbar lassen sich die sechs Bewegungsgleichungen manchmal 
sehr yereinfEUihen. 

Flrstens. Wenn die ier-Axe für den Coordinatenanfang eine Haupt- 
axe ist^ so wird ^ 

Umxy^ ■= , Zmyz = 

und die Berechnung der rechten Seiten der Gl. (4)', (5/ fallt weg. 
Man soUte daher, wenn möglich^ den Coordinatenanfang so toahien, dass 
die feste Axe eine Hauptaxe des Körpers für diesen Punkt ist, § 48. 

Zweitens. Mit Ausnahme der Bestimmung yon f und m durch 
Integration der GL (6)' besteht das ganze Verfahren lediglich in einer 
algebraischen Substitution f&r f und o in die übrigen Gleichungen. 
Daher bleibt das BesuUat auch dann noch richtig, wenn man bei der Auf- 
stdlung der Bewegungsgleichumgen die xz-Ebene so wählt, dass sie den 
Schwerpunkt in dem in Betracht gezogenen Moment enthalt Dadurch 
wird y = und die Gl. (IJ, (2)' yereinfachen sich. 

Drittens. Da die Punkte der Axe, an welche der Körper befestigt 
wird, willkürlich sind, so kann man zur weiteren Vereinfachung den 
Coordinatenanfang als einen Drehpunkt wählen und dem andern eine 
andere passende Lage geben. Dann wird a = 0; F', G' ergeben sich 
ohne Weiteres aus (4)', (5/ und JP, G findet man aus (1)', (2)'. 

§ 113. HomentankrSfte. Sind es Stossknlfte, die am Körper an- 
greifen, so müssen die Gleichungen etwas abgeändert werden, (u, v, w), 
{u'y v'y w') seien die den Azen parallelen Gteschwindigkeitscomponenten 
eines Elementes m, dessen Goordinaten (x, y, e) sind. Es wird u^=^ — ym, 
w' = — ym'y V = xm, v' = xm' und w = 0, w' = 0. Die sechs Com- 
ponenten der Effectivkrafte erhalten die Form 

3;^ = Zm(u' — tt) = — Smy{m — m) — — My(p — o). (1), 

Fl = i:m{v — v) = i:mx{p' — «) = Mx{(o — a) . . (2), 

Z^ = I]m(w' — w) =0 (3), 

Ifi= i:m{y(w' — w) — g(v' — 1^)}= — £mxg{fo — m) . (4), 
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Mi= Zm{z(u' — u) — x(w' — w)]= — 2:my0(m — a) . . (5), 
JVi = (§ 89) = Mh'^ (cd' - cd) . . (6). 

Nach D'Alembert's Princip (§ 86) ist femer 

2]X + F+F' Jfy(cD' — cd) (1)', 

2:r+(? + ö'=Jlfi(cD'— cd) (2)', 

ZZ + H+ff^O (3/, 

i:{yZ — 0T)—Ga — G'a' = — IJmxz (cd' — cd) . (4)', 

zl^X— xZ) + Fa + Fd = — Hmyzip — ai) . (6)', 

i:{xT-yX) =3f*'HcD' — cd). . . (6)'. 

Diese sechs Gleichungen reichen zur Bestimmung von a/y Fy 2^, 
Gy G' und der Summe n+ W hin. 

Wie man sieht^ ist es bei der Bildung der Bewegungsgleichungen 
für ein specielles Problem wichtig, die oben erwähnten drei Verein- 
fachungen zu beachten. 

§ 114. Analyse der erhaltenen Resultate. Daraus^ dass die Kräfte 
und der Druck in den statischen und dynamischen Gleichungen in 
linearer Form auftreten, folgt, dass man die Gomponenten aller aus ver- 
schiedenen Ursachen entstandenen Druckkräfte dadurch erhalten kann, 
dass man die jedem einzelnen Druck zukommenden Gomponenten addirt. 
Die Druckkräfte der Axe auf den Körper kann man daher als die Re- 
sultanten zweier Gruppen von Druckkräften ansehen: (1) der statischen, 
die den gegebenen Kräften Xy Yy Z etc. das Gleichgewicht halten und 
(2) der DruckkriLfte, die den E£Fectivkraften mä^x/d^y md^y/dfi etc. 
gleichwerthig sind. 

Die Resultante des statischen Drucks kann man aus den ersten 
fünf Gleichungen ermittebi, indem man ihre rechten Seiten gleich Null 
setzt. Diese Gleichungen ändern sich nicht, wenn man die gegebenen 
Kräfte parallel zu sich selbst verlegt und an Punkten der Axe an- 
greifen lässt, vorausgesetzt, dass man die Kräftepaare, wie sonst auch, 
einführt. Man kann dann das Paar, dessen Axe Oz ist und welches 
nur in Gl. (6/ auftritt, bei Seite lassen und den statischen Druck auf 
die Axe durch Zusammensetzung der übrigen verlegten Ejräfte er- 
mitteln. Wenn z. B. die einzige am Körper angreifende gegebene E[raft 
die Schwere ist und die Auf hängungsaxe horizontal liegt, so ist der 
statische Druck auf die Axe eine verticale, dem Gewicht des Körpers 
gleiche Kraft, die an dem Fusspunkt des von dem Schwerpunkt auf 
die Auf hängungsaxe gefällten Lothes angreift. Auf dieselbe Art kann 
man den statischen Druck, welcher einer auf den Körper senkrecht 
zur Axe wirkenden Stosskraft entspricht, dadurch finden, dass man sie 
parallel zu sich selbst in einer zur Axe senkrechten Ebene verlegt und 
an einem Punkt der Axe angreifen lässt. 

Ist die BotcUionsaae Oz eine Hauptaxe für einen Punkt 0, so nehmen 
die durch die Effectivkräfite hervorgerufenen Druckkräfte eine einfache 

Bouth, Dynamik. I. 7 
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Gestalt an. Aus (4) und (5) folgt, dass i^ = 0, -Mj = isi Die 
Effectivkräfte sind daher den Kräften X^, Y^y die an Ö angreifen, zu- 
sammen mit einem Paar N^ gleichwerthig. Die Kräfte X^, T^ sind 
offenbar die Gomponenten der Effectivkräfte einer in den Schwerpunkt 
gebrachten Masse M, während das Paar N^ nur in der sechsten Be- 
wegimgsgleichung auftritt und die Druckkräfte F^ G, Fy G' nur in- 
direct dadurch beeinfiusst, dass es f ändert. Es ergibt sich, dass die 
Drudchräfte, welche an der Axe durch die EffecHvhräfte hervorgerufen 
iverden, einer eirusdnen Krafl gleichwerthig sind^ welche am Hauptpunkt 
der Umdrehungsaxe angreift und derBesidtanten der Effectivkräfte der ganzen 
im Schwerpunkt vereinigten und sich mit ihm bewegenden Masse gleichkommt. 
Bezeichnet man das Loth vom Schwerpunkt auf die Axe mit r, so sind 
die Componenten dieses Drucks in der Richtung von r und senkrecht 
zu der r und die Axe enthaltenden Ebene — a^Mr bez. fMr. Sind 
es Stosskräfbe, die wirken, so gelten dieselben Bemerkungen, nur dass 
die einzige Druckcomponente jetzt fMr ist, worin f für co' — (d steht. 

Es ergibt sich mithin, dass bei der Rotation eines schweren Körpers 
um eine feste horizontale Axe, die einen Hauptpunkt hat, der Druck 
der Axe auf den Körper zwei Kräften äquivalent ist. Die eine ist dem 
Gewicht gleich und entgegengesetzt und greift an der Protection des 
Schwerpunkts auf die Axe an; die andere ist der Effectivkraft an dem 
Schwerpunkt gleich und greift an dem Hauptpunkt an. 

Wenn die Aufhängungsaxe einer Hauptaxe des Schwerpunkts 
parallel ist, so hat die Axe, wie wir aus § 49 wissen, einen Haupt- 
punkt, der mit der Projection des Schwerpunkts zusammenfällt. Ist in 
diesem Fall die Aufhängungsaxe horizontal, so greifen beide Druck- 
kräfte, der von der Schwere und der von den Effectivkräften herrührende 
Druct^ an demselben Punkt an imd kommen einer einzelnen Kraft gleich. 

Wenn der rotirende Körper eine Lamelle ist und die Axe Oe in 
ihrer Ebene liegt, so sind die Effectivkräfte eines Elementes m, im 
Abstand x von Oe, — mm^x und mfx, da x der Radius des von dem 
Element beschriebenen Kreises isi Wie aus den Elementen der Hydro- 
statik bekannt ist und auch aus § 47 folgt, sind die BesuUanten dieser 
beiden Gruppen pardUder Eröfte gleich — Mci^x bez, Mfx und greifen 
beide an dem Druckcentrum der Fläche an, wenn man die Aufhängungs- 
axe als in der Oberfläche der Flüssigkeit liegend ansieht. Die Lage des 
Druckcentrums ist bekannt, sobald man die Punkte bestimmt hat, deren 
Trägheitsmoment gleich dem der Fläche ist (§47). Alsdann greift der 
Druck an der Aufhängungsaxe, der von den Effectivkräften herrührt, an 
der Projection des Druckcentrums auf die Axe an. 

§ 116. Beisp. 1. Ein schwerer Körper kann sich frei um eine horizontale 
Axe Os drehen, welche für eine Hauptaxe ist. Er bewegt sich vom Zustand 
der Buhe aus, in welchem die durch den Schwerpunkt O gehende Ebene GOe 
horizontal ist. Man zeige, dass der von den Effectivkräften allein herrührende 
Druck mit der Ebene QOz einen Winkel macht, dessen Tangente der halbeii 
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Tangente des Winkels zwischen der Ebene GOe und der Yerticalen gleich- 
kommt. 

Beisp. 2. Der Quadrant eines Kreises vom Radius a kann sich frei um einen 
der Radien, von denen er begrenzt wird, als feste Axe drehen. Man zeige, dass 
der Druck auf die Axe zwei Druckkräften gleichwerthig ist, Ton denen die eine 
dem Gewicht der LameUe gleichkommt und an einem Punkt des festen Radius, 
der den Abstand Aa/$n Tom Centrum hat, angreift, w&hrend die andere an einem 
Punkt wirkt, der diesen Radius im Yerhaltniss von 3 : 5 theüt. 

Beisp. 3. Eine Ellipsenlamelle kann sich frei um die (Gerade drehen, welche 

die Endpunkte A^ B der Hauptdurchmesser verbindet und diese Axe ist in 

einer yerticalen Lage befestigt. Die Lamelle wird mit einer solchen Winkel- 

I geschwindigkeit m in Bewegung gesetzt, dass (a' — 6*) <»' s= 4^ya' -^ 5' ist. Man 

I beweise, dass die Druckkräfte auf die Axe einer einzelnen &aft gleichwerthig 

sind, welche an dem Fusspunkt des Lothes Ton dem Centrum auf die Axe an- 

. greift. Muss das Ende A oder B am höchsten liegen? 

Beisp. 4. Eine Lamelle kann sich frei um eine Axe Oz in ihrer Ebene als 
feste Axe herumdrehen. Sie wird von einem Schlag P an irgend einem ihrer 
Punkte A in einer zu ihr senkrechten Richtung getroffen. Man zeige, dass der 
statische Druck auf die Axe einem Schlag P gleich ist, der auf B wirkt, wenn 
AB senkrecht zu Ox; ist. Man zeige auch, dass der von den Effectiykräften her- 
rührende Druck einem Schlag Px^/k* gleich ist, der auf in einer zu dem 
Schlag auf B entgegengesetzten Richtung wirkt. Dabei ist der Coordinatenanfang 
der Hauptpunkt der Axe, x und £ die Abstände des Schwerpunkts und des 
Punktes A von Oe und Mk* das Trägheitsmoment för Oz. Unter welcher Be- 
dingung ist der Druck auf die Axe einem Eräftepaar gleich? 

Beisp. 6. Eine dreieckige Lamelle ABC schwingt um die Seite AB ah 

horizontale Axe. Man zeige, dass die Länge des gleichwerthigen Pendels -j^ 

AB 

ist, unter A den Flächeninhalt verstanden. Wenn der Eckpunkt plötzlich angehalten 
wird, zu beweisen, dass die Stossdruckkräfte bei A und B einander gleich sind. 

Beisp. 6. Eine Thwr ist mittelst zweier Angeln an einer festen Aoce auf- 
gehängt, die mit der Verticdlen den Winkel a macht. Man finde die Bewegung tmd 
den Druck auf die Angeln. 

Da die feste Axe offenbar eine Hauptaxe für ihren Mittelpunkt ist, so 
wählen wir diesen zum Coordinatenanfang. Zur xz-Ehene nehmen wir die Ebene, 
welche in dem betrachteten Moment den Schwerpunkt der Thür enthält. 

Die einzige Kraft, die auf die Thür wirkt, ist die Schwere, von der wir an- 
nehmen wollen, sie greife am Schwerpunkt an. Zuerst suchen wir ihre Com- 
ponenten parallel zu den Axen. Die Ebene -der 
Thür mache mit der yerticalen durch die Auf- 
hängungsaxe gelegten Ebene den Winkel 9. Zieht 
man die Ebene zON w^ dass ihre Spur ^.ATin der 
Ebene xOy den Winkel qp mit der os-Axe macht, 
so ist dies die durch die Axe gehende Yertical- 
ebene. Zieht man dann OT in dieser Ebene der- 
art, dass zOV=^a ist, so steht OV yertical. Die 
Componenten der Schwere sind daher 

X BS ^ sin a cos 9 , Y^b ^ sin « sin 9 , 

Z »= — g cos a . 

Da die Componenten der Effectiykräfie die- 
selben sind, als wäre die ganze Masse im Schwerpunkt vereinigt, so erhält man 
die sechs Bewegungsgleichungen 
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Mg Bm a coB tp -i- F-i-F' '^ — m^Mx (1), 

Mgemusmip + O+O' ^ fMx (2), 

-^MgcoBa + H+H''^0 («), 

— öa + öa' = (4), 

Mgcosax+Fa — F'a'='0 (6), 

— Mg sin a sin 9 . ^ SS Mk^ -r-^ . . . . (6) . 

Integrirt man die letzte Gleichung, so wird 

C-\-2gmjia cos 9 ^ =» k'*a* . 

Nimmt man an, die Thflr sei im Anfangszustand in Buhe und bilde dann 
mit der Yerticalebene durch die Axe den Winkel ^, so ist fOr tp^'ß, «»»0; also 

^'«' s= 2^0; sin a (cos qp — cos ß) 

Jif^f:^ — p sin a sin 90^ 

Durch Substitution dieser Ausdrficke in die ersten vier Gleichungen findet man 
JP. F\ Q, G\ 

§ 116. Dynamiselie und ^ometrisehey^ Symmetrie. Wie man 
sielity hängen die Gleichungen in den §§ 11^ 112 nicht von der Ge- 
stalt des Korpers, sondern nur von seinen Tragheits- und Deviations- 
momenten ab. Wir können daher den Körper durch irgend einen 
andern gleichen Moments ersetzen, der unseren Zwecken am besten 
entspricht. 

Wir werden^^^adurch oft in den Stand gesetzt, die complicirteren 
Formen des § ll^auf die einfacheren des § 110 zurückzufOhren. Denn 
wenn auch der Korper bez. einer durch seinen Schwerpunkt senkrecht 
zur Auf hangungsaxe gehenden Ebene nicht symmetrisch ist, so können 
wir ihn doch so behandeln, als ob er es in der That wäre, wenn nur 
das CentraleUipsoid bez. dieser Ebene symmetrisch ist. Einen solchen 
Körper kann man dyna/misch symmetrisdh nennen. Sind gleichzeitig die 
Kräfte bez. derselben Ebene symmetrisch — dieser Fall tritt immer 
ein, wenn die Aufhangungsaxe horizontal und die Schwere die allein 
wirkende Kraft ist — so müssen sich, wie wir wissen, die Druckkräfte 
auf die Axe unter allen Umstanden auf eine einzelne Druckkraft redu- 
ciren lassen, die man mit Hülfe des § 110 finden kann. 

Beisp. 1. Eine gleichförmige schwere Lamelle^ welche die Qestalt eines 
Kreisausschnitte hat, hftngt an einer horixontalen Axe, welche dem den Bogen 
halbirenden Badius parallel ist und schwingt unter dem Einfluss der Schwere. 
Man zeige, dass die Druckkr&fte auf die Axe einer einzelnen Kraft äquivalent 
sind und gebe die Grösse der letzteren an. 

Beisp. 8. Ein gleichseitiges Dreieck schwingt um eine horizontale in seiner 
Ebene gelegene Axe; man zeige, dass die Druckkräfte einer einzelnen Kraft 
äquiyalent sind und gebe die Grösse der letzteren an. 
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§ 117. Permanente Rotationsuen. Nehmen wir an^ irgend ein 
Punkt eines Körpers, anf den keine Kräfte wirken , liege im Baum 
fest und der Korper rotire um eine Axe, die wir O0 nennen wollen, 
so kann man danach fragen, unter welchen Bedingungen der Körper 
gezwungen ist, seine Rotation um diese Axe so, als ob sie im Baum 
festläge, fortzusetzen. Sind diese Bedingungen erfOllt, so heisst die Axe 
eine permanente Botatiansaaje für den Fmkt 0. 

Um die Bedingungen zu bestimmen, wollen wir annehmen, irgend 
ein anderer Punkt A der Axe liege ebenftdls im Baum fest. Auf die- 
selbe Art wie in den §§ 111, 112 lassen sich alsdann die Druckkrilfte 
bei Aj welche zur FesÜegung der Axe nöthig sind, ermittebi. Sind 
sie gleich Null, so ist die Befestigung an Ä überflüssig und kann ent- 
fernt werden. Der Körper fahrt dann fort um O0 zu rotiren, als läge 
es im Baum fest. 

Da keine gegebenen Kräfte auf den Körper wirken, so rührt der 
ganze Druck auf die Axe von den Effectivkraften her. Ist die Axe 
O0 fCLr irgend einen auf ihr gelegenen Punkt eine Hauptaxe, so greift 
der von den Effectivkraften herrührende Druck an diesem Punkt an 
(§ 113). Der Druck bei Ä kann folglich nur dann Null sein, wenn 
dieser Punkt mit zusammenfällt. Die Bedingungen sind daher erfüllt, 
wenn die Botationsaxe Ob für den fesüiegenden PufJU eine Emiptaxe ist. 

Wenn die Axe Oz ffir keinen ihrer Punkte eine Hauptaxe ist, so 
lässt sich beweisen, dass sie keine permanente Botationsaxe sein kann. 
Zu diesem Zweck müssen wir auf die Gleichungen (4)', (ö)', (6)' in 
§ 111 zurückgreifen. F, ff, H] F, ff', JBT seien die Druckkräfte bei 
bez. Ä. Dann ist a »: 0, a' =» OÄ» 

Nimmt man die Momente um Osf, so erhält man MV^f^=^ 0; die 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die Oi^-Axe ist daher con- 
stant. Man findet leicht, dass dfx/di? »» — a^^x , d?y/dfi »» — m^y , 
^g/df BS ist. Ninmit man die Momente um die x- und 9- Axe, so 
ist nach § 71 

— ffV= 2;w(y 5j^ — ^) = üol^ZmyZy 

Fa' = Sm \ß -jts — X j4) = — m^Ufnxz. 

F' und G' können daher nur dann yerschwinden, wenn Smxg »» 

und Emye «» ist, das heisst, Oe kann nur dann eine permanente 

Botationsaxe sein, wenn es eine Hauptaxe fOr den festen Punkt ist. 
Die Existonz Ton Hauptaxen wurde zuerst tob Segner in seinem Werk Spedmen 
Theoriae Twrhmwm 1766, Gtöttiiigen, festgestellt. Er verfolgte bei seinen unter-* 
suchungen den umgekehrten Weg, den wir hier eingeschlagen haben. Eine Hauptaxe 
definirt er als eine solche, deren Lage die durch die Botation eines Körpers um sie 
entstehenden Erftfte nicht zu ändern suchen und leitet aus dieser dynamischen 
Definition die geometrischen Eigenschaften dieser Axen ab. Man sehe Prof. Caj- 
ley's Bericht an die British Association on ihe special problems of dytumies, 1S62 
und Bossut, Histoire des MaQi6maJÜques, Tome n, 1802; deutsch yon H. Th. Reimer, 
Hamburg, 1804. 
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§ 118. Auf einen in Buhe befincOdchen Körper, von dem ein Punkt 
im Baum fesfUegt, wirkt ein Stasskräftepaar; man soU die Anfangs- 
rotationsaxe finden. 

Oz sei die Anfengsaxe. Wie früher woUen wir annehmen, die 
Axe sei noch an einem andern Punkt Ä befestigt, für welchen dann 
die Druckkräfte gleich Null zu setzen sind. Sind L, üf, N die Com- 
ponenten des Paares um die Axe, so lautet die Gleichung für die Ebene 

des Paares 

L]^ + Mri + Nt = (1). 

Uy v\ w' seien femer die An£Emgsgeschwindigkeiten eines Elements 
des Körpers, dessen Goordinaten x^ y, xr sind und oi' die Anfangswinkel- 
geschwindigkeit des Körpers. Genau wie in § 112 ist dann u^ — yco', 
t;' = xd. Die Momente um die x-^ y-, xr-Axen liefern die Gleichungen 

L — G'd = Um {yuf — ev') = — Smxz • m 
JW + Fei = Zm{eu — xw) = — Zmyz • m 

F, G' sind hier, wie früher, die Gomponenten des Drucks bei A und 
0A=: a'. Setzt man f^= 0, (t'= 0, so geben die Gleichungen die 
Paare an, die auf den Körper wirken müssen, um eine Rotation um 
Ojs hervorzubringen. Substituirt man alsdann die Werthe von L, M, N 
in 61. (1), so lautet die Gleichung für die Ebene des Paares: 

— i:mxis . I — Umyis • tj + Mk* • t = . . . (2) . 

Denkt man sich femer das Trägheitsellipsoid für den festen Punkt 
construirt, dessen Gleichimg 

Ai^ + Bri^ + Ct^ + 2Drit — 2 EU — 2Fgij = K 

sei, so hat man für die der (-Axe conjugirte Diametralebene die Gleichung 

-Ei-Dri + Cf; = (3), 

welche, mit (2) verglichen, zeigt, dass die Ebene des resultirenden 
Paares die der Umdrehungsaxe conjugirte Diametralebene sein muss. 

Wirkt also auf einen Körper, der sich in Buhe befindet und von 
welchem ein Punkt festliegt, ein KräftepodJir, so beginnt er um die der 
Ebene des Paares conjugirte DiametraUinie bess, des Trägheitsdlipsoids 
für den festen Punkt m rotiren. 

Mithin beginnt ein Körper nur dann um eine auf der Ebene des 
Paares senkrechte Gerade zu rotiren, wenn die Ebene des Paares einer 
Hauptebene des Körpers für den festen Punkt parallel ist. 

§ 119. Beisp. 1. Ein Körper befinde sich im Zustand der Buhe, einer seiner 
Punkte liege fest und auf den Körper wirke iigend ein Kräftepaar, dessen Axe 
ein Radiusvector OP des reciproken Trägheitsellipsoids für ist. Der Körper 
beginnt sich um ein Ton auf die Berührungsebene in P gefälltes Loth zu 
drehen. 
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Beisp. 2. Auf ein maseivee homogenes Ellipsoid, dessen Centram festliegt, 
wirkt in einer Ebene, deren Bichtongscosinusse, auf die Hauptdorchmesser be- 
zogen, (Z, m, n) sind, ein Erftftep&ar. Man beweise, dass die Bichtungscosinusse 

der Anfangsrotationsaxe tt—, — = , -x— ^ — = , ^ . ^, proportional sind. 

6* + c* c" + * a* + 6" *^ *^ 

Beispiel 8. Macht man durch das Trftgheitsellipsoid eines Körpers für einen 
festliegenden Punkt einen ebenen Schnitt, so kann man den Körper um einen der 
Hauptdurchmesser dieses Schnittes rotiren lassen, wenn man ein Paar von der 
gehörigen Grösse anbringt, dessen Aze der andere Hauptdurchmesser ist. 

Denn: nimmt man an, der Körper drehe sich gleichmässig um die xr-Aze, 
so sind die Paare, welche auf den Körper wirken müssen, um diese Bewegung 
hervorzubringen, L »s m^Ztnyz^ M^^ — cai^Zmxz^ N^^^O . Nimmt man nun die 
Axe so an, dass Stnxs^O wird, so ergibt sich, dass die Aze des Paares die 
x-Axe sein muss; seine Grösse ist L^B^m^Smye. 

Beisp. 4. Man l&sst einen Körper, von welchem ein Punkt im BAum fest- 
liegt, dadurch, dass man das geeignete Paar anbringt, um irgend eine gegebene 
Gerade rotiren. Die Lage der Botationsaze, für welche die Grösse des Paares ein 
Maximum ist, hat man die Axe des Maxifndlmoments genannt. Man zeige, dass 
es sechs solche Azen giebt, von denen zwei in jeder Hauptebene liegen und je 
zwei die Winkel zwischen den Hauptazen in der Ebene halbiren, in welcher sie 
liegen. 

Sind die Hauptazen des Körpers fOr den festliegenden Punkt die Bezugs- 
azen, (l, m, n) die Bichtungscosinusse der Botationsaze, (X, fi, v) die der Aze des 
Paares G, so ist nach der letzten Aufgabe und den Beispielen 2 und 8 in § 18 
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G^^{A-^ ByVm' + (5 — Cym'n' + (C— ^)«nM«. 

G muss nun zu einem Mazimum gemacht werden, indem man (I, m, m) 
varüren l&sst; zugleich sind (Z, i», n) an die Bedingung gebunden, dass 1*+»*'+***= 1 
ist. Die Lage dieser Azen wurde zuerst von Wal ton in dem Qwirterly Jowmal 
of MathemoHcs, 1866, untersucht. 

§ 120. Der Mittelpaiikt des Stosses. Wenn die festliegende Axe 
gegeben ist und der Körper so getroffen werden kann^ dass kein Stoss- 
druck auf die Axe entsteht^ so heisst jeder Punkt in der Bichtungs- 
liliie der Kraft ein Milislpimkt des Stosses. 

Wenn die Richtung des Stosses gegeben ist, so wollen wir die 
Axe, um welche der Körper zu rotiren beginnt, die Axe der spontanen 
Botation nennen. Sie fällt offenbar mit der Lage der festen Axe in 
dem vorigen Fall zusammen. 

Zuerst wollen wir die ebene Bewegung betrachten. Man denke 
sich eine Lamelle, die sich im Zustand der Buhe befindet und an einem 
Punkt C mit dem Schwerpunkt G vertical unter C hängt Sie werde 
von einem horizontalen Stoss Y getroffen, der in der Ebene der La- 
melle wirken imd an einem Punkt A in der Verlängerung von CG ein- 
greifen möge. Sind nun CA = a^ F und G die Stossreactionen an 
den festen Punkt C; cd' die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um C 
gerade nach dem Stoss F, so erhält man die Bewegungsgleichungen, 
genau wie in § 110 
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Wenn der Druck G auf den festliegenden Punkt verschwindet, so 
erhält man durch Elimination von Y 

das heisst also, wie aus § 92 herrorgeht, dass Ä das Schwingungs- 
centrum des Körpers sein muss. Dctö Schicingungscentrum ist daher ein 
MiUdptmkt des Stosses, 

Anfg. Ein Körper ist im Stande, sich frei um eine festliegende Axe zu drehen. 
Man soU die Bedingungen angeben, unter welchen ein Cenbrwn des Stosses vorhanden 
ist und seine Lage bestimmen. 

Die feste Axe sei die e-Axe; die xz-Ebene gehe durch den Schwerpunkt des 
Körpers; X^ Y, Z seien die Componenten der Stosskrafb und £, ?}, ( die Ooordi- 
naten eines Punktes auf ihrer Actionsrichtung; MJc* das Trägheitsmoment des 
Körpers für die feste Axe. Wir haben nun den Druck auf die Aze zu ermitteln, 
denselben gleich Null zu setzen und erhalten auf diese Art die Bedingungen für 
die Existenz eines Gentrums des Stosses. Da das Verfahren im Wesentlichen 
dasselbe ist, wie in § 118 und § 117, so wird es nicht nöthig sein, dasselbe Schritt 
fär Schritt zu wiederholen. Setzt man y=^0 und lässt die Stossdruckkrftfte auf 
die Axe weg, da sie nach der Voraussetzung der Null gleichgesetzt werden sollen, 
so lauten die sechs Bewegungsgleichungen des § 112 

X = 0, Y=3fx(«' — <»), Z=0 (1), 

ij Z — J T = — (©' — «) 2mxz\ 

tX— JZ =—(©'—©) Zwyifi (2). 

{F— ijX=(» — a»)JfÄ;'» j 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die folgenden Bedingungen ableiten: 
I. Aus (1) ist ersichtlich, dass X=^0, Zs=: ist; die Kraft muss daher senk> 
recht zur Ebene wirken, welche die Axe und den Schwerpunkt enthält. 

n. Substituirt man aus (1) in die beiden ersten Gleichungen von (2), so er- 
hält man 2myz = und £= - -._ — Da man den Ck>ordinatenanfang beliebig 

auf der Botationsaxe annehmen kann, so mag er so gewählt werden, dass 

ZmxZ'^O ist. Die je; -Axe muss daher eine Hauptaxe für den Punkt sein, in 

welchem eine durch die Richtungslinie des Stosses senkrecht zur Axe gelegte 

Ebene die Axe schneidet. Es gibt also nur dann ein Centrum des Stosses, wenn 

die Axe für irgend einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist. 

Jfc'* 
m. Substituirt man aus (1) in die letzte Gleichung Ton (2), so wird £ s» -=. . 

X 

Nach § 92 bestimmt diese Gleichung das Schwingungscentrum des Körpers um die 
feste Axe, wenn man sie als Auf hängungsaxe behandelt. Daher muss der senk- 
rechte Abstand zwischen der Bichtungslinie des Stosses und der festen Axe dem 
Abstand des Schwingungscentrums Ton der Axe gleich sein. 

Ist die feste Axe einer Hauptaxe für den Schwerpunkt parallel, so geht die 
Bichtung des Stosses durch das Schwingungscentrum. 

Beisp. 1. Eine Kreislamelle ruht auf einem glatten horizontalen Tisch; wie 
muss sie getroffen werden, damit sie sich um einen Punkt ihrer Peripherie zu 
drehen anfängt? Die Bichtung des Stosses muss den zu ihr senkrechten Durch- 
messer im Verhältniss 3 : 1 theilen. 
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Beisp. 2. Ein Pendel besteht aus einer Kugel (Radius a, Masse Jf), die an 
dem Ende einer dünnen Stange (Länge 2», Masse m) befestigt ist. Wo muss es 
bei jeder Schwingung gestossen werden, wenn der Stützpunkt durch Stossdruck- 
loAfte nicht abgenutzt werden soll? Der Punkt liegt in einem Abstand l vom 
Stützpunkt, welcher sich aus 

[if (a + &) + -i- mfe] Z = itf [la« + (a + 5)'] + |m6« 
ergibt. 

§ 121. Das ballistische Pendel. Für die Ballistik ist die Be- 
stimmung der Geschwindigkeit; mit welcher die Eugel den Lauf ver- 
lasst; von der grössten Wichtigkeit. Man erhalt dadurch eine voll- 
kommene Probe auf die Richtigkeit der Vorstellungen; die man sich von 
der Bewegung der Eugel im Laufe glaubt machen zu müssen und 
kann so durch den Versuch selbst feststellen, welche Wirkung eine 
Aenderung der Länge des Laufes, der Pulverladung oder des Gewichts 
der Eugel hat. Aus der Bestimmung der Geschwindigkeit einer Eugel 
in verschiedenen Entfernungen von dem Geschütz lassen sich ferner 
die Gesetze ableiten, denen der Widerstand der Luft unterliegt. 

Es waren dies die Zwecke, die Bobins mit der Erfindung des 
baUisHschen Pendels (etwa 1743) verfolgte. Vor seiner Zeit hatte man 
nur geringe Fortschritte in der Theorie der Bewegung der Geschosse 
gemacht. Seine New Principles of Gunnery wurden von Euler in's 
Deutsche übersetzt und mit einem ausführlichen Commentar versehen. 
Euler's Werk wurde dann 1784 wieder in's Englische übersetzt. 
Robin's Versuche wurden mit Gewehrkugeln von ungefähr 28 Gramm 
Gewicht angestellt imd später während mehrerer Jahre von Dr. Hutton 
1778 fortgesetzt, der Eanonenkugeln von einem halben bis etwa andert- 
halb Ejlogramm Schwere benutzte. 

Es gibt zwei Arten, das ballistische Pendel anzuwenden, die beide 
von Bobins gebraucht wurden. Bei der ersten wird das Geschütz an 
ein sehr schweres Pendel befestigt; wird es abgefeuert, so veranlasst 
der Bückstoss das Pendel, sich um seine Axe zu drehen und einen 
Bogen zu beschreiben, der gemessen werden kann. Die Geschwindig- 
keit der Eugel lässt sich dann aus der Grosse des Bogens ableiten. 
Bei der zweiten Methode wird die Eugel auf ein schweres Pendel ab- 
gefeuert. Die Geschwindigkeit des Geschosses selbst ist zu gross, als 
dass man sie direct messen konnte; dagegen kann man die dem Pendel 
mitgetheilte Winkelgeschwindigkeit durd^ Vergrosserung seiner Masse 
so klein machen, wie man nur will. Wird dann der Schwingungsbogen ge- 
messen, so findet man die Geschossgeschwindigkeit durch Bechnung. 

Die Anfangsgeschwindigkeit kleiner Engeln kann man auch durch 
den folgenden sinnreichen Apparat feststellen. Man befestigt zwei 
kreisförmige Papierscheiben senkrecht zu der geraden Linie, die ihre 
Mittelpunkte verbindet und lässt sie um diese Gerade mit grosser und 
bekannter Winkelgeschwindigkeit rotiren. Statt zweier Scheiben kann 
man auch einen Papiercylinder benutzen. Wird nun die Eugel durch 
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wenigstens zwei der rotirenden Flachen geschossen, so kann man ihre 
Geschwindigkeit berechnen , indem man die Lage der beiden kleinen 
Locher, welche durch die Eugel gemacht wurden, beobachtet. Es ist 
dies eine ureprünglich itaHenische Erfindung. Sie wurde im Anfang 
dieses Jahrhunderts von Olinthus Gregory verbessert und benutzt. 

Heutigen Tages wird der electrische Telegraph benutzt, um den 
Moment zu bestimmen, in welchem eine Eugel jeden einzelnen von 
hintereinander aufgestellten Schirmen durchbohrt. Die Eugel zerreisst 
einen feinen über den Schirm gespannten Draht und unterbricht so 
einen electrischen Strom. Dies veranlasst dann ein besonders zu diesem 
Zweck hergestelltes Instrument, die Zeit des Durchganges au&uzeichnen. 
Dadurch, dass man verschiedene Schirme aufstellt, kann man die Ge- 
schwindigkeit der Eugel an verschiedenen Punkten ihrer Bahn finden. 

Das ballistische Pendel ist jetzt mehr von theoretischer und 
historischer als praktischer Bedeutung. Die beiden jetzt hauptsachlich 
zu Beobachtungen über die Ges^windigkeit von Eugehi benutzten 
Instrumente sind der von Bashfo^r erfundene und von der englischen 
Regierung gebrauchte und der von dem belgischen Artilleriemajor 
Le Boulenge construirte Chronograph. 

§ 122. Ein Gewehr wird in horizantdler Lage an einen grossen 
Holeblock befesHgt^ der sich frei um eine horizonkde Axe drehen kann. 
Wird der Sckuss c^gefeuert, so veranlasst der Rückstoss das Pendd, sich 
um seine Axe m drehen, bis es durch die Wirkung der Schwere eur 
Buhe kommt. Ein Streifen Leinwand ist an das Pendel befestigt und 
wird von einer BoUe während der Bückwärtäbewegung des Pendds ab- 
gezogen und dient so mm Messen des BücMaufwinkels, Man soll die Gt- 
schwindigkeit der Kugel finden. 

Die Anfieuigsgeschwindigkeit der Eugel ist um so viel grosser als 
die des Pendels, dass man annehmen kann, die Eugel habe den Lauf 
verlassen, ehe das Pendel sich merklich aus seiner Anfangslage entfernt 
hat. Die anfängliche Bewegungsgrosse der Eugel kann man als Mass 
des dem Pendel gegebenen Stosses betrachten. 

h sei der Abstand des Schwerpimktes von der Aufhängungsaxe, 
f der Abstand der Axe des Gewehrs von der Aufhängungsaxe, c der 
Abstand der Aufhängungsaxe von dem Befestigungspunkt des Lein- 
wandstreifens, m die Masse der Eugel, M die des Pendels und des Ge- 
wehrs zusammen, n das Yerhältniss von M zn m, b die Sehne des 
Rücklauf bogens, welche durch die Leinwand gemessen wird, k' der Träg- 
heitsradius des Gewehrs imd Pendels für die Aufhängungsaxe und v 
die Anfangsgeschwindigkeit der Eugel. 

Die Explosion des Pulvers erzeugt gleiche Stosswirkungen auf die 
Eugel und auf das Gewehr und da die Anfangsgeschwindigkeit der 
Eugel V ist, so wird diese Wirkung durch mv gemessen. Die durch 
den Stoss hervorgerufene Anfemgswinkelgeschwindigkeit des Pendels ist 



/ 
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nach § 89 CD «: mvf/MV^, Die nun folgende Bewegung ist durch die 
Gleichung gegeben (yergl. § 92) 

d}e gh . ^ 

d? jprsinö, 

also ist 



(de 
\dt 



y=C + ^cos«. 



Da für «s 0, dd/dt =« co und^ wenn a den Bücklaufwinkel be- 
zeichnet^ fttr ö = a, dO/dt = ist, so erhält man ä:'*io*= 2gh(l — cos «). 

Eliminirt man co, so wird t; = -5;- • 2 sin -5- ygh . Die Sehne des Bück- 
laufbogens ist aber & «= 2 c sin -r^ . Daher die Anfangsgeschwindigkeit 

der Eugel v = —j- Ygh . 

Die Gbosse von Je lasst sich durch Versuche ermitteln, indem man 
die Zeit einer kleinen Oscillation des Pendels mit dem Gewehr beobachtet 

Ist T die halbe Zeit, so erhalt man r= ar]/^ (§ 97). 

Diese Formel hat Poisson in dem zweiten Band seiner Mechanik 
aufgestellt. In (^m Phüosophical Magazine^ Juni 1854, findet man 
einen Bericht über Versuche, die Dr. S. Haughton angestellt hat, 
aus welchen mit Hülfe dieser Formel die Anfangsgeschwindigkeiten von 
Gewehrkugeln berechnet wurden. 

§ 128. Die Formel darf man jedoch nur als eine erste Ann&herung be- 
trachten, denn der Bücklauf, den das entzündete Pulver allein veranlasst, wird dabei 
yemachl&ssigt. Um ihm Rechnung zu tragen, nahm Hut ton an, dass die 
Wirkung einer gegebenen Pulyerladung auf den Rücklauf des Geschützes dieselbe 
mit wie ohne Eugel sei. p sei die unbekannte durch das Pulver in jedem der 
beiden F&lle erzeugte BewegungsgrOsse. Dadurch, dass er bei gleicher Ladung 
( den Versuch zuerst mit und dann ohne Eugel machte und mV'\-p bez. p statt 
^. mv bei den beiden Versuchen setzte, war er im Stande, p zu eliminiren und den 
/ Werth von v abzuleiten. Bei grossen Pulyerladungen stimmten die so erhaltenen 
, Resultate nicht hinreichend mit denen überein, die man durch das Abschiessen 
I einer Eugel m ein Pendel erhält (§ 124). Die Annahme wurde daher durch die 
Versuche nicht vollständig bestätigt und weitere Correctionen waren nöthig. 

§ 124. Ein Geschütz wird einem schweren Pendel gegenübergestellt, welches sich 
frei um eine horizontale Äxe drehen kann. Die Kugel trifft das Pendel in 
horizontaler BidUung, dringt eine kurze Strecke in das Holz ein und ertheilt dem 
Pendel eine Bewegungsgrösse. Wenn die Sehne des Bogens wie zw>or durch einen 
Leinwandstreifen gemessen wird, wie findet man die Geschwindigkeit der Kugel? 

Die Zeit, welche die Eugel gebraucht, um in das Holz einzudringen, ist so 
kurz, dass man annehmen kann, sie sei verstrichen, ehe das Pendel sich merkbar 
aus seiner Anfangslage entfernt hat. 

t sei der Abstand der Eugel von der Aufhängungsaxe in dem Moment, in 
welchem ihr Eindringen in das Pendel aufhört; j der senkrechte Abstand zwischen 
der Axe und der Bewegungsrichtung der Eugel; ß der Winkel , den die Länge j 
mit der durch % dargestellten Länge mach£, so dass also j »s % cos ^ ist. Behalten 
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wir dieselbe Bezeichnung wie frfiher bei, so ist in dem Augenblick, in welchem 
der ZusammenstosB der beiden EOrper beendet ist, 

mvi cos ß = {Mk'* + mt*) m 

und auf dieselbe Weise, wie zuvor, findet man 

{Mk'* + mi*) »• = 2 Mgh (1 — cos a) + 2mgi [cos ß — cos (a — (J)]. 

Wenn das Gewehr so nahe als möglich dem Schwerpunkt des Pendels gegenüber- 
gestellt wird, so ist nahezu h'^j und wenn das Pendel lang g^iug ist, der 
Winkel fi sehr klein. Da nun femer m im Vergleich mit M klein ist, so kann 
man als Annäherung i^^h und ^^=0 in den Gliedern der Gleichung setzen, die 
m als Factor enthalten und findet so 
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unter l den Abstand des Schwingungsmittelpunkfcs des Pendels und der Kugel von 
der Aufhängungsaze verstanden. 

Das Unbequeme bei diesem Verfahren im Vergleich mit dem vorigen liegt 
darin, dass die Kugeln während einer ganzen Reihe von Versuchen in dem 
Pendel sitzen bleiben. Das Gewicht, die Lage des Schwerpunkts und Schwingungs- 
centrums ändern sich mit dem Einschlagen einer jeden neuen Kugel in das Holz. 
Auch werden die Aenderungen, welche in dem Pendel selbst bei jedem Schuss 
vor sich gehen, vernachlässigt. Die Franzosen haben bei ihren Versuchen in 
Metz 1889 und L'Orient 1842 eine grosse Verbesserung angebracht. Die Holz- 
masse des englischen Pendels, welche oft erneuert werden ij^usste, wurde durch 
einen permanenten r^ceptewr ersetzt. Dieser Recipient hatte die (Gestalt eines ab- 
gestumpften Kegels und war so lang, dass die Kugel nicht vollständig durch den 
Sand dringen konnte, mit dem er gefüllt war. Die vordere Seite war mit einer 
dünnen Bleiplatte geschlossen, welche das Herausfallen des Sandes verhinderte. 
In diese Platte war eine horizontale und eine verticale Linie gerissen, deren 
Durchschnittspunkt der Axe des Kegels entsprach. Man konnte auf diese Weise 
die wirkliche Lage der Kugel beim Eintreten in den Recipienten leicht bestimmen. 

§ 125. Beisp. 1. Man zeige, dass nach jedem Schuss in ein auf englische 
Art construirtes ballistisches Pendel zur Aufistellung der Formel fOr den nächsten 

Schuss h um nahezu -tj^O — ^) '^^ ^ ^^^^^(j-—^ vergrössert werden muss. 

Beisp. 2. Dr. Haughton fand, dass bei constanter Ladung die Anfangs- 
geschwindigkeit der Kugel sich umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Masse 
der Kugel und in geradem Verhältniss mit 4er Quadratwurzel aus der Länge des 
Laufs ändert. Man beweise daraus, dass die durch die Explosion des Pulvers 
entwickelte Kraft um die B«ibung im Innern des Laufs vermindert, während des 
Durchgangs der Kugel durch die Seele constant bleibt. 

Dr. Hut ton fand, dass in glatten Läufen die Geschwindigkeit in einem Ver- 
hältniss zunimmt, das etwas kleiner als die Quadratwurzel, aber grösser als die 
Cubikwurzel ans der Länge des Laufs ist. 

Beisp. 3. Die Geschwindigkeit einer Kugel beim Verlassen der Mündung 
eines 76 cm langen Gewehrs sei 305 m in der Secunde. Man zeige, dass die Zeit, 

welche die Kugel zum Passiren des Gewehrs braucht, etwa -^ einer Secunde 

beträgt. 

Beisp. 4. Durch Versuche hat man festgestellt, dass bei einem Schuss in 
einen grossen festliegenden Holzblock, die Eindringungstiefe der Kugel in das 
Holz wenigstens fOr nicht zu grosse G^chwindigkeiten nahezu wie das Quadrat 
der Geschwindigkeit variirt. Man zeige, dass der dem Eindringen geleistete 
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Wideratand, weim man diese Regel gelten Iftsst, constant ist und dass die Zeit 
des Eindringens durch das Yerhftltniss der doppelten Tiefe zu der Anfangs- 
geschwindigkeit der Kugel ausgedrückt wird. Bei einem von Dr. Hutton an- 
gestellten Versuch drang eine Kugel, die mit einer Geschwindigkeit yon 457 m in 
der Secunde abgefeuert wurde, etwa 86 cm in einen Block von gesundem, trocknem 

UlmhoLs; man zeige, dass die Eindringungszeit ^ einer Secunde betrug. 

§ 126. Das Anemometer. Das Bobinson'sche Anemometer besteht aus vier 
halbkugelf&nnigen Bechern, die an yier horizontalen um eine yerticale Axe ro- 
tirenden Armen befestigt sind. Der Wind bläst auf der einen Seite der Axe in 
die Höhlungen und auf der andern gegen die conyexen Flächen der Becher. Be- 
wegt sich das Anemometer yom Zustand der Ruhe aus, so dreht es sich immer 
schneller hemm, bis das Moment der Druckkräfte des Windes dem Moment der 
Widerstandskräfte das Gleichgewicht hält. Ist V die Geschwindigkeit des Windes, 
V die der Mittelpunkte der Becher und 6 der Winkel zwischen der Bewegungs- 
richtung irgend eines Bechers und der Richtung des Windes, so ist die relatiye 
Geschwindigkeit v' des Centrums dieses Bechers in Bezug auf den Wind 

©'« = ©• — 2F« cos (>+F* (1). 

Die Bestimmung des Winddrucks auf die Becher ist eigentlich eine Auf- 
gabe der Hydrodynamik; eine Lösung ist aber bis jetzt noch nicht gefunden 
worden. Inzwischen kann man das Gesetz als annähernd richtig annehmen, das 
man aus zahlreichen Versuchen gefolgert hat, dass nämlich der Widerstand, den 
ein Körper bei geradliniger Bewegung durch eine Flüssigkeit findet, dem Quadrat 
seiner relatiyen Geschwindigkeit proportional ist. In den yerschiedenen Lagen 
des Anemometers haben die Theile eines Bechers yerschiedene relatiye Ge- 
schwindigkeiten gegen den Wind. Wir wollen daher das Moment des resultirenden 
Winddrucks um die Axe des Anemometers durch eine quadratische Function yon 
F und 9 ausdrücken, z. B. 

aF* + 2(}Ff?-f y©* (2), 

worin «, ^, y auf irgend eine noch unbekannte Art yon der Lage der Becher in 
Bezug auf den Wind abhängen. 

Uy ß, Y sind also Functionen yon B und ändern sich mit der Rotation der 
Becher um die Axe. Wir haben jedoch die Durchschnittswirkung auf das Anemo- 
meter nöthig. Den mittleren Werth für die Wegeinheit findet man dadurch, dass 
man (2) mit dB multiplicirt, yon B^O bis B = 2it integrirt und schliesslich durch 
2« diyidirt. Bedeutet F das mittlere Moment des Winddrucks um die Axe des 

« 

Anemometers, so erhält man 

F^AV^ — ^BVv — Cv^ (8), 

worin Ä^ B^ C Constante sind, die yon der Gestalt des Anemometers abhängen 
und deren Vorzeichen sich auf folgende Art bestimmen lassen. Das Anfangs- 
moment des Winddrucks beim Beginn der Bewegung des bisher in Ruhe befind- 
lichen Anemometers wird als positiy angesehen. Fangen nun die Becher an, sich 

dF 
zu drehen, so nimmt der Druck ab, so dass also, für ein kleines o, -r— negatiy 

sein muss, woraus folgt, dass das Vorzeichen des Coefficienten yon Vv in (S) 
negatiy ist. Wenn schliesslich der Wind aufhört zu blasen, während die Becher 
noch in Bewegung sind, also fOr Fs»o, sucht der Widerstand der ruhigen Luft 
die Bewegung zum Stillstand zu bringen. Der GoefQcient yon v* in (3) muss 
daher ebenfalls negatiy sein. 

§ 127. Wenn das Anemometer seinen schliessUchen Beweg^ungszustand er- 
reicht hat, so ist F dem mittleren Moment der Reibung auf den Stützen gleich. 
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Ist das Instrument so construirt, dass die durch sein Gewicht entstehende Reibung 
so klein als mGgHch ist, so können wir diese Reibung um so eher vemachl&Bsigen, 
als unsre Formel nur eine Annäherung ist. Die Stützen des Anemometers haben 
dann nur den Seitendruck des Windes auszuhalten. Wahrscheinlich ist aber der 
grössere Theil der so entstandenen Reibung dem Druck des Windes proportional 
und kann in Formel (8) dadurch einbegriffen werden, dass man die Constanten 
ändert. Da diese nun durch Versuche bestimmt werden, so lässt sich annehmen, 
alle Kräfte, die quadratische Functionen der Geschwindigkeiten sind, seien in dem 
Ausdruck für F enthalten. 

Im Observatorium zu Greenwich wird ein in Oel auf einer konischen fest- 
liegenden Spitze rotirender hohler verticaler Zapfen als Stütze benutzt. Eine 
Correction für die Reibung findet weiter nicht statt. Die Anordnung scheint von 
gutem Erfolg zu sein, da das Instrument sehr empfindlich ist und schon bei sehr 
schwachem Luftzug eine langsame Rotation zeigt. 

Setzt man F=^0^ so erhält man eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung des Verhältnisses von V zu v, Ist m die so gefundene positive Wurzel 
und hat man die Geschwindigkeit des Centrums eines Bechers beobachtet, so 
findet man die Winkelgeschwindigkeit, wenn man die beobachtete Grösse einfach 
mit m multiplicirt. Wie man sieht, ist m zwar von der Geschwindigkeit des 
Windes und der Grösse des Instruments unabhängig, hängt aber von der Gestalt 
des letzteren ab. 

§ 128. Man hat verschiedene Versuche angestellt, um den Zahlenwerth von 
f» zu bestimmen. Bei einigen hat man das Anemometer an die äussere Kante 
eines sich drehenden Maschinenrades befestigt. Die Axe des Anemometers be- 
wegt sich auf diese Art mit einer constanten Geschwindigkeit F. Wird der Ver- 
such an einem windstillen Tag gemacht, so erhält man die Wirkung eines Windes 
von derselben Geschwindigkeit auf ein feststehendes Anemometer. Der Werth 
von V wird dann ermittelt, indem man die Anzahl der Umdrehungen des Ane- 
mometers im Raum zählt. In einer im Jahr 1850 in den Irish Transactions er- 
schienenen Abhandlung gibt Dr. Robinson m = 3 als den mittleren Werth des 
Verhältnisses an, wie er aus Experimenten dieser Art sich ergab. Dieser Werth 
von m ist allgemein adoptirt worden. 

Andere Versuche, welche im Greenwich Park 1860 angestellt wurden, haben 
denselben Werth von m ergeben imd machen die Genauigkeit dieses Verhältnisses 
in sehr hohem Grad wahrscheinlich. Siehe die Greenwich Ohservatüms, 1862. 
Weitere im Jahr 1872 mit einem Dampfcaroussel ausgeführte Experimente sind 
von SirG. Stokesin den Proceedings of the Boyal Society, Mai 1881, beschrieben 
worden. 
, Die Seewarte in Hamburg besitzt einen Anemometerprüfungsapparat, auf 

' dem die Anemometer in Deutschland geprüft werden. Er besteht aus einem grossen 
I Arm, der sich um eine verticale Axe dreht und an dem einen Ende das zu prüfende 
Anemometer, an dem andern ein Gegengewicht trägt. Man kann ihm verschiedene 
Geschwindigkeiten, den Windstärken entsprechend, geben und dann die Touren- 
zahl des Anemometers messen. 

Eine andere Art, diese Versuche auszuführen, besteht darin, dass man zwei 
ähnliche Anemometer um festliegende Axen rotiren lässt und an dem einen eine 
bekannte verzögernde Kraft irgend welcher Art, die sein v zu verkleinem im 
Stande ist, anbringt. Wir haben alsdann aus zwei verschiedenen Maschinen, die 
mit ungleichen aber bekannten Geschwindigkeiten sich um ihre bezügliche Axen 
drehen, dieselbe Geschwindigkeit des Windes abzuleiten. Man erhält dadurch 
zwei Gleichungen und nach der Elimination der unbekannten Windgeschwindig- 
keit eine Gleichung zwischen den Constanten A, B^ C und der bekannten ver- 
zögernden Kraft. Durch Wiederholung des Experiments gelangt man zu einer 
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für die Bestimmung der Constanten ausreichenden Anzahl von Gleichungen. Der 
Werth von m wird dann auf die in § 127 erklärte Art gefunden. Die Schwierig- 
keit bei der Ausführung liegt darin, eine bekannte gleichförmig verzögernde Kraft 
zu ermitteln, die sich bequem an dem Anemometer anbringen liesse. Man ver- 
gleiche eine Abhandlung Dr. Robinson 's über diesen Gegenstand in den Phil. 
Tran8. 1880. 

§ 129. Beisp. 1. Man nehme an, AV*-—%BVv stelle den Wertn von Fdar, 
wie er es nach angestellten Versuchen zu sein scheint und zeige, dass unter 
dieser Voraussetzung, wenn ein Anemometer vom Zustand der Ruhe aus sich in 
Bewegung setzt, die Geschwindigkeit v der Becher bestSjidig zunimmt und einer 
gewissen endlichen Grenze zustrebt. Man zeige femer, dass die Zeit, zu welcher 
die thats&chliche Geschwindigkeit der Becher irgend ein gegebener Bruch der 
Grenzgeschwindigkeit ist, variirt wie das Trägheitsmoment des Anemometers um 
seine Aze und umgekehrt wie die Geschwindigkeit des Windes. 

Beisp. 2. Als das Anemometer an die äussere Kante eines Dampfcaroussels 
so, wie oben beschrieben, befestigt wurde, war es nicht möglich, einen vollkommen 
windstillen Tag zu finden. Man muss daher die Geschwindigkeit W des Windes be- 
rfickaichtigen; ist sie klein, so kann man TF dadurch Rechnung tragen, dass man in der 

Formel F= AF*— 2J5Fr für V setzt: V + k^, worin lc^\ oder -^ ist, je 

nachdem das Trilgheitsmoment des Anemometers um seine Aze sehr klein oder 
sehr gross ist. Dabei wird angenommen, das Anemometer rotire ohne Reibung. 
Den Satz verdankt man Sir G. Stokes; einen Beweis findet man in den Ptoceed- 
ings of ihe Boydl Society, Mai 1881. 

Beisp. 8. Ein Anemometer ohne Reibung wird durch einen stossweisen Wind 
in Bewegung gesetzt, dessen Geschwindigkeit man durch F(l-^a sinnt) aus- 
drücken kann, wobei a so klein ist, dass sein Quadrat vernachlässigt werden 
kann. Man zeige, dass die Geschwindigkeit eines jeden Bechers durch einen Aus- 
druck von der Form «[1 4-acosnßsinn(t — ^)] dargestellt werden kann, dass 
also das Anemometer allen Aenderungen der Kiwfb des Windes nach einem Zeit- 
intervall ^ folgt, ffier ist AF* — 2 JJFt? — C7t?*= und 

^^P" 2a(BF4-Ct.) - 

worin a der Abstand des Gentrums eines Bechers von der Aze und I das Träg- 
heitsmoment des Instruments in Bezug auf die Aze ist. 

Die Geschwindigkeit der Luftströme in Bergwerken wird gewöhnlich mittelst 
Anemometern von etwas anderer Construction bestimmt. Sie beruhen auf einem 
ähnlichen Princip wie WhewelTs Windmesser. Mehrere leichte Flügel sind auf 
einer horizontalen Aze angebracht gerade wie die Flügel einer Windmühle kleinen 
Massstabes, nur zahlreicher. Die Aze ist an einem Zifferblatt oder einem andern 
Apparat befestigt, an welchem man die Zahl der Umdrehungen der kleinen Wind- 
mühle ablesen kann. Wenn V die Geschwindigkeit des Windes und v die ab- 
gelesene Zahl der Umdrehungen ist, so ergeben die Versuche, dass innerhalb ge- 
wisser Grenzen V^^av •\-h ist, wobei a und h zwei Constaute sind, die von der 
Gestalt des Anemometers und der Reibung, welche der Wind zu überwinden hat, 
abhängen. Man vergleiche einen Aufsatz SnelTs im Engmter^ 23. Juni 1882. 
Die Annalen der Astronomical Society vom Harvard College Bd. XL enthalten 
! einen Appendiz von S. P. Fergusson über Anemometervergleichungen, die in den 
Jahren 1892 — 1894 in Massachusetts gemacht wurden. Einen Aufsatz von G. Chree 
I über die Theorie des Robinson^schen Becher- Anemometers findet man im Phüo- 
[ wphicai Magtufine 1896, siehe auch Langlej, Amer. Joum. of Science, (8), 47, 1894. 



Kapitel IV. 

Ebene Bewegung. 

§ 130. Die Bewegangsgleichimgeii. Die Lage eines Körpers in 
einem Raum von zwei Dimensionen kann durch die Goordinaten seines 
Schwerpunkts und den Winkel bestimmt werden, den eine im Körper 
mit einer im Baum festliegenden Geraden macht. Wir haben diese 
drei Bestimmungsstücke die Goordinaten des Körpers genannt und wollen 
sie nun als Functionen der Zeit ausdrücken. 

Dazu ist es nöthig, die Effectivkräfte des Körpers durch diese 
Goordinaten auszudrücken. Ihre Gomponenten parallel zu den Axen 
sind bereits in § 78 ermittelt worden, es ist also nur noch ihr Moment 
um den Schwerpunkt zu finden. Sind {af, t/) die Goordinaten eines 
Massenpunktes m auf rechtwinklige sich im Schwerpunkt schneidende 
Axen bezogen, die den im Raum festliegenden Axen parallel laufen, 
so ist dieses Moment, wie in § 74 gezeigt wurde, gleich dh/dt, wenn 

ist. 

Ist ff die „Winkelcoordinate'* des Körpers, d. h. der Winkel, den 
eine im Körper mit einer im Raum festliegenden Geraden bildet und 
sind (r , q/) die Polarcoordinaten eines Massenpunktes m für den 
Schwerpunkt des Körpers als Goordinatenanfang, so ist r während der 
ganzen Bewegung constant und dtp /dt für jeden Punkt des Körpers 
dasselbe und gleich dd/dt Somit ist derWinkelbewegungsgrösse h genau 
wie in § 88 

wenn man unter MTc^ das Trägheitsmoment des Körpers bez. seines 
Schwerpunkts versteht. 

ist der Winkel, den eine im Körper mit einer im Raum fest- 
liegenden Geraden bildet. Welche gerade Linien man auch wählen mag^ 
dd/dt bleibt immer dasselbe. Leuchtet dies nicht schon von selbst ein, 
so lässt es sich auf folgende Art beweisen. OJ., (XA seien irgend 
zwei im Körper festliegende Gerade, die den Winkel a einschliessen; 
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OBj OB' zwei in der Ebene festliegende unter dem Winkel j3 gegen- 
einander geneigte Gerade; es sei AOB = ö, ÄffB" = d', dann 
ist ö' -f. /J = ö + a und da a und ß von der Zeit unabhängig sind, 
dO/dt = dff/dt Aus diesem Satz geht hervor, dass die Winkel- 
geschwindigkeiten eines Körpers in einem Baum von zwei Dimensionen 
um alle Punkte dieselben sind. 

§ 131. Die allgemeine Methode des Verfahrens ist wie folgt: 
Sind {Xj y) die Coordinaten des Schwerpunkts eines Körpers des 
Systems auf rechtwinklige im Raum festliegende Azen bezogen und 
M die Masse des Körpers, so sind die Effectivkräfte des Körpers zu- 
sammen zweien Kräften äquivalent, die durch M iPx/dt\ M ä^y/dt^ ge- 
messen werden und am Schwerpunkt parallel den Goordinatenaxen an- 
greifen, und ausserdem einem Kräfbepaar, das durch JfP 6^0 /dt^ gemessen 
wird und den Körper um seinen Schwerpunkt in der Richtung, in 
welcher 6 genommen wird, zu drehen sucht. Nach D'Alembert's 
Princip sind die Effectivkräffce aller Körper, in umgekehrter Richtung 
genommen, mit den gegebenen Kräften im Gleichgewicht. Die dyna- 
mischen Gleichungen kann man dann nach den gewöhnlichen Regeln 
der Statik aufstellen. Siehe § 82. 

Wir wollen die Kräfte parallel zur x- und y-Axe zerlegen imd 
die Momente auf den Schwerpunkt beziehen; sind dann die gegebenen 
am Körper angreifenden Ejräffce zusammen mit den von den übrigen 
Körpern herrührenden Reactionen, wenn solche vorhanden sind, den auf 
den Schwerpunkt wirkenden Kräften X und Y und einem Paar L 
gleichwerthig, so sind die Bewegungsgleichungen dieses Körpers offenbar 

In der Statik ist es von Vortheil, auch nach andern Richtungen 
als den Axen zerlegen imd die Momente um einen beliebigen Punkt, 
der uns wünschenswerth scheint, nehmen zu können. Man kann damit 
die Lösung oft sehr abkürzen und vereinfachen. Wollen wir z. B. die 
Einführung einer unbekannten Reaction in unsere Gleichungen ver- 
meiden, so nehmen wir die Momente um ihren Angriffspunkt oder 
machen Gebrauch von dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. 
Es steht uns also auch in der Dynamik frei, unsere Kräfte zu zerlegen 
und die Momente zu nehmen, wie wir wollen. Beziehen wir z. B. die 
Momente auf einen Punkt 0, dessen Coordinaten (gi]) sind, so erhalten 
wir eine Gleichung von der Form 

worin L' das Moment der gegebenen Kräfte um den Punkt C ist. In 
dieser Gleichung sind (^ij) die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
und es ist gleichgültig, ob er festliegt oder sich bewegt. 

Bouth, Djnamik. I. 8 
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Bei der Zerlegung der Kräfte können wir die Ausdrücke für 
die Cartesischen Goordinaten durch die Formen fQr Polarcoordinaten 

■^Ldf*' — *'\df/ J ^^^ "^~5«v "5?/ ^' ^® Componenten parallel 
und senkrecht zum Badiusvector ersetzen. Ist v die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts, q der Ejrümmungsradius seiner Bahn, so lassen sich 
manchmal auch die Formen Mdv/dt und Mv^q für die Componenten 
der Effectivkräfbe längs der Tangente und des Badiusvectors der Bahn 
des Schwerpimkts mit Yortheil benutzen. 

Als Aideitimg zur richtigen Auswahl der Richtungen, in welche 
die Kräfte zu zerlegen oder der Punkte, um welche die Momente zu 
nehmen sind, lassen sich zwei wichtige FaUe erwähnen. 

§ 132. Erstens ßoU man m ermitteln suchen^ ob eine im Baum 
festUegende Richtung existirt^ fwr welche die Componenten der gegAenen 
Kräfte verschunnden. Zerlegt man in dieser Richtung, so erhält man 
eine Gleichung, die sich sofort integriren lässt. Hat z. B. die x^Axe 
diese Richtung und sind Jf, M\ etc. die Massen der yerschiedenen 
Körper; x, af, etc. die Abscissen ihrer Schwerpunkte, so ergibt sich 
nach § 77 oder 131 

^^ + ^'^ + •••=0 

und durch Integration 

dt ^ dt ~ ' 

worin C eine Gonstante ist, die durch die AnGsuigsbedingungen sich 
finden lässt Wenn nothig, kann man die Gleichung noch einmal 
integriren. 

Man hätte dieses Resultat auch aus dem allgemeinen Princip der 
Erhaltung der Translationsbewegung des Schwerpunkts in § 78 ab- 
leiten können. Denn da es keine bewegende Kraft parallel zur x-Axe 
gibt, so ist die Geschwindigkeitscomponente des Schwerpunkts des 
ganzen Systems in dieser Richtung constant. 

§ 183. Alsdann soU man m ermitteln suchen, ob es einen im 
Baum fesäiegenden Punkt gibt, für welchen das Moment der gegebenen 
Kräfte verschwindet. Nimmt man die Momente um diesen Punkt, so 
erhält man wieder eine Gleichung, die sich sofort integriren lässt. 
Wählt man den Punkt als Coordinatenanfang und haben die Buch- 
staben ihre gewöhnliche Bedeutung, so ist nach dem ersten Paragraphen 
dieses Kapitels 

wobei 21 die Summirung für alle Körper des Systems angibt. Durch 
Integration erhalt man 
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unter C eine Constante verstanden, die durch die Anfangsbedingungen 
der Aufgabe zu bestimmen ist. 

Diese Gleichung sagt aus, dass, wenn die gegebenen Kräfte kein 
Moment um einen Punkt haben, die Winkelbewegungsgrösse um diesen 
Punkt während der Bewegung constant bleibt. Es folgt dies auch so- 
fort aus § 77. 

§ 134. Die WinkelbewegnngsgrSsse. Da wir die durch Bildung 
der Momente entstehende Gleichung so oft nöthig haben, so ist es 
wichtig, auch andere Formen, die man ihr geben kann, in Betracht zu 
ziehen. Liegt der Punkt, fdr welchen die Momente gebildet werden, 
im Ba/um fest, so dass er als Anfangspunkt der Coordinaten gewählt 
werden kann, so ist das Moment der EfiPectivkräfte am Körper M 

worin x und y die Coordinaten seines Schwerpunkts sind. 

Wir bitten, den Sinn der verschiedenen Theile dieses Ausdrucks 
zu beachten. Wie in § 77 erklärt wurde, ist das Moment der Effectiv- 
kräfte der Differentialquotient des Moments der Bewegungsgrösse um 
denselben Punkt. Das Moment der Bewegungsgrösse ist nach § 74 
das nämUche, wie das Moment um den Schwerpunkt zusammen mit 
dem Moment der ganzen im Schwerpunkt vereinigten und sich mit der 
Geschwindigkeit des Schwerpunkts bewegenden Masse. Das Moment 
um den Schwerpunkt ist nach dem ersten Paragraphen des Kap. III 
oder lY gleich MTc^ dO/dt und das Moment der vereinigten Masse 
M (x dy/dt — y dx/dt). Daher ist in dem Baum von zwei Dimensionen 
für irgend einen Körper von der Masse M 



die Winkelbewegungsgrösse I ^ jjf /^ ^ _ ^ ^\ i jj^j^i 
um den Goordinatenanfang ) \ dt ^ dt) ^ 



de 
dt 



Ziehen wir Polarcoordinaten vor, so lässt sich dem Ausdruck eine 
andere Gestalt geben. Sind (r, 9) die Polarcoordinaten des Schwer- 
punkts, so ist 

die Winkelbewegungsgrösse 1 __ jir j ^ 1 ji/1.2^ . 
um den Goordinatensuofaugj de ' dt' 

Ist V die Geschwindigkeit des Schwerpunkts und p das vom Goor- 
dinatenanfang auf die Tangente an die Bichtung seiner Bewegung ge- 
fällte Loth, so ist das Moment der Bewegungsgrösse der im Schwer- 
punkt vereinigten Masse Mvp und wir erhalten wieder 



die Winkelbewegungsgrösse! ^ -g^ , j^^« 
um den Goordinatenanfang] -^ ^^ 



de 
dt 
8* 
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Aus § 74 geht hervor^ dass dies die augenblickliche Winkel- 
bewegungsgrösse des Körpers um den Goordinatenanfang ist^ mag er 
nun festliegen oder sich bewegen. In dem letzteren Fall ist jedoch 
ihr Differentialquotient nach der Zeit nicht das Moment der Effectiv- 
kräfte. 

Da das augenblickliche Botationscentrum (Momentancentrum) als 
fester Punkt angesehen werden kann^ wenn man es nur mit den Coor- 
dinaten imd ihrem ersten IHfferentiaiquotiefUen nach der Zeit zu thun 
haty so ist 

die Winkelbewegungsgrosse 1 MCr^ I h*') ^^ 

um das Momentancentrum J ^ '" ^ dt' 

Wenn MJc'^ das Trägheitsmoment fdr das Momentancentrum ist^ 
so lässt sich diesem letzten Ausdruck auch die Form geben Mk'^ dO/dt 

Bei dem Aufstellen der Momente für irgend einen Punkt, mag er 
nun der Schwerpunkt sein oder nicht, beachte man^ dass Mk^ in allen 
diesen Formeln das Trägheitsmoment in Bezug auf den Schwerpunkt 
und nicht in Bezug auf den Punkt ist, für welchen die Momente ge- 
nommen werden. Nur bei dem Aufstellen der Momente für das 
Momentancentrum oder einen festliegenden Punkt kann man das 
Trägheitsmoment für diesen Punkt statt des Trägheitsmoments für 
den Schwerpunkt benutzen und dann enthält imser Ausdruck für die 
Winkelbewegungsgrösse die Winkelbewegungsgrösse der im Schwer- 
punkt vereinigten Masse. 

§ 135. Allgemeine LSsnngsmethode. Bilden wir die Bewegungs- 
gleichungen eines jeden Körpers, indem wir die Componenten parallel 
den Goordinatenaxen und die Momente um den Schwerpunkt nehmen, 
so erhalten wir für jeden Körper drei Gleichungen von der Form 



M -^ = jP cos 9 + JB cos V' + 
M -ju- = Faiaq>-\-Bainif-{- 



(1), 



worin F eine der am Körper angreifenden gegebenen Kräfte bezeichnet, 
deren Gomponenten F cos (p imd F sin q> sind und deren Moment um 
den Schwerpunkt Ip ist, während 12 eine der Reactionen bedeutet. Sie 
heissen die dynamischen Gleichungen des Körpers. 

Ausser ihnen ezistiren noch gewisse geometrische Gleichungen, 
welche die Verbindungen des Systems ausdrücken. Da jede solche 
Zwangsverbindung von einer Reaction begleitet ist und jede Reaction 
von einer Zwangsverbindung, so sind ebensoviel geometrische Gleichungen 
vorhanden, als es unbekannte Reactionen in dem System gibt. 
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Hat man die richtige AnzaU yon Bewegungsgleichungen erhalten, 
so schreitet man zu ihrer Auflösung, für vv^elche zwei allgemeine Me- 
thoden Torgeschlagen worden sind. 

Die erste LSsungsmethode. Man difiPerenzire die geometrischen 
Gleichungen zweimal nach t und setze für cPx/dfi^ cPy/dfi, cPO/dfi die 
Werthe aus den dynamischen Gleichungen ein. Damit erhält man eine 
zur Bestimmung der Beactionen ausreichende Anzahl von Gleichungen. 
Diese Methode ist immer dann von grossem Yortheil, wenn die geo- 
metrischen Gleichungen die Form haben 

Äx + By+Ce = D (2), 

unter Ä, B, C, D Constante verstanden. Nimmt man femer an, die 
dynamischen Gleichungen seien der Art, dass sie in der Form (1) ge- 
schrieben (mf der reckten Seite nur die Beactionen und Gonstcmten ohne 
irgend ein x, y oder 6 enthalten und substituirt in die Gleichung 

die man durch Differentiation von (2) erhält, so kommt man zu einer 
Gleichung, in welcher nur die Beactionen und Constanten vorkommen. 
Da dies Air alle geometrischen Beziehungen gilt, so bleiben offenbar 
die Beactionen während der Bewegung constant und ihre Werthe lassen 
sich finden. Substituirt man daher diese Werthe in die dynamischen 
Gleichungen (1), so sind die Glieder auf der rechten Seite constant und 
die Werthe von x, y^ 6 kssen sich durch eine leichte Integration ermittehi. 
Haben dagegen die geometrischen Gleichungen nicht die Gestalt 
(2), so führt diese Methode in der Begel nicht zum Ziel. Nimmt man 
z. B. an, eine geometrische Gleichung habe die Form 

^ + y^ = c^ 
enthält sie also Quadrate statt der ersten Potenz, so wird ihre zweite 
Differentialgleichung 

d^x , d}y , (dx\^ , (dy\^ ^ 

und wenn wir auch die Werthe von ^x/dfi, cPy/dt^ einsetzen können, 
so ist es im Allgemeinen nicht möglich, die Glieder (dx/dty, (dy/dty 
zu eliminiren. 

§ 136. Die Beactionen in einem dynamischen Problem werden in 
vielen Fallen durch den Druck glatter fester Hindemisse hervorgebracht, 
welche die Körper bei ihrer Bewegung berühren. Solche Hindemisse 
können nur entgegenwirken und wenn daher aus den Gleichungen 
hervorgeht, dass eine solche Beaction in irgend einem AugenbUck ihr 
Vorzeichen wechselt, so verlässt offenbar der Körper in diesem Augen- 
blick das Hindemiss. Dies führt gelegentlich zu Discontinuitäten in 
unsem Gleichungen. Zuerst bewegte sich das System imter einem ge- 
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wissen Zwang und unsere Gleichungen waren auf diese Voraussetzung 
gegründet. In einem gewissen Augenblick^ der durch das Verschwinden 
einer Beaction bestimmt wird, hört der Zwang, dem einer der Körper 
unterworfen war, auf imd die Bewegungsgleichungen müssen durch 
Fortlassen dieser Beaction geändert werden. Aehnliche Bemerkungen 
gelten, wenn die Beactionen durch den Druck eines Körpers gegen 
einen andern hervorgerufen werden. 

Man beachte, dass, trenn die erste Lösungsmefhode angewendet werden 
kann, die Beactionen während der Bewegung constant bleiben, also 
solche Discontinuitäten nie eintreten können. Wenn ein Körper einen 
andern berührt, so trennen sie sich cHsdann entweder heim Beginn ihrer 
Bewegung oder bleiben stets in BeriOmmg miteinander. Solche Beactionen 
sind auch von den Anfangsbedingungen unabhängig imd bleiben daher 
dieselben, wenn das System in irgend einer Lage in den Zustand der 
Buhe versetzt wird. 

§ 137. Ein dynamisches System bestehe aus zwei Körpern, die 
mit der Beaction B auf einander drücken; wie ist die entsprechende 
geometrische Gleichung zu bilden? Man muss offenbar durch sie aus- 
drücken, dass die Gomponenten der Geschwindigkeit der Berührungs- 
punkte der beiden Körper in der Bichtung von B einander gleich sind. 

Da0u ist der folgende Satz oft von Nutzen. 
Ein Körper drehe sich um einen Punkt G mit 
der Winkelgeschwindigkeit dO/dt = cd in ent- 
gegengesetzter Bichtung, wie die Zeiger einer 
Uhr und G bewege sich in der Bichtung GÄ 
mit der Geschwindigkeit F. Man soll die 
Componente der Geschvdndigkeit des Punktes P 
in der Bichtung PQ finden, die mit GÄ den 
Winkel q> macht. In der Zeit dt bewegt sich 
der ganze Körper und daher auch der Punkt 
P durch einen Baum Vdt parallel zu 6r^ und 
während derselben Zeit bewegt sich P senk- 
recht zu öP durch einen Baum m - GB - dt. Die ganze Verschiebung 
von P parallel zu P^ betragt daher 

(Fcos <p + CO . G^P sin GBN) dt, 

Ist GN = p das Loth von G auf PQ, so ist, wie wir sehen, die 
Geschwindigkeit von P parallel PQ gleich Fcos 9 + ©p. 

Bemerkenswerth ist, dass dieser Ausdruck von der Lage von P 
auf der Geraden PQ unabhängig ist. Daraus folgt, dass die Geschwindig-' 
keitscomponenten aUer Punkte einer Geraden PQ in der Bichtwng vofi 
PQ dieselben sind. Es leuchtet dies sofort ein, wenn man bedenkt, 
dass alle Punkte der Geraden PQ starr mit einander verbunden sind 




Die BewegimgBgleichungen (§ 136—138). 119 

und die Länge der Linie PQ sich ändern müsste, wenn die in Bede 
stehenden Oeschwindigkeitscomponenten ihrer Punkte yerschieden wären. 

Wird daher die Geschwindigkeit eines Punktes P in einer Richtung 
PQ gesucht^ so kann man P durch irgend einen andern in der Linie 
PQ gelegenen Punkt ersetzen ^ dessen Geschwindigkeitscomponente 
leichter zu ermitteln ist Li der Begel ist der Punkt N am bequemsten; 
denn ohne Benutzung einer Formel sieht man schon von selbst, dass 
seine Geschwindigkeitscomponente; längs PQ, Fcos^-f-^JP ^^^' 

Sind (Xy ffy ö); (fl?', ^; ff) diB Goordinaten der beiden Körper; j, q 
die Lothe von den Punkten (x, y), (x\ tf) auf die Richtung einer 
Reaction R, ^ der Richtungswinkel; den B mit der x-Axe macht, so 
lautet die gesuchte geometrische Gleichung 

dx i I dy . , . dB daf , , dif . , , dff , 

_cos^ + ^8m^ + ^ff = -5^co8^ + ^smV^ + -5^2', 

Sind die Körper vollkommen rauh und rollen aufeinander ohne zu 
gleiten; so gibt es m/oei Reactionscomponenten fQr den Berührungspunkt; 
die eine normal; die andre tangential zu der gemeinschaftlichen Fläche 
der sich berührenden Korper. Für jede derselben erhält man eine 
Gleichung; wie die oben aufgestellte. Ist dagegen gleitende Reibung 
vorhanden; so verlieren die bisherigen Betrachtungen ihre Gültigkeit; 
wie wir weiter unten sehen werden. 

§ 138. Die zweite LSsnngsmetliode. Li einem djmamischen System 
mögen zwei Körper von den Massen M, M' mit der Reaction jß auf- 
einander drücken. Die Bewegungsgleichungen von M seien die in § 135 
mit (1) bezeichneten und die von M' möge man aus ihnen erhalten; 
indem man alle Buchstaben mit Ausnahme von JR; ^ und t mit einem 
Strich versieht und — B statt B schreibt. Wir multipliciren die Be- 
wegungsgleichungen von M mit 2 dx/dt, 2 dy/dt bez. 2 d6/dty die von 
M' mit den entsprechenden Grössen und addiren die sechs Gleichungen. 
Man erhalt 

= 2f(gco89 + g8m9+i)^)+ etc. 

Der Goefficient von B verschwindet in Folge der im vorigen Para- 
graphen gefundenen Gleichung. Dasselbe gilt für alle Reactionen zwischen 
je zweien der sich bewegenden Körper. 

Drückt der Körper M gegen ein äusseres festes Hindemiss, so 
wirkt B nur auf den Körper M und der Coefificient von 2B beschränkt 
sich auf den in die erste Klammer eingeschlossenen Theil. Da aber 
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die Geschwindigkeit des Berührungspunktes in der Richtung von R ver- 
schwinden muss, so ist der Goefficient von R auch in diesem Fall Null. 

Ä sei der Angriffspunkt der gegebenen Kraft F und die Qe- 
schwindigkeitscomponente von A in der Richtung der Wirkung von F 
sei df/dt. Alsdann ist der Goefficient von 2F gleich df/dt und aus 
der Definition von df folgt weiter^ dass Fdf das aus der Statik be- 
kannte virtuelle Moment der Ejraft F ist. 

Auf diese Art haben wir eine Methode gewonnen^ mit deren Hülfe 
wir zu einer Gleichung kommen, die von den unbekannten Reactionen 
vollkommen glatter oder vollkommen rauher Körper frei ist. Das Ver- 
fahren besteht darin, dass man die Gleichungen, auf deren linker Seite 
Md^x/dt^, Md^y/dfi, Mk^d^O/dfi etc. steht, mit dx/dt, dy/dty de /dt 
etc. multipUcirt und die so erhaltenen Gleichungen für alle Körper 
addirt. Die Goefficienten aller unbekannten Reactionen sind in Folge 
der geometrischen Gleichungen, wie man findet, gleich Null. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist offenbar ein vollständiges 
Differential. Man erhalt durch Integration 

worin C die Integrationsconstante ist. 

In der Praxis lasst man gewöhnlich die Zwischenstufen weg und 
schreibt die Gleichung gleich in der Form 

i^*[(s)'+fi)i+»'ö"]-<'+^- ■ ■ «. 

unter U das Integral des virtuellen Moments der Ejräfte verstanden. 

Sie heisst die Gleichung der lebendigen Kraft 

Ein anderer Beweis. Benutzt man die in der Statik bewiesenen 
Sätze über die Arbeit, so lässt sich der vorstehende Beweis etwas ver- 
einfachen, indem man jeden starren Körper in seine Elementarmassen- 
punkte auflöst. 

Ist m die Masse eines materiellen Punktes; Xy y seine Goordinaten; 
mX, mY die Gomponenten der Kräfte, so ist 

^ di^ "" ^^' ^ dt' = w JT. 

Multipiicirt man mit dx/dt bez. dy/dty nimmt die Sunune durch das 
ganze System von Massenpunkten und integrirt, so erhält man 

k ^-[(^)'+ §)T = ^ +fi-^(.^ä. + Tay). 

Die linke Seite ist die lebendige Kraft des Körpers, die rechte 
das Integral der virtuellen Momente der an den Punkten angreifenden 
Kräfte. 

Bei dieser Art des Beweises enthalten die Kräfte auf der rechten 
Seite (1) die inneren Reactionen der verschiedenen Massenpunkte, aus 
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denen jeder Körper beeteht^ (2) die gegenseitigen Beactionen der Körper 
aufeinander, (3) die Druckkräfte, welche in Folge äusserer geometrischer 
dem System auferlegter Bedingungen entstehen. 

In der Statik wird bewiesen, dass die virtuellen Momente der in- 
neren Beactionen verschwinden, wenn die Körper so starr sind, dass 
die materiellen Punkte, welche jeden Körper zusammensetzen, in un- 
veränderlichem Abstand von einander bleiben. Es wird auch bewiesen, 
dass die virtuellen Momente der Beactionen zwischen den sich be- 
wegenden Körpern mit gewissen Ausnahmen sich gegenseitig zerstören 
und schliesslich, dass die in Folge geometrischer Bedingungen ent- 
stehenden Druckkräfte in der Function der Arbeit nicht auftreten, toenn 
die Bedingungen die Zeit nickt explicite enthalten. 

Lässt man diese Druckkräfte sämmtlich weg und schliesst jetzt in 
die Ausdrücke mX, mFnur die äusseren gegebenen Kräfte ein, welche 
an dem System angreifen und stellt femer mit U das Integral dar, so 
erhält man wie zuvor 

Der Haupteinwand gegen diese Art, den Beweis zu führen, be- 
steht darin, dass die Einschiunkungen, denen der Satz unterliegt, nicht 
klar hervortreten. In dem Kapitel über die lebendige Kraft wird eine 
Modification dieses zweiten Beweises gegeben, die, auf den Satz von 
der virtuellen Arbeit gegründet, viele Vortheile zu haben scheint. So- 
wohl der eben gegebene Beweis als die spätere Modification sind all- 
gemein in Gebrauch. 

Da der Satz von der lebendigen Kraft einer der wichtigsten in der 
Dynamik ist, so muss man suchen, ihn von möglichst vielen Seiten zu 
betrachten. 

§ 139. Die lebendige Kraft eines KSrpers. Die linke Seite der 
Gleichung (1) des vorigen Paragraphen heisst die lebendige Kraft des 
ganzen Systems. Wir wollen beweisen, dass für irgend einen Körper M 

die lebendige Kraft yon M = | Jf [(g)*+ (f )'+ *' Q"] ist. 

Erster Beweis, Würde die ganze Masse in ihrem Schwerpunkt ver- 
einigt und bewegte sie sich mit der Geschwindigkeit des Schwerpunkts, 
so wäre Ic Null und die lebendige Kraft würde sich auf die beiden ersten 
Glieder reduciren. Diese Glieder heissen daher die lä>endige Kraft der 
Translation und das letzte Glied die lebendige Kraft der BotaHon, 

Ist V die Geschwindigkeit des Schwerpunkts, so lässt sich die 
Gleichung auch schreiben: 

die lebendige Kraft von Jf = ^ Mv^ + | MJc^ (^f- 
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Benutzt man Polarcoordinaten, so erhält man die lebendige Kraft 
von lf=|jf[(g)' + r'(^)VA=«(^)^, unter (r, ^) die Polar- 

coordinaten des Schwerpunkts verstanden. 

Bedeutet q den Abstand des Schwerpunkts von dem Momentan- 

JA 

centrum des Körpers, so ist p ^ offenbar die Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts und mithin 

die lebendige Kraft von Jf = - Jlf (p*+ *') (-gj) * 

Ein anderer Beweis, Will man den zweiten der beiden im letzten 
Paragraphen gegebenen Beweise des Satzes von der lebendigen Ejrafb 
benutzen, so wird es nöthig, das Theorem in diesem Paragraphen 
etwas anders zu behandeln. Zu diesem Zweck bemerken wir, dass 

¥ ^'»[(^)*+ (^)*] «^« quadratische Function der Variabein ist und 

daher nach dem allgemeinen Satz über die parallelen Azen (§ 14) der 
Summe zweier Ausdrücke gleichkommt, nämlich (1) dem Wert von 
2Jf wenn die ganze Masse in dem Schwerpunkt G vereinigt wird, also 

— Jf !?* und (2) dem Werth von U, wenn der Körper auf G als Coordi- 

natenanfang bezogen wird, also 1 2?««'«. Ist nun o die Winkel- 

geschwindigkeit des Körpers um &, so ist die relative Geschwindigkeit 
eines Massenpunktes v' ^^rm, wenn r seinen Abstand von G bedeutet und 

daher — Smv^ = -^ ümr^ • o*. Wir erhalten mithin wie früher die 

lebendige Kraft von Jf = - Mv^ + -^ MJc^coK 

Der hier gegebene Fundamentalsatz wird König zugeschrieben, 
der ihn in den Acta Eruditomm veröffentlichte. Die folgende Um- 
drehung des Theorems rührt von Gauchy her; Exercises de Math., sSconde 
annee, S. 104; Oewvres campletes II, 7, S. 140. 

Beiep. 1. P sei ein in einem starren Körper festliegender Punkt, der sich mit 
ihm bewegt und derart bestimmt ist, dass die lebendige Kraft des Körpers der von der 
Translation von P herrührenden lebendigen Sjraft zusammen mit der lebendigen 
Kraft der relativen Bewegung um P gleich ist. Man beweise, dass P auf dem 
um (rJ als Durchmesser beschriebenen Kreis liegt, wenn Jdas Momentancentrum 
und G der Schwerpunkt ist. 

Versteht man unter o die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um I und 
unter Q die Lage eines materiellen Punktes m, so erh&lt man aus der in der 
Aufgabe enthaltenen Bedingung 

ZmQrm* = 2mQP*a>* + M • Pr^K 

Dividirt man durch m* und setzt fSr die beiden Glieder mit Z ihre in § 13 
gegebenen Werthe ein, so wird GI^ ^^ OP* -\- PI^^ was zu beweisen war. 

In dem Raum von drei Dimensionen muss der Punkt P auf dem Cylinder 
liegen, dessen Basis ein Kreis ist, welcher zum Durchmesser das von G auf die 
Momentanaxe gefiUlte Loth hat. 
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Beisp. 2. Man beweise auch, dass in dem letzten Beispiel die Greschwindig- 
keit von P der Geschwindigkeitscomponente Ton G in der Bewegungsrichtung 
Ton P gleich ist. 

0. Bonnet, Mimaires de VÄcadSmie de Montpellier. Tome I, S. 141. 

§ 140. Die KrUtefanction und Arbeit Die Function U in der 
Oleichung der lebendigen Kraft heisst die EräftefuncHon. Man kann 
sie, wenn sie existirt, stets dadurch erhalten , dass man das virtuelle 
Moment der Kräfte, wie es die Statik lehrt, niederschreibt, integrirt 
und eine Constante addirt. Diese Definition reicht f&r jetzt aus; eine 
vollständigere Erklärung findet man im Anfang des S^apitels IQ, das 
von der lebendigen Krafb handelt. 

Sind die Kräfte Functionen verschiedener Goordinaten, so lässt 
sich denken, es könne oft vorkommeu, dass das virtuelle Moment sich 
nicht integriren lasse, ehe die Beziehungen zwischen diesen Goordinaten 
auf andere Weise ermittelt sind In dem Kapitel über die lebendige 
Kraft wird jedoch gezeigt werden, dass dies nicht der Fall ist. In fast 
allen Fällen lässt sich annehmen, dass das virtuelle Moment ein voll- 
ständiges Differential sei. Bei den Ausführungen, welche in diesem 
und den nächsten beiden Paragraphen folgen, wollen wir daher voraus- 
setzen, die Function U ezistire und sei eine bekannte Function der 
Goordinaten des Systems. 

In einem späteren Kapitel werden wir die verschiedenen Formen, 
welche die Kräftefunction annehmen kann, eingehend besprechen. Für 
jetzt wollen wir nur zeigen, wie man ihre Form für ein System von 
Körpern findet, welche beliebigen Zwangsbedingungen unterworfen sind 
und nur unter der Wirkung der Schwerkraft stehen. 

Sind X, y die Horizontal- und Yerticalcoordinate eines materiellen 
Punktes des Systems, wird die y-Axe nach unten als positiv ge- 
nommen und ist m die Masse des Punktes, so ist das virtuelle Moment 
Smgdy und daher die Kräftefunction 

ü'= / Zmgdy = Zmgy + C = gySm + C, 

worin y die Tiefe des Schwerpunkts des ganzen Systems unter der 
n^Axe bedeutet. 

Um die Gonstante C zu vermeiden, nimmt man das Integral 
manchmal zwischen Grenzen und nennt alsdann die Kräftefunction die 
Arbeit der Sräfte beim üebergang des Systems aus der durch die 
tmtere Ghrenze zu der durch die obere Grenze angegebenen Lage. 

Man kann dieses Resultat so aussprechen: Wenn hei der Bewegung 
eines Systems aus einer Lage in eine andere sein Schwerpmkt die verii- 
edle Strecke h mrücMegt, so ist die durch die Schwere geleistete Arbeit 
Mgh, wobei M die ga/nze Masse des Systems bedeutet. 

Man beachte, dass dieses Resultat nicht von einer Aenderung in der 
Anordnung der Korper, aus welchen das System besteht, sondern nur 
von der verticalen Strecke abhängt, welche der Schwerpunkt herabfallt. 
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§ 141. Das Princip der lebendigen Kraft. Manchmal kann sich 
ein System von einer Lage in eine andere auf verschiedenem Weg be- 
wegen. Wir brauchen aber vielleicht die zwischenliegende Bewegung 
nicht, sondern nur die in der letzten Lage, wenn die in der ersten 
gegeben ist. Alsdann vermeiden wir die Einf&hrung der Gonstanten C 
in die Gleichung der lebendigen Kraft dadurch, dass wir das Integral 
in § 138 zwischen Ghrenzen nehmen und sagen 

die Aenderung derl _ | , * , . , . ^^f. 
lebendigen Kraft ] — [^^^ ^r^®^* ^®' ^^^> 

• 

wobei die Aenderung der lebendigen Kraft durch Subtraction der 
lebendigen Kraft in der Anfangslage von der in der Endlage geftmden 
wird. Bei der Ermittlung der Arbeit der Kraftie hangt, wie schon er- 
klart, die obere Orenze des Litegrals von der Endlage des Systems, 
die untere von der Anfangslage ab. 

Diese Oleichtmg ist deshalb von so grosser Bedeutung^ toeil sie frei 
von äUen Beactionen oder Zwangsbedingtmgen des Systems ist. Die Art, 
auf welche sich das System aus seiner ersten in seine letzte Lage be- 
wegt, ist gleichgültig. Soweit diese Gleichung in Frage kommt, kann 
die Art der Bewegung irgendwie durch EinftLhrung oder Entfernung 
beliebiger Zwangsbedingungen oder Beactionen geändert werden, wenn 
sie nur derart sind, dass sie in der Gleichung der virtuellen Momente, 
wie sie in der Statik gebraucht wird, nicht auftreten. 

Man beachte, dass gewisse Beactionen, wie z. B. die Beibwng 
fswischen gwei Flächen, die amfeinander gleiten, aus der Gleichung der 
virtuellen Verschiebungen in der Statik nicht verschwinden. Bei der 
Aufstellung der Gleichung der lebendigen Kraft in der Dynamik tritt 
diese Art der Reibung, wenn sie vorkommt, zugleich mit den andern 
Kräften auf der rechten Seite der Gleichung auf. 

Bei der Bewegung des Systems von einer Lage in eine andere gegebene 
Lage kommt offenbar die von jeder Kraft verursachte Aenderung der 
lebendigen Kraft dem Litegral des virtuellen Moments der Kraft gleich. 
Die ganze Aenderung besteht folglich aus der Summe der durch die 
einzelnen Kräfte bewirkten Aenderungen. Macht daher die Richtung 
irgend einer Kraft F einen spitzen Winkel mit der Richtung der Be. 
wegung des Punktes Ä des Körpers, an welchem sie angreift, so haben 
F imd df dasselbe Vorzeichen und das Integral in der Gleichung der 
lebendigen Kraft ist positiv. Die Kraft hat daher die Wirkung, dass 
sie die lebendige Kraft veigrössert. Ist dagegen die Richtung der 
Straft der Richtung der Bewegung von Ä entgegengesetzt, d. h. macht 
die Kraft einen spitzen Winkel mit der umgekehrten Richtung der Be- 
wegung von A, so besteht die Wirkung der Kraft darin, dass sie die 
lebendige Kraft verringert. Diese Regel setzt uns in den Stand, die 
allgemeine Wirkung einer Kraft auf die lebendige Kraft des Systems 
zu beurtheilen. 
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§ 142. Nehmen wir z. B. an^ ein Körper bewege sich oder rolle 
unter dem Einfluss der Schwere und einer seiner Punkte bleibe in Be- 
rührung mit einer festliegenden Flache, die entweder vollkommen rauh 
oder vollkommen glatt ist, so dass also gleitende Reibung nicht vor- 
kommt. Er möge seine Bewegung in irgend einer Art beginnen, 
jedoch so, dass die anfangliche lebendige Ejraft bekannt ist. Die 
lebendige Eraft vermindert oder vermehrt sich, je nachdem der Schwer- 
punkt über sein ursprüngliches Niveau sich erhebt oder unter dasselbe 
sinkt. Bei der Bewegung des Körpers kann der Druck auf die Fläche sich 
ändern, möglicher Weise verschwinden und sein Vorzeichen ändern. 
Alsdann verlässt der Körper die Fläche, worauf der Schwerpunkt nach 
§ 79 eine Parabel beschreibt und die Winkelgeschwindigkeit des Körpers 
um seinen Schwerpunkt constant wird. Der Körper kann dann wieder 
auf die Fläche treffen; bis dieser Fall aber eintritt, hat sich die 
Gleichung der lebendigen Kraft dadurch, dass der Körper die Fläche 
verliess, in »keiner Weise geändert. Dies geschieht erst bei dem Zu- 
sammentreffen des Körpers mit der Fläche. Denn, ist jP die Beaction 
der Fläche, Ä der Punkt des Körpers, auf welchen sie wirkt und Fdf 
ihr virtuelles Moment wie in § 138, so ist bei der Bewegung des 
Körpers auf der Fläche df Null und beim Verlassen der Fläche wird 
F Null, so dass also das virtuelle Moment Fdf während der ganzen 
Bewegung vor dem Zusammentreffen aus dem einen oder andern Orund 
Null ist. Die Beaction tritt daher in der Gleichung der lebendigen 
Straft nicht auf. Stösst dagegen der Körper auf die Fläche, so nähert 
sich Ä der Fläche und die Beaction F widersteht dem Vordringen von 
Ä, wobei weder F noch df verschwindet. F wird dabei wie während 
des ersten Theils der Bewegung gemessen, indem man es als eine sehr 
grosse Krafb ansieht, welche die Geschwindigkeit von Ä in sehr kurzer 
Zeit zerstört (§ 83). Während der Periode der Gompression wider- 
steht die Kraft F dem Vorschreiten von Ä und vermindert mithin die 
lebendige Kraft des Körpers; bei der nachher folgenden Bestitutions- 
Periode befordert sie dagegen die Bewegung von Ä und vergrössert 
daher die lebendige Kraft. Weiter unten werden wir zeigen, dass die 
lebendige Eraft durch einen Zusammenstoss in allen Fällen, in welchen 
die Körper nicht vollkommen elastisch sind, vermindert wird und werden 
untersuchen, wie gross der Verlust ist. Als äUgememe Begd kann man 
sich merken, dass die Gleichung der lebendigen Kraft dwrch einen Zur 
sammenstoss verändert wird. 

Es lässt sich eine obere Grenze für die Höhe y angeben, auf 
welche der Schwerpunkt über sein ursprüngliches Niveau steigen kann. 
Die Gleichung der lebendigen Krafb lässt sich nämlich schreiben 

I Lebendige Ejraft itt| _ fder anfänglichen |___ Ma^ 

{irgend einer Lage} \ lebendigen Kraft/ ^^' 

unter M die Masse des Körpers verstanden. Da nun die lebendige 
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Kraft nie negativ werden kann, so kann der Schwerpunkt nie so hoch 

steigen, dass 

Mgy > als die anfangliche lebendige Sjraft 

wird. Soll der Schwerpunkt diese Höhe erreichen, so muss die lebendige 
Kraft des Körpers verschwinden, d. h. sowohl die Translationsgeschwindig- 
keit des Schwerpunkts als die Winkelgeschwindigkeit des Körpers müssen 
gleichzeitig Null werden. Dies kann im Allgemeinen, wenn der Körper 
von der Fläche abspringt, nicht geschehen, weil die Winkelgeschwindig- 
keit und die horizontale Geschwindigkeit des Schwerpunkts gewöhnlich 
nicht beide im Moment des Abspringens verschwinden und, wie oben 
erklart, während der parabolischen Bewegung constant bleiben. Nach 
dem folgenden Zusammentreffen kann man sich denken, dass eine neue 
Bewegung mit verminderter lebendiger Kraft und daher kleinerer oberer 
Ghrenze für die Höhe des Schwerpunkts beginne. 

§ 143. Hat, wie es manchmal vorkommt, das Systefti nur einen 
Grad der Freiheit, so ist nur die Geschwindigkeit der Bewegung 
zu ermitteln. Mit Hülfe der geometrischen Verhältnisse des Systems 
werden die x, y, 6 eines jeden Körpers durch irgend eine Grösse aus- 
gedrückt, die wir (p nennen wollen. Die lebendige Kraft des Körpers 
M, wie sie § 139 gibt, nimmt jetzt die Gestalt an 

worin P eine bekannte Function der Goordinaten von M ist, und die 
Gleichung der lebendigen Kraft wird daher 

woraus sich dq>Jdt für jede gegebene Lage des Systems finden lässt. 

Wenn es folglich nur eine Art gibt, <mf vodche das System sich 
hewegen kann, so i/oird diese Bewegung dwrch die Qleichmg der 
lebendigen Kraft bestimmt; sind dagegen mehr Grade der Freiheit mög- 
lich, so muss noch ein Integral der Gleichungen zweiter Ordnung er- 
mittelt werden. Was zu geschehen hat, hängt von dem speciellen ge- 
rade vorliegenden Fall ab, und es ist oft sehr schwer, die richtige 
Behandlung der Gleichungen aufzufinden. Die Schwierigkeit wird noch 
erhöht, wenn man beim Aufstellen der Gleichungen nicht bemüht ge- 
wesen ist, ihnen eine mögUchst einfache Gestalt zu geben. 

§ 144 Beispiele zn diesen Sätzen. Die folgenden Beispiele sind 
zusammengestellt worden, um die Art der Anwendung der obigen 
Principien auf die Lösung dynamischer Probleme zu erläutern. Li 
einigen Fallen sind mehrere Lösungen gegeben worden, um den Leser 
in den Stand zu setzen, die verschiedenen Methoden miteinander zu ver- 
gleichen. Die Art, wie jede Gleichung gebildet wird, ist genau erklärt 
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worden. Die beigefügten Bemerkungen werden hoffentlich die Schwierig- 
keiten aus dem Weg räumen, auf die der Anfänger in der Regel zu 
stossen pflegt. Besondere Aufinerksamkeit möge man daher auf die 
yerschiedenen Principien verwenden, welche bei den Lösungen befolgt 

wurden. • 

Eine homogene Kugel rolU auf einer vollkommen rauhen geneigten Ebene unter 
dem Emfkkss der Schwere dvreet hinunter. Man bestimme die Bewegung. 

a sei die Neigung der Ebene gegen den Horizont, a der Radius der Kugel, 
mk* ihr TrSgheitBmoment bez. eines horizontalen Durchmessers. 

sei der Punkt der geneigten Ebene, welcher Anfangs durch die Kugel be- 
rührt wurde, N der Berührungspunkt zur Zeit t Es ist dann offenbar am Vor- 
theilhaftesten, zum Coordinatenanfang und ON zur a;-Axe zu w&hlen. 

Die Kräfte, welche auf die Kugel wirken, 
sind erstens die Reaction B senkrecht zu 0^, ^^ 

zweitens die Reibung F^ welche an ^ in der 
Richtung NO und mg^ welches yertical an dem ^ 

Mittelpunkt C angreiift. Die EffectiTkräffee sind 
m d*x/dt\ m d*y/dt^ und greifen an C parallel ( ^( 

zu der x- und y-Aze an und ein Paar mk* d*6/dt\ V_^^ 

welches die Kugel um C in der Richtung NA 
herumzudrehen sucht. 6 ist hier der Winkel, 
den eine Gerade im K8rper mit einer im Raum 

festliegenden Geraden macht. Der Radius CA sei / p 

die im KOrper und das Loth auf die geneigte 

Ebene die im Raum festliegende Gerade. 6 ist alsdann der Winkel, um den sich 

die Kugel gedreht hat. 

Die Componenten in der Richtung der geneigten Ebene und senkrecht zu 

ihr sind 

d*x 
m-^^mgama — F (1), 

m -rh =* — *»^ cos a + JB (2) . 

Nimmt man die Momente um N^ um die Reactionen zu vermeiden, so ist 

ma -jTi + mk* t-, = mga sm a (3) . 

Da zwei unbekannte Reactionen F und B vorkommen, so sind zwei geo- 
metrische Beziehungen nöthig. Weil ein Gleiten bei N nicht stattfindet, so ist 

x^aß (4) 

und da die Kugel yon der Fläche nicht abspringt, 

y = a (5). 

Diese beiden Gleichungen haben die Form, wie sie die erste Methode ver- 
langt. Durch Differentiation von (4) erhält man d*x/dt*=^ad*$/dt* und durch 

Substitution in (8) 

d*x a' . ,^. 

dF- äMTpi'«"'« W- 

Weil die Kugel homogen ist, so folgt 

d*x 



ä' = — a und — =- =s — a sm a , 
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Würde die Kugel auf einer glatten Ebene hinontergleiten, bo wäre die Be- 
wegungsgleichung d*x/dt*=^g sin a; es wird also im Fall der rauhen Ebene zwei 
Siebentel der Schwere daeu verwandt, die Kugel umzudrehen und fünf Siebentel um 
sie ftbwärts zu bewegen. 

Nimmt man an, die Kugel gehe vom Zustand der Ruhe aus, so ist ofiPenbar 

15. ., 

« = Y • Y flr sm a . «*, 

womit die Bewegung vollständig bestimmt ist. 

Bei dieser Lösung der Aufgabe sind nur wenige Bewegungsgleichungen be- 
nutzt worden; man hätte nur die Gleichungen (8) und (4) aufzuschreiben brauchen, 
wenn die Bewegung allein gesucht wird. Sind dagegen auch die Beactionen zu 
ermitteln, so hat man auch die übrigen nöthig. Aus (1) folgt 

und aus (2) und (5) 

12 = mg cos a . 

In. der Regel setzt man erst am Ende der Untersuchung den Werth von k* 
in die Gleichungen ein, weil er oft sehr complicirt ist und ausserdem als Probe 
auf die Richtigkeit der Vorzeichen in den ursprünglichen Gleichungen dienen 
kann. Hätte z. B. die Gleichung (6) gelautet 



d*x 
dt 



a' 



so hätte man daraus auf einen Fehler in der Auflösung schliessen können, denn 
offenbar lässt sich die Beschleunigung durch Aenderung der inneren Structur der 
Kugel nicht unendlich gross machen. 

Beisp. Die Ebene sei nicht voUkonmien rauh und der Reibungscoefficient 
II kleiner als —■ tan a; man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Kugel zur 

Zeit t nach dem Verlassen des Zustands der Ruhe -^ — t betragen würde. 

f* a 

% 145. Eine homogene Kugel roUt auf einer andern vollkommen rauhen fest- 
liegenden Kugel hinab. Man sttche die Bewegung, 

a bez. b seien die Radien der beweg- 
A ^ liehen und festen Kugel; C und O ihre Mittel- 

punkte; OB sei der verticale Radius der festen 
r f \ \ Kugel; 9 « -^BOC; F bez. B die Reibung 

^^ >: / \ ^ \ und normale Reaction bei N. Die Componenten 

in der Richtung der Tangente i|nd Normalen 
zur Bahn von C sind dann 

ni(a + b)-^^ ^^-mgamtp-^F . (1), 




dt 



w (a -)- 6) ( -^ j = mg cos 9 — B . 



(2). 



Ist A der Punkt der beweglichen Kugel, 
welcher ursprünglich mit B zusammenfiel und 
6 der Winkel zwischen einer im Körper fest- 
liegenden Linie, z. B. CA und einer in der Ebene festliegenden Geraden, z. B. 
der Verticalen, so liefern die Momente um C die Gleichung 



mk* jTF = ^a 



(8). 



Man beachte, dass man den Winkel ACO nicht als Winkel B benutzen kann, 
weil zwar CA in dem Körper, CO aber nicht im Raum festliegt. 



(■ 



Die Bewegungsgleichungen (§ 144 — 146). 129 

Die geometrische Gleichung ist offenbar 

a(fl—q>) = b(p (4). 

Eine weitere brauchen wir nicht, da schon bei dem Aufstellen der Gl. (1) 
und (2) das Constantbleiben des Abstandes CO benutzt worden ist. 

Die Gestalt der Gl. (4) zeigt, dass wir die erste Methode anwenden können. 
Wir erhalten 

und kommen schliesslich zu der Gleichung 

MultipHcirt man mit 2 -^ und integrirt, so findet man, wenn der rollende 

Körper sich vom Zustand der Buhe und einem Punkt aus, der dem Punkt B un- 
endlich nahe liegt, in Bewegung setzt, 

Zu demselben BesuUat kommt man auch durch Benutztmg der Gleichung der 
lebendigen Kraft. Die lebendige Kraft der Kugel ist nt v' -4- ib' Ij- ) und 

p z= (fl -\- b) -^ ' Die Kräfteiunction ist nach § 140 gleich mgy^ wenn y die verti- 
at 

cale Strecke bedeutet, um welche das Centrum herabgesunken ist. Man erhält 

woraus sich mit Hülfe von (4) dieselbe Gleichung wie oben leicht ableiten Iftsst. 

Will man finden, an welchem Punkt der Körper die Kugel verl&sst, so hat 

man 12 »= zu setzen. Die Gl. (2) liefert (a -{- b) {dq>/dt)* »« ^ cos 9 , daher 

Y p (1 — cos 9>) =B </ cos 9 und cos 9 ■-» — • Man beachte , dass das Resultat von 
der Grösse der Kugeln unabhängig ist. 

Beisp. 1. Sind die Kugeln glatt, so yerlässt die obere die untere, wenn 
cos 9 ■■ -— wird. 

Beisp. 2. Ein Stab ruht mit seinem einen Ende auf einer glatten horizontalen 
Ebene, lehnt mit dem andern gegen eine glatte verticale Wand und hat die 
Neigung a gegen den Horizont. Er gleite hinab; man zeige, dass er die Wand 

yerlässt, wenn seine Neigung arc sin fy sin a\ ist. 

Beisp. 8. Ein Balken von der Länge a rotirt auf einer glatten horizontalen 
Ebene um sein eines festliegendes Ende unter der Wirkung keiner anderen Kräfte 
als des Widerstandes der Atmosphäre allein. Nimmt man an, die yerzögemde 
Wirkung des Widerstandes auf ein kleines Element yon der Länge dx sei 
Ädx (Geschw.)', so ist die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t durch die Gleichung 
gegeben 

1 1 Aa* 

m Ä ~ 4tMk* 

[Queen's Coli. (Queen's ColL Ezamination Papers.)] 

Beisp. 4. Eine schiefe Ebene yon der Masse M ist im Stande sich frei auf 
einer glatten horizontalen Ebene zu bewegen. Eine yollkommen rauhe Kugel yon 
der Masse m wird auf die geneigte Fläche gelegt und rollt unter der Einwirkung 
der Schwere hinab. Wenn af die horizontale Strecke ist, um welche sich die ge- 

Bovth, Dynamik. I. 9 
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neigte Ebene Torwarts bewegt, x die Strecke, welche die Kugel auf der geneigten 
Ebene znrQckgelegt hat, so lässt sich beweisen, dass 

7 1 

(itf-|-flfi)a;' =9f»«co8a, -^x — o/ cosa»» y^i^sin a 
ist, unter a die Neigung der Ebene gegen den Horizont verstanden. 

Beisp. 6. Zwei gleiche yollkommen rauhe Kugeln werden in labilem Gleich- 
gewicht aufeinander gesetzt, wobei die untere auf einem vollkommen glatten 
Tisch ruht. Man zeige, dass bei einer leichten Störung des Systems die Kugeln 
fortfahren sich in demselben Punkte zu berühren und dass, wenn 6 die Neigung 
der Verbindungslinie der Mittelpunkte gegen die Yerticale bedeutet, 

(*• +a^ + a^ sin» e)(^)'«- 2flra (1 — cos ö) 

ist. ^^*' 

Beisp. 6. Zwei ungleiche vollkommen rauhe Kugeln werden in unsicherem 

Gleichgewicht aufeinander gesetzt, wobei die untere auf einem vollkommen glatten 

Tisch ruht. Man zeige, dass bei einer leichten Störung des Systems die Kugeln 

sich trennen, wenn die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte mit der Verticalen 

fit 
einen Winkel tp macht, der durch die Gleichung -j^— — cos' tp — 3 cos 9 + 2 — 

Ja. -^ fn 

gegeben ist, unter M die Masse der unteren und unter m die der oberen Kugel 

verstanden. 

Beisp. 7. Eine Kugel von der Masse M und dem Radius a wird gezwungen, 
auf einer vollkommen rauhen Curve von beliebiger (Gestalt zu rollen und die Ge- 
schwindigkeit ihres Schwerpunkts ist Anfangs V. Die Anfangsgeschwindigkeit 

yt 7« 

ändert sich und wird K; man zeige, dass die Normalreaction sich um M 

9 — « 
vergrössert, wenn q der Krümmungsradius der Curve für den Berührungspunkt ist 

und dass die Beibung unverändert bleibt. 

Beisp. 8. Ein gleichförmiger Stab von der Länge 2 a, dessen eines Ende eine 
horizontale Ebene berührt, hat eine Neigung a gegen die Verticale. Der Stab beginnt 

seine Bewegung vom Zustand der Ruhe aus. Man zeige, dass seine Winkelgeschwindig- 

s 
keit 0, wenn er in horizontale Lage kommt, durch die Gleichung aa>' b=-t-^ cos a 

gegeben ist, mag nun die Ebene vollkommen glatt oder vollkommen rauh sein. 
Man zeige auch, dass der Stab in keinem der beiden Fälle die Ebene verlässt. 

Beisp. 9. Ein grader Tunnel wird von London nach Paris gebaut. Man 
zeige, dass eine Kugel, welche ihre Bewegung vom Zustand der Ruhe aus auf 
dem einen Endbahnhof beginnt, in etwa 42 Minuten auf dem andern ankommt, 
wenn der Tunnel glatt ist, und etwa 8 Minuten länger braucht, wenn er voU- 
kommen rauh ist. Dabei ist angenonmien, dass sich die Kugel nur unter dem 
Einfluss der Schwere bewegt und diese innerhalb der Erde dem Abstand der 
Kugel von dem Mittelpunkt der Erde proportional ist. Würde die Zeit von 
London nach Wien dieselbe sein? 

Beisp. 10. Eine schwere gleichförmige Kette füllt eine glatte dünne Röhre 
aus, die einen Kreisquadranten bildet, dessen einer Grenzradius horizontal ist, 
während der andere vertical nach oben geht. Beginnt die Kette ihre Bewegung 
vom Zustand, der Ruhe aus, so ist ihre Geschwindigkeit v beim Verlassen der 
Röhre durch 

2«t?««5ra(«» + 8) 
gegeben. 

Beisp. 11. Eine schwere Kette liegt in einer glatten dünnen Röhre, welche 
die Form der oberen Hälfte der Cardioide r » a(l -^ cos B) hat. Die Axe der Curve 
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ist horizontal. Das eine Ende der Kette hat die Coordinaten ^ = 0, rs=2a und 
ihre Länge ist 2 a. Zu beweisen, dass, wenn die Kette gerade ganz aus der Röhre 
heraus ist, ihre Geschwindigkeit durch 

10t?« = aflf(62 — 91/8) 
gegeben ist. [Coli. Exam. (Coli. Examination Papers.)] 

Beisp. 12. Ein yoUkommen rauher cylindrischer Schleifstein vom Radius a 
rotirt mit gleichförmiger Beschleunigung um seine horizontale Axe. Man zeige, 
dass, wenn der Mittelpunkt einer Kugel, die sich in Berührung mit seiner Schleif- 
fläche befindet, noch in Ruhe bleiben soll, die Winkelbeschleunigung des Schleif- 
steins nicht grösser als -^ sein darf. [Coli. Exam. 1877.] 

§ 146. Ein Stab OÄ kann sieh um ein Scharnier hei drehen, wahrend sein 
andres Ende A auf einem glatten Keü ruM, der auf einer glatten durch gehenden 
horizontalen Ebene ^^iten kann. Man suche die Bewegung, 




Ist cc der Winkel , M die Masse des Keils; x=^ OC; 2 die Länge, m die 
Masse des Balkens; ß^^ÄOG und B die Reaction bei A, so erhält man die 
dynamischen Gleichungen 

Jlf -Try = jRsina (1), 

wtib" ^p«Ä2cos(a — ö) — f»^ — cosö (2) 

und die geometrische Gleichung 

o; sin a s» 2 • sin (c( — ß) (3) . 

Hier muss offenbar die zweite Lösungsmethode angewandt werden; man findet 

^^lidi^+^'^^lidi^-^'^^^''''^di+^^l^^^ 

Der Coefficient yon B verschwindet, wie sich aus der Differentiation der Gl. (3) 
ergibt. Durch Litegration erhält man dann 



^i^y+mf^^Q'-C-ngK^e. 



Diese Gleichung hätte man nach dem Princip der lebendigen Kraß sofort 
niederschreiben können. Denn die lebendige Kraft des Keils ist offenbar y M (dx/dty 

und die des Stabs ~ mk* {dß/dt)\ Bezeichnet y die Höhe des Schwerpunkts des 

Stabes OA über OCy so ist die Kräftefünction -^O — mgy nach § 140. Da femer 

j^ SS --7 sin 9 ist, so ergibt sich damit das obige Resultat. 



Substituirt man aus Gl. (3) den Werth ^on-j-, so wird 



9 
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worin C^^mglamß ist, falls der Stab sich zu bewegen anfängt, wenn 6»^ ist. 
Diese Gleichnng lässt sich nicht weiter integriren; $ kann also nicht durch 
t ausgedrückt werden; dagegen ergibt sich aus ihr die Winkelgeschwindigkeit 
des Balkens und daher auch die Geschwindigkeit des Keils. 

§ 147. Zwei gleich lange Stabe AB, BCsind durch ein Scharnier bei B verbunden 
und können frei auf einer glaUen horizonUUen Ebene gleiten. Das Ende Ä des Stabes 
AB ist durch ein zweites Scharnier mit einem festen Punkt des Tisches verbunden. 
Ein elastischer Faden AC, dessen Länge, wenn er nicht gespannt ist, gleich AB oder 
BC ist, verbindet A mit dem Ende C des Stabes BC. Anfangs bilden die beiden 
Stabe mit dem Faden ein gleichseitiges Dreieck und das System beginnt seine Be- 
wegung mit der Winkelgeschwindigkeit Sl um A. Man stuhe die grösste Länge 
des elastischen Fadens wahrend der Bewegung; ebenso die Winkelgeschwindigkeit 
der Stäbe, wenn sie einen rechten Winkel miteinander machen und den geringsten 
Werih von Sl, der diese Lage möglich macht. 

1) Die folgende Lösung der Aufgabe wird auf den ersten Blick etwas umständ- 
lich erscheinen. Hier sollen jedoch die yerschiedenen Arten, wie die Principien 

der Flächen und der lebendigen Kraft anzuwenden 
sind, erläutert werden. Wir gehen auf die Einzel- 
heiten ein, weil es das erste Beispiel dieser Art 
ist. Sonst freilich werden die aus diesen Prin- 
cipien abgeleiteten Gleichungen (1) und (2) in der 
Begel ohne oder nwr mit wenigen Erklärungen 
niedergeschrieben, 

2a sei die Länge eines jeden Stabes, mk^ 
sein Trägheitsmoment fOr seinen Schwerpunkt, 

so dass also ä;' «» -^ a' ist. D und E seien die 

Mittelpunkte der Stäbe imd (x, y) die Coordinaten 
Ton E auf A als Coordinatenüifang bezogen. 

Die einzigen an dem System angreifenden 
Kräfte sind die Beaction des Scharniers bei A 
und die Spannung des elastischen Fadens AC. 
Eine Bichtung, für welche die Summe der Compo- 
nenten derselben verschwindet, ist nicht zu er- 
mitteln, weil die Richtung der Beaction bis jetzt 
unbekannt ist. Da aber die Bichtungslinien der beiden Kräfte durch A gehen, 
so verschwinden ihre Momente um A und die WinkelbewegungsgrGsse um A bleibt 
deshalb nach § 183 während der Bewegung constant und ihrem Anfangswerth gleich. 
», m seien die Winkelgeschwindigkeiten von AB, BC zur Zeit t. Die Winkel- 

bewegungsgrösse von BC um A ist •'*(*"jf"~y'^+ **»') ^^^^ % 134. Die 

WinkelbewegungsgröBse von ABwaiAist nach demselben Paragraphen mQc^-\-a*)aj 
dA AB sich um den festen Punkt A dreht. Sie haben die Anfangswerthe 

m(8a* + Ä;")Ä bez. w(Jfc' + a')Ä, da «, «' und ^- anfänglich gleich Sl sind und 

AE Anfangs das Loth von A auf die gegenüberliegende Seite in dem von dem 
System grebildeten gleichseitigen Dreieck ist. Daher wird 

m(Jk« + a«)ffl + in[a:^— y^+Ä:»ffl'] = w(2Ä:» + 4a«)a . . (1) . 

Eine zweite Gleichung erhält man durch die Anwendung des Pnncips der 
lebendigen Kraft. Die lebendige Kraft des Stabes BC ist 
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T-[(S)'+(|)+--] 
nach § 139 und des Stabes AB nach demselben Paragraphen y m (X;' -f a*) o* da 
er sich mn J. als festen Punkt dreht. Ihre Anfongswerthe sind -i w (3 a* + ä*) ß* 
bez. — w (Ä* + ö*) ß*- Ist T die Spannung des Fadens, q seine LUnge zur Zeit *, 

80 ist die Eiftftefimction der Spannung i( — 2^d(. Wie aas der Lehre von den 

virtuellen Momenten in der Statik bekannt ist, muss der Spannung das nega- 
tive Vorzeichen gegeben werden, da sie q zu verkleinern sucht und die Grenzen 
sind 2 a und ^, weil der Faden sich von seiner Anfangslänge 2 a bis p ausgedehnt 

hat. Da nach dem Hooke'schen Gesetz T=E^-- ist, so erhalt man die 

2a ' 

/q 2a^* 

Kräftefimction durch Integration = — E ^^— r — ^ . Die Beaction bei Ä tritt nach 

4a 

§ 141 in der Gleichung der lebendigen Kraft nicht auf. Diese letztere ist daher 
mCi'+a')«« +m [(^) + (^)* + 1««,"] = « (U« + 4««) fl« -^m^* (2) . 

Es sind nur zwei unabhängige Bewegungen der Stäbe möglich. Man kann 
AB um A und BC um B drehen; alle Bewegungen, die nicht aus ihnen be- 
stehen, sind mit den geometrischen Bedingungen der Au%abe unvereinbar. Zwei 
dynamische Gleichungen sind zu ihrer Bestimmung ausreichend und diese haben 
wir eben erhalten; alle übrigen Gleichungen, die vielleicht noch nOthig sind, 
müssen aus geometrischen Betrachtungen abgeleitet werden. 

Sind iff, fp' die Neigungen der Stäbe AB, BO gegen die a;-Aze und ist 
qp 3s ^' — -^j 80 ist 

x=B2acos'flf-\-acoBfij' y = 2aßmilf'{-aBinL^' 

dx ^ . -.ff dy ^ . , , 

-— . as — 2a sm t&a> — a sm tfr o> ~- = 2a cos fboa + a cos tb m , 
dt ^ dt 

Die Gleichungen der Winkelbewegungsgrösse und der lebendigen Erafb werden 
dann 

m(k* + 6a* -f 2a' cos 9) <d -f w (3k* -f a* + 2 a* cos 9) © = w (2** + 4a*) Ä . (8) , 

m(Ä;*4-6a")a>*+i»(Ä;«-fa*)a)'*+4i»a*cDa>'co8g)=f»(2Ä;*-f4a«)ß*— ^^^^^ (4). 

aa 

Diese Gleichungen bestimmen a, a' in Ausdrücken des Hülfswinkels 9. 

Die grösste Länge des dasHschen Fadens während der Bewegung zu finden. 

do 
In dem Augenblick, in welchem q ein Maximum wird, ist •--- s» und das ganze 

System bewegt sich daher, als wäre es ein starrer Körper. Für diesen einzelnen 

Moment ist also m^^^m' und die Gleichungen (3) und (4) werden, wenn man für 

a* 
Ä* seinen Werth — - einsetzt, 

o 

(10 -)- 6 COS 9) 0) = 7a, (10 + 6 cos 9) o* = 7ß* — 7 j(e — 2a)*. 

Eliminirt man m und bedenkt, dass 9 = 40000 --- 9 ist, so erhält man 

^(3^» + 16a*) {q — 2a) « 28wfl*a»(9 + 2a). 
Diese cubische Gleichung hat eine positive Wurzel, die grösser als 2a ist. 



134 Kapitel IV. Ebene Bewegung. 

Die Bewegtmg in dem Äugenblick tu finden, in dem die Stabe redUtoinklig 
zu einander sind. In dieeem Moment ist q>ss^Y^ und (3) und (4) erhalten die 
Gestalt 

8a) + 2a>' = 7Ä, 8««+ 2©'« — 7Ä« — i^ (1/2 — !)• . 

ma ^^ 

Aus diesen Gleichungen lässt sich oo und 0» leicht ableiten. Offenbar sind 

10(1/2 lY E 

die Werthe für co, « nur dann reell, wenn 7fl*> — ^ — ist. 

' • ' '^ ma 

2) Eine andere Lösung. Man kann sich oft die Mühe einer Elimination er- 
sparen, wenn man die aus den Principien der Flächen und der lebendigen Kraft 
abgeleiteten Gleichungen in einer etwas andern Art bildet. Der Stab BC dreht 
sich um B mit der Winkelgeschwindigkeit cd', während sich gleichzeitig B senk- 
recht ZM AB mit der Geschwindigkeit 2a cd bewegt. Die Geschwindigkeit des 
Punktes E ist daher die Resultante von am senkrecht zu ^C und 2ao) senk- 
recht zu AB^ beide selbstrerständlich dem Punkt E ertheilt. Wünschen wir 
die Resultate in Ausdrücken Ton cd, 09' zu erhalten, so kann man diese Ge- 
schwindigkeiten statt der Goordinaten (x, y) benutzen, um die Bewegfung Ton E 
auszudrücken. 

Bei der Anwendung des Princips der Flächen haben wir das Moment der 
Geschwindigkeit Yon E um A zu suchen. Da die Geschwindigkeit 2 a cd senk- 
recht zu AB ist, so hat das Loth yon A auf ihre Richtung eine Länge 
gleich AB plus der Projection Ton BE auf ABy also — 2a -f- a cos 7. Weil die 
Geschwindigkeit am senkrecht zn BE ist, so hat das Loth Ton A auf ihre 
Richtung eine Länge gleich BE plus der Projection von AB auf BE^ also 
>s a -{- 2a cos 9. Die Winkelbeweg^ungsgrösse des Stabes BC um A ist daher 

nach § 184 

mk^m -|- 2mao) (2a -{- a cos 9) -|- maco' (a -f- 2a cos 9) . 

Das Princip der Flächen fOr die beiden Stäbe liefert daher 

m (*" + 6a" -f- 2a* cos 9) o + 1» (ik* + a' + 2a* cos g>) o»' — m (2** -f- 4a*) Ä. 

Die rechte Seite der Gleichung ist der An^Euigswerth der Winkelbewegungs- 

grosse und wird aus der linken Seite dadurch erhalten, dass man cos 9 = ^ 

und CO =3 cd' BS A setzt. 

Bei der Anwendung des Princips der lebendigen Kraft brauchen wir die 
Geschwindigkeit yon E. Betrachtet man sie als die Resultante yon 2a 01 und am 
und ist V ihr Werth, so ist offenbar 

t?* SS (2aa>}* -f (a© )* -f- 2 • 2am • aco' cos qp . 

Hat man den Anfangswerth bestimmt, wie zuy or, indem man cos 9 » — y , o ss 09' =« A 

setzt, so liefert das Princip der lebendigen Kraft nach § 142 

«i(ib*+ 6a*)a)*+ w(ft'-f- a*) cd'*+ 4ma*coco' cos 9» 

« w (2** -f 4a«) Ä» — .B ^.^^=^\ 

«a 

wobei die Kräftefunction ebenso, wie früher, ermittelt wird. Da -^^^m —m und 

^ B= 4 a cos Y 7 i^^ ^^ haben wir gerade drei Gleichungen zur Bestimmung yon 

CD, cd' und 9. Sind nur diese Grössen zu suchen, wie in den beiden obigen Fällen, 
so hat diese Form der Lösung den Vorzug der Kürze. 

Beisp. 1. Zwei Stäbe AB^ BC yon gleicher Masse sind durch ein Scharnier 
bei B yerbunden und das Ende A liegt fest. Sie fallen aus einer Anfangslage 
unter der Wirkung der Schwere. Ihre Längen sind 2 a bez. 2& und ihre Neigungen 
gegen den Horizont 0, 9 zu irgend einer Zeit. Man beweise, dass 



1 
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und 

Die erste Gleichung erhält man aus der Winkelbewegungsgrösse um A für 
beule Körper, wie in § 78 erklärt wurde. Die zweite ist die Gleichung der lebendigen 
Kraft. [Coli. Ex.] 

Beisp. 2. An einen gleichförmigen Stab von der Länge 2a ist durch einen 
Faden b ein materieller Punkt befestigt; der Stab und der Faden werden in der- 
selben Geraden auf einen glatten Tisch gelegt und der materielle Punkt wird mit 
der Geschwindigkeit V senkrecht zum Faden fortgeschleudert; man beweise, dass 
der grGsste Winkel 9, den der Faden mit dem Stab machen kann, durch 

sin' -T- 9 = ^71 gegeben ist, worin n das Yerhältniss der Masse des Stabes 
» 126 

zu der des Punktes bedeutet. Man zeige auch, dass die Winkelgeschwindigkeit 

Y 

alsdann ist. [Coli. Ex.] 

Der gemeinschaftliche Schwerpunkt G bewegt sich mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit in einer Geraden. Sowohl die lebendige Kraft als die Winkel- 
bewegungsgrösse um G sin4 constant. 

Beisp. S. Drei gleiche und gleichförmige Stangen sind aus solchem Material 
hergestellt, dass jeder Massenpimkt jeden andern mit einer Kraft abstösst, die 
dem Product ihrer Massen und ihrem Abstand direct proportional ist und sind an 
ihren Enden so yerbunden, dass sie sich frei um sie drehen können und dass sie 
ein gleichseitiges Dreieck bilden. Eine der Verbindungen an den Ecken wird ent- 
fernt; man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit jeder der äusseren Stangen, 

wenn alle drei sich in gerader Linie befinden, l/8,4 mal so gross als ihre Winkel- 
geschwindigkeit zu der Zeit ist, wenn sie rechte Winkel mit der mittleren Stange 
bilden. [Math. Tripos 1878.] 

Beisp. 4. Vier gleiche Stäbe OÄ^ AC, CB, BO sind durch Scharniere frei 
an ihren Enden verbunden, so dass sie einen Bhombus bilden imd der Winkel 
AOB^^a ist. Das System rotirt in seiner Ebene mit der Winkelgeschwindig- 
keit A um 0, welches im Baum festliegt und dabei sind die Eckpunkte 0, C durch 
einen Faden yerbunden. Der Faden gibt nach und a>, a>' sind die Winkel- 
geschwindigkeiten der Stäbe zu irgend einer späteren Zeit. Man beweise, dass 

§ 148. Die Linse eines schweren Pendels ewfhäU eine kugelförmige AwMKhmg, 
toeiche mit Wasser gefüllt ist. Man soU die Bewegtmg ermitteln. 

sei der Aufhängungspunkt, G der Schwerpunkt des festen TheilB des 
Pendels, Mk* sein Ti%heitsmoment für und OG^»h. (7 sei der Mittelpunkt 
der Wasserkugel, a ihr Radius und OC^^c; m sei die Masse des Wassers. 

Wenn wir annehmen, das Wasser sei eine vollkommene Flüssigkeit, so muss 
nach der Definition einer Flüssigkeit die Action zwischen ihm und dem Gefäss 
die Richtung der Normalen zur Kugeloberfläche haben. Es existirt daher keine 
Kraft, welche die Flüssigkeit um ihren Schwerpunkt zu drehen sucht. Bei dem 
Hin- und Herschwingen des Pendels nimmt der Mittelpunkt der Kugel an dieser 
Bewegung Theil, ohne dass das Wasser rotirt. 

Die Effectivkräfbe des Wassers sind nach § 131 gleichwerthig mit der Effectiy- 
kraft der ganzen in ihrem Schwerpunkt vereinigten Masse und einem Paar mk^ dn/dt, 
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worin flo die Winkelgeschwindigkeit des Wassers und mk* sein Trägheitsmoment 
um einen Durchmesser ist. m ist aber, wie eben gezeigt wurde, Null; das Paar 
fällt also weg. Daraus folgt, dass man bei allen Problemen dieser Art, wenn der 
Körper sich nicht dreht oder sich mit gleichförmiger (^Geschwindigkeit dreht, den 
KOrper in einen einzigen in seinem Schwerpunkt liegenden materiellen Punkt yer- 
einigen kann. 

Das Pendel und die vereinigte Flüssigkeit bilden nun einen starren um eine 
feste Aze rotirenden KOrper; wenn daher S den Winkel bedeutet, den eine im 
Körper festliegende Linie CO mit der Yerticalen bildet, so ist die Bewegungs- 
gleichung nach § 89 

(Jtf Jb« + mc") ^f + (JfÄ + mc) ^ sin e « 0, 

worin bei der Feststellung des Moments der Schwere vorausgesetzt wurde, dass 
0, (7, C7 in grader Linie liegen. Die Länge L' des gleichwerthigen einfachen 
Pendels ist nach § 92 

JlfÄ + mc 

mk* sei das Trägheitsmoment der Wasserkugel um einen Durchmesser. Denkt 
man sich nun, das Wasser würde fest und wäre mit dem Gefäss starr verbunden, 
so findet man die Länge L des einfachen gleichwerthigen Pendels auf ähnliche Art 

^^ MK*+m(c*+k*) 
~~ Mh + WC 

Es ist also L' << L, die Schwingungsdauer daher kleiner, als wenn das Ganze 
massiv wäre. 

§ 149. Die cliarakteristiselieii Merkmale sieb bewegender ESrper. 

Aus den Bewegungsgleichmigen der Körper in § 135 ist ersichÜieh, 
dass die Bewegung abhangt 1) von der Masse des Körpers, 2) der Lage 
des Schwerpunkts, 3) den äusseren Kräften, 4) den Trägheitsmomenten 
des Korpers um gerade durch seinen Schwerpunkt gehende Linien, 
5) den geometrischen Gleichungen. Zwei Korper können so verschieden 
sein, wie möglich; wenn diese Merkmale dieselben sind, so bewegen 
sie sich auf dieselbe Art, d. h. ihre Schwerpunkte beschreiben dieselbe 
Bahn und ihre Winkelbewegungen um ihre Schwerpunkte sind dieselben. 
Dieser Satz vdrd oft mit Yortheil dazu verwendet, den gegebenen Körper 
mit einem andern zu vertauschen, dessen Bewegung sich leichter 
finden lässt. 

Wenn z. B. eine Kugel eine excenbrische kugelförmige Aushöhlung 
hat, welche mit einer Flüssigkeit von derselben Dichtigkeit wie die 
der massiven Kugel gefüllt ist, so hängt die Bewegung der Kugel von 
der Lage der Höhlung nicht ab; man kann also den hohlen Raum, wenn 
es vortheilhaffcer ist, in den Mittelpunkt verlegen. Denn da die Flüssig- 
keitskugel entweder nicht oder mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit 
rotirt, so vnrd die Bewegung nicht verändert, wenn man die Flüssigkeit 
in einen in ihrem Gentrum liegenden materiellen Punkt vereinigt. 
Alsdann ist offenbar das erste, zweite, dritte und fünfte Merkmal un- 
abhängig von der Lage der Höhlung. Was das vierte angeht, so sei a der 
Badius der Kugel, h derjenige der Höhlung, c der Abstand ihres Mittel- 



Die Merkmale der Körper (§ 148—149). 137 

punkts Yom Centrum der Eugel; das Trägheitsmoment des massiven 
Theils der Eugel ist alsdami -^ %a? - jO>* — -o 3^6* * (x ^* + ^) ^^^ ^^ 

der Flüssigkeit^ wenn sie in ihrem Mittelpunkt vereinigt wird, — ä6' • c*. 

Addirt man beide, so verschwindet c; das ganze Trägheitsmoment ist 
daher von der Lage der Höhlung unabhängig. 

Ein andres Beispiel ist die Bewegung einer gleichfonmgen drei- 
eckigen Lamelle unter dem Einfluss der Schwere. Ersetzt man die 
Fläche durch drei Drähte, welche ihren Umfang bilden, aber kein Ge- 
wicht haben, so bleiben die geometrischen Bedingungen der Bewegung 
im Allgemeinen unverändert und setzt man auf die Mittelpunkte der 
Drähte drei materielle Punkte, wovon jeder ein Drittel der Masse des 
Dreiecks enthält, so hat der Körper dieselben charakteristischen Merkmale, 
wie das wirkliche Dreieck und kann es in jedem Problem ersetzen. 

Beisp. 1. Ein materielles Dreieck, welches sich im Zustand der Buhe be- 
findet, wird im Mittelpunkt einer Seite von einem Stoss senkrecht zu seiner 
Ebene getroffen; man zeige, dass die Momentanaxe die beiden andern Seiten 
halbirt. TrifFt jedoch der Stoss einen Eckpunkt, so theilt die Momentanaxe die 
beiden Seiten, die in diesem Punkt zusammenlaufen, im Yerhältniss von 8:1. 

Dies ist eigentlich kein Fall ebener Bewegung, doch lassen sich die Re- 
sultate aus bereits gegebenen Sätzen ableiten, wenn man die Momente um eine 
Gerade nimmt, welche durch den Angriffspunkt des Stosses und einen der gleich- 
werthigen materiellen Punkte geht. 

Beisp. 2. Eine materielle dreieckige Fläche ABC schwingt um eine Seite 
AB sAs horizontale Axe unter dem Einfluss der Schwere; man zeige, dass die 
Druckkräfte auf die feste Axe einem yerticalen Druck auf den Mittelpunkt von 
AB und einem Druck in der Ebene des Dreiecks gleichkommen, welcher den Ab- 
stand zwischen und der Projection N von C auf AB halbirt. Der erste ist 

Y W und der zweite ist der Spannung eines Fadenpendels von der Länge -j CN 

und dem Linsengewicht y W gleich, wobei W das ganze Gewicht bezeichnet. 

Die Botationsträgheit einer rauhen Rolle ^ über welche ein Faden 
laufty der zwei Theile eines dynamischen Systems verbindet^ zog man 
firüher dadurch in Rechnung^ dass man die Bolle durch eine andre 
Ton derselben (Crosse aber ohne Masse ersetzte und ihren umfang mit 
einem materiellen Punkt belud. Ist a der Radius der Rolle, k ihr 
Tragheitsradius in Bezug auf das Centrum, m ihre Masse, so ist die 

Masse des materiellen Punktes — i^m, so dass sie also für eine cylindrische 

Rolle die Hälfte der Masse der Bolle ausmacht. Sie muss dann der 
Masse der übrigen an dem Faden befestigten materiellen Punkte zu- 
gezahlt werden. Sind z. B. zwei schwere Massen Jtf, M' durch einen 
Faden yerbunden, der über eine cylindrische Bolle von der Masse m 
lauft; die sich frei um ihre Axe drehen kann, so ist die Bewegungsgleichung 

worin v die Geschwindigkeit bedeutet. Die Trägheit der Bolle wird 
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dabei dadurch berücksichtigt, dass man einfach -r- zu der bewegten 

Masse addirt. Ist die Bolle ebenso im Baum beweglich wie sie frei 
rotiren kann, so zieht man ihre Translationsträgheit wie gewöhnlich 
in Bechnung, indem man die ganze Masse in ihrem Schwerpunkt ver- 
einigt. Da diese Vorstellung von der Botationsträgheit jetzt nicht mehr 
oft benutzt wird^ so überlassen wir den Beweis dieser Angaben, wenn 
einer nothig sein sollte, dem Leser. 

Beisp. 3. Die Endpunkte Ä und B eines Stabes AB^ dessen Schwerpunkt 
in der Mitte Ton AB liegt, sind gezwungen, sich längs zweier aufeinander 
senkrechter Geraden Ox, Oy zu bewegen und irgend welche Kräfte wirken auf 
den Stab. Man zeige, dass die Bewegung dieselbe ist, als wenn die ganze Masse 
in seinem Schwerpunkt vereinigt wäre und alle Kräfte in dem Verhältniss 
a*-\'k*: a* reducirt würden, unter 2a die Länge AB und unter k den Trägheits> 
radius för den Schwerpunkt verstanden. 

Beisp. 4. Eine kreisförmige Scheibe, deren Schwerpunkt in ihrem Centrum 

liegt, rollt auf einer vollkommen rauhen Curve unter dem Einfluss beliebiger 

Kräfte; man zeige, dass die Bewegung des Centrums dieselbe ist, als wenn die 

Curve [glatt wäre [und alle KJräfte im VerhSltniss a" + Ä* : a* reducii-t würden, 

unter a den Badius der Scheibe \md unter k den Trägheitsradius für das Centrum 

verstanden. Die normalen Druckki^lfte auf die Curve sind jedoch in den beiden 

Fällen nicht dieselben. In irgend einer Lage der Scheibe beträgt der Unterschied 

k* 
X , , - , , wenn X die Componente der an der Scheibe angreifenden Kraft längs 

der Normalen zur rauhen Curve ist. 

§ 150. Die Spannung an irgend einem Punkt eines Stabes. Ein 
Stab OA befindei sich im Gleichgewicht imter der Einwirkung beliebiger 
Kräfte; man soll ihre Wirhmg auf einen Querschnitt des Stabes bei P 
bestimmen. Diese Wirkung kann man als die Resultante der positiven 
oder negativen Spannungen der unzähligen Fasern auffassen, aus denen 
das Material des Stabes besteht. Aus der Statik ist bekannt^ dass man 
sie zu einer Einzelkraft Ry die an einem Punkt Q, den man beliebig 
wählen kann^ angreift und zu einem Paar G verbinden kann. Da sich 
jeder Theil des Stabes im Gleichgewicht befindet, so müssen sie auch 
allen äusseren Kräften, welche an dem Stab auf der einen Seite des 
Querschnitts bei P angreifen, das Gleichgewicht halten. Ist der Schnitt 
unbegrenzt klein, so nimmt man Q gewöhnlich in der Ebene des Quer- 
schnitts an und die Erafb B und das Paar G sind dann zusammen das 
Maass für die Spannung des Querschnitts. 

Wird der Stab durch die Wirkung der Kräfte gebogen, so werden 
die Fasern auf der einen Seite ausgedehnt, auf der andern zusammen- 
gedrückt. Der Stab beginnt zu brechen, sobald di^ Fasern hinlänglich 
ausgedehnt oder gedrückt werden. Wir wollen die Tendenz der Kraft 
JB, den Stab zu brechen, mit der des Paares G vergleichen. Ist A der 
Flächeninhalt des Querschnitts des Stabes, so verursacht eine Kraft F, 
die den Stab zieht, eine resultirende Kraft B =^ F und ruft eine 
Spannung der Fasern hervor, die, auf die Flächeneinheit bezogen, gleich 
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•j ist. Dieselbe Kraft F hat, wenn sie in dem Abstand jp von P an 

dem Stab angreift , ein Paar G = Fp zur Folge, welches durch das 
von den Spannungen gebildete Paar im Gleichgewicht gehalten werden 
muss. Ist 2a die mittlere Breite des Stabes, so ist die mittlere durch 
G hervorgerufene Spannung, auf die Flächeneinheit bezogen, von der 

TP v^ 

Ordnung x ^^ ^^^ ^^^ Querschnitt des Stabes sehr klein, so 

ist — sehr gross. Daraus geht hervor, dass das Paar, wenn es existirt, 

im Allgemeinen einen viel grosseren Einfluss auf das Brechen des 
Stabes ausübt, als die Kraft. Man nimmt daher oft dieses Paar zum 
Maass fdr die gesammte auf das Brechen des Stabes gerichtete Wirkung 
der Kräfte. Die Tendenz der Kräfte, einen Stab OA in einem Pimkt P 
0U hrechen^ wird durch das Moment um P aller Kräfte, welche an einem 
der Segmente OP, PA des Stabes angreifen, gemessen. 

Die Gomponente der Kraft 22, welche senkrecht zum Stab ge- 
richtet ist, heisst die Scheerhraß, Sie kommt den senkrecht zum Stab 
gerichteten Gomponenten aller Ejräfte, welche an einem der Segmente 
OPy PA angreifen, gleich. 

Befindet sich der Stab in Bewegung, so gelten nach dem D'Alem- 
b er tischen Princip dieselben Betrachtungen; vorausgesetzt, dass man 
die umgekehrten Eflfektivkräfte in die Kräfte einschUesst, die an dem 
Stab angreifen. 

Meistens wird der Stab so wenig gebogen, dass man beim Auf- 
stellen des Moments der gegebenen Kräfte die Wirkung der Krümmung 
vernachlässigen kann. 

Ist der Querschnitt des Stabes nicht sehr klein, so wird das obige 
Maass für die „Tendenz zum Brechen^ unanwendbar. Man muss dann 
sowohl die Kraft als das Paar in Betracht ziehen. Dieser Fall liegt 
ausserhalb der Grenzen imsres Buches; wir verweisen den Leser auf 
die Werke über Elasticitätstheorie. 

Liegt kein Stab sondern ein Faden vor, so verschwindet das Paar 
und die Kraft greift in der Richtung der Tangente an den Faden an. 
Die Inanspruchnahme des Fadens an irgend einem Punkt wird daher 
einfach durch seine Spannung gemessen. 

§ 161. Ein Stab OA von der Länge 2a tmd der Masse m, der sich frei um sein 
eines Ende drehen kann, fällt in einer verticalen Ebene u/nter dem Einfluss der 
Sdiwere herab. Man suche die „Tendenz zum Brechen*' an einem Punkt P. 

du sei ein Element des Stabes im Abstand u von P und auf derselben Seite 
von P wie das Ende Ä des Stabes. Es sei OP = x und der Winkel, den der 
Stab mit der Verticalen zur Zeit t macht. Die Effectiykrafte für du sind 

du. . .d^e , äu, . JdSY 

senkrecht zum Stab bez. in seiner Bichtimg genommen. Die gegebene Kraft ist 
m — g^ die Tertical abwärts gerichtet ist. Wendet man die Effectivkräfte um, so 
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ist die Tendenz zum Brechen bei P dem Moment aller Kräfte, welche an dem 
Theil PÄ des Stabes angreifen, in Bezug auf P gleich. Nennen wir es L, so ist 



/'du • ^ , r du, , , d*0 



wobei die Grenzen von us^O bis w^^^a — x gehen. Die Bewegungsgleichung 
ist femer, wenn man die Momente um nimmt, 

Daraus ergibt sich leicht 

L m^x{ia-xy. 

16a* ^ ^ 

Das Minuszeichen bedeutet, dass die Kräfte PA um P in einer Biehtung zu 
biegen suchen, welche deijenigen entgegengesetzt ist, in welcher 6 gemessen wurde. 

um zu ermitteln, wo der Stab, der gleichmässig stark vorausgesetzt wird, 
am wahrscheinlichsten brechen wird, muss man L zu einem Maximum machen. 

Dies gibt -=-- = und mithin ä = -jr- • Der gesuchte Punkt liegt in einem Ab- 

stand vom festen Ende, der einem Drittel der Länge des Stabes gleich ist. Seine 
Lage, wie man sich merken möge, ist unabhängig yon den Anfangsbedingungen. 
Um die Scheerkrafb bei P zu finden, muss man die Componente senkrecht 
zum Stab suchen. Wird das Resultat Y genannt, so ist 



Y=fm^g«ne+Jm^(x + u)^, 



wobei die Grenzen dieselben wie zuvor sind. Dies gibt 

welches an der Stelle verschwindet, an welcher die Tendenz zum Brechen ein 
Maximum ist und ein Maximum in einem Abstand vom festen Ende wird, der 
zwei Drittel der Länge des Stabes beträgt. 

Um die Zugspannung bei P zu finden, muss man die Componente in der 
Biehtung des Stabes suchen. Heisst das Resultat X und wird in der Richtung 
OÄ positiv genommen, so erhält man 

Geht der Stab vom Zustand der Ruhe aus bei einer Neigung a gegen die 
Yerticale, so findet man durch Integration der Bewegungsgleichung 



Mithin 

mg 



(dey ^g r n 

l-rr) = ~- (cos ö — COS a). 

\dt/ 2a ^ ' 



X = -^ (2a — x) [— - 4a cos + 8 (cos a — cos ö) (2a + x)] . 

Aus diesen Gleichungen folgt: (1) Die Grösse des Biegungsmoments und der 
Scheerkrafb sind von den Anfangsbedingungen unabhängig. (2) Die Grösse sowohl 
des Momentes wie der Scheerkrafb an einem beliebigen Punkt des Stabes variirt 
wie der Sinus der Neigung des Stabs gegen die Yerticale. (3) Das Yerhältniss der 
Grösse der Biegungsmomente an zwei gegebenen Punkten des Stabes bleibt immer 
dasselbe und dies gilt auch für die Scheerkräfte. (4) Die Zugspannung hängt von 
den Anfangsbedingungen ab und wenn der Stab nicht vom Zustand der Ruhe in 
horizontaler Richtung ausgeht, so ändert sich das Yerhältniss der Spannungen an 
zwei gegebenen Punkten mit der Lage des Stabes. 
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§ 152. Ein starrer an einem Punkt vollständig gespaltener Beif roUt auf einer 

vcUkommen rauhen horisowtalen Ebene und keine andern Kräfte ausser der Schwere 

wirken auf ihn ein. Man beweise, dass das Biegv/ngsmoment an dem von dem Spalt 

am weitesten entfernten Punkt immer dann ein Maximum wird, wenn der Spalt 

tiefer als das Centrum liegt und ssugleich die Neigvmg des durch den Spalt gehenden 

2 
Durehmessers gegen den Horizont arc tan — ist. [Math. Tripos, 1864.] 

m sei die Winkelgeschwindigkeit des Reifens, a sein Badius. Die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes P des Reifens ist die Resultante aus der Geschwindig- 
keit am parallel zur horizontalen Ebene und der gleichgrossen ao> in der Richtung 
der Tangente an den Reifen. Die erste ist nach Richtung und Grösse constant 
und trägt daher zur Beschleunigung von P nichts bei. Die letztere ist der GrOsse 
nach constant, aber in ihrer Richtung veränderlich und liefert am* als Be- 
schleunigung in der Richtung des Radius des Reifens. A sei der Punkt, an 
welchem der Reif gespalten ist, B das andere Ende des Durchmessers, C das 
Centrum, 6 die Neigung von AGB gegen den Horizont. PP* sei irgend ein Ele- 
ment auf der oberen Hälfbe des Kreises, BCP=^ 9. Dann ist das Biegungs- 
moment oder die Tendenz zu brechen bei B dem Ausdruck 

f { — aa^a sin 9 -f ^ [a cos — a cos (9 -)- Ö)] } adtp sss 

u 

= — 2a"a)*^+ ga* (« cos -f- 2 sin 6) 

2 
proportional. Er wird ein Maximum fOi tan =» — • 

Beisp. 1. Ein halbkreisförmiger Draht AB yom Radius a rotirt auf einer 
glatten horizontalen Ebene um sein eines Ende A mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit m. Es sei aq> der Bogen zwischen dem festen Punkt A und dem 
Punkt, an welchem die Tendenz zu brechen am grOssten ist; man beweise, dass 
tan 9 3= « — 9 ist. Wird das Ende B plötzlich festgelegt und das andere A los- 
gelassen, so ist die Tendenz zu brechen an einem Punkt P am grössten, fSr welchen 

jiaxLPBA^PBA 

ist. [Math. Tripos, 1886.] 

Beisp. 2. Zwei Eckpunkte einer schweren quadratförmigen Lamelle, deren 
Seite a ist, sind mit zwei von dem Mittelpunkt eines Stabes, dessen Länge 2 a ist, 
gleichweit abstehenden Punkten so verbunden, dass das Quadrat um den Stab 
rotiren kann. Das Quadrat hat dasselbe Gewicht, wie der Stab. Wenn der Stab 
in horizontale Lage gebracht und an seinen Enden gestützt wird, so ist er im 
Begriff zu brechen. Der Stab wird nun in yerticaler Lage an seinen Enden ge- 
halten und dem Quadrat die Winkelgeschwindigkeit a gegeben. Man zeige, dass 
der Stab bricht, wenn aa^'^Sg wird. [Coli. Exam.] 

Beisp. 8. Ein Draht in der Gestalt des von der Axe abgeschnittenen Theils 
der Curve r = a (1 + cos 0) rotirt um den Coordinatenanfang mit der Winkel- 

geschwindigkeit o. Man beweise, dass die Tendenz zu brechen am Punkt ss — durch 

2 

I2V2 

m — ^ m*a* gemessen wird. [St. John's CoU. (St. John^s Coli. Examination Papers.)] 

Beisp. 4. Ein nicht homogener Stab OA wird wie ein Pendel um eine horizontale 
durch O gehende Axe geschwungen. Man beweise, dass, wenn der Stab bricht, 
dies an einem Punkt P geschieht, der dadurch bestimmt ist, dass der Schwer- 
punkt von PA das Schwingungscentnim des Pendels ist. [Math. Tripos, 1880.] 

§ 153. Reibung zwisehen nnYoUkommen rauhen Körpern. Die 
Componenten der Reaction. Wenn ein Körper auf einem andern rollt 
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und die Körper dabei gedrückt werden, so geben beide etwas nach 
und befinden sich daher längs einer kleinen Flache in Berührung. In 
jedem Punkt dieser Fläche findet eine gegenseitige Einwirkung der 
Körper statt. Die Elemente grade hinter dem geometrischen Berührungs- 
punkt sind im Begriff sich zu trennen und können das Bestreben haben 
aneinander hängen zu bleiben und die vor ihm können dem Zusammen- 
drücken Widerstand zu leisten suchen. Die Gesanmitheit der Wirkungen 
für alle Elemente ist 1) einer Componente B normal zur gemein- 
schaftlichen Berührungsebene und gewöhnlich NonnalrecicHan genannt, 
gleichwerthig 2) einer in der Berührungsebene gelegenen Compo- 
nenten Fy Beübung genaimt, 3) einem Paar L, dessen Aze in der 
Berührungsebene liegt und welches wir das Paar der rollenden Beübung 
nennen wollen und 4) wenn die Körper eine relative Geschwindigkeit 
um ihre gemeinschaftliche Normale haben, einem Paar N um diese 
Normale als Axe, welches das Paa/r der drehenden Beübung heissen möge. 
Die beiden Paare sind, wie man durch Experimente gefunden hat, 
meistens sehr klein und werden im Allgemeinen vernachlässigt. Wenn 
jedoch die BeübtmgsJcräfte ebenfalls Mein sind, kann es nöthig werden 
sie in Rechnung zu ziehen. Wir werden daher zuerst die Gesetze 
untersuchen, welche sich auf die Reibungskräfte beziehen, weil sie am 
wichtigsten sind und später die Gesetze, denen die Paare unter- 
worfen sind. 

§ 154. Die Reibnngsgesetze. Um die Gesetze für die Reibungs- 
kräfte zu bestimmen, muss man Versuche an einigen einfachen Gleich- 
gewichts- und Bewegungsfällen machen. Ein symmetrischer Körper 
werde also auf einen rauhen horizontalen Tisch gelegt und eine Kraft 
greife so an ihm an, dass jeder Punkt des Körpers parallel zu ihrer 
Richtung entweder sich bewegt oder gedrängt wird sich zu bewegen. 
Man findet dass, so lange die Kraft eine gewisse Grösse nicht erreicht 
hat, der Körper sich nicht bewegt. Das erste Reibungsgesetz lautet 
daher, dass die Reibung in einer solchen Richtung wirkt und eine 
solche Grösse hat, dass sie gerade ausreicht. Gleiten zu verhindern. 

Wird nun die Kraft allmählich gesteigert, so findet man durch den 
Versuch, dass nicht mehr als eine gewisse Grösse der Reibung hervor- 
gerufen werden kann und wenn mehr Reibung nöthig wäre um den 
Körper vom Gleiten abzuhalten, dass dann das Gleiten beginnt. Das 
zweite Reibungsgesetz stellt die Existenz dieser Ghrenze für die Grösse 
der Reibung, die zur Wirkung gebracht werden kann, fest. Ihr Werth 
heisst die Grenzgrösse der Beübung. 

Das dritte ebenfalls durch Experimente gefundene Gesetz lautet, 
dass die Grenzgrösse der Reibung zu dem Normaldruck in einem be- 
stimmten Verhältniss steht, welches für dieselben zwei in Berührung 
befindlichen Körper nahezu constant ist, sich aber ändert, wenn einer 
der Körper durch einen andern von verschiedenem Material ersetzt 
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wird. Dieses Yerhältniss heisst der Beibungscoefficienl der Materialien 
der beiden Körper. In der Mathematik nimmt man allgemein an^ dass 
er constant sei. 

Obgleich die Versuche über sein absolutes Constantsein nicht alle 
vollständig -miteinander übereinstimmten^ so hat man doch allgemein 
gefunden^ dass, wenn die relative Bewegung der beiden Körper in 
allen Punkten der Berührungsfläche dieselbe ist, der Beünmgscoefficient 
naJteeu von der Grösse der Berührungsfläche und der relativen Geschwin- 
digkeit unabhängig ist 

§ 155. Coulomb hat auf einen unterschied hingewiesen, welcher 
zwischen statischer und dynamischer Reibung besteht. Die Reibung, 
welche überwunden werden muss, um einen Körper relativ eu einem 
andern in Bewegung eu sehnen , ist grösser als die Reibung zwischen 
denselben Körpern, wenn sie sich unter demselben Druck in Bewegung 
befinden. Er fand auch, dass, wenn die Körper eine Zeit lang unter 
Druck in einer Gleichgewicht^ge in Berührung blieben, die Reibung, 
die überwunden werden musste, grösser war, als wenn die Körper 
nur in Berührung gebracht imd sofort vom Zustande der Ruhe aus 
unter demselben Druck in Bewegung gesetzt wurden. Bei einigen 
Körpern £Euid man nur einen sehr geringen unterschied zwischen der 
statischen und dynamischen Reibung, bei andern war er beträchtlich^). 
Die Experimente von Morin^) bestätigten im Allgemeinen seine 
Existenz. . Nach Versuchen von Fleming Jenkin und J. A. Ewing, 
welche in den Phü. Trans.y 1877 beschrieben werden, war der lieber- 
gang von statischer zu dynamischer Reibung nicht plötzlich. Mit 
Hülfe eines Apparates, der von den früher angewandten wesentlich 
abwich, waren sie im Stande bestimmte Messungen der Reibung zwischen 
Flächen zu machen, deren relative Geschwindigkeit von etwa einem 
Hundertstel bis etwa fünf Tausendstel engl. Fuss (3 — 6 mm) in der 
Secunde variirte. Es zeigte sich, dass in den Grenzen dieser ver- 
schwindend kleinen Geschwindigkeiten der Reibungscoefflcient allmählich 
mit der Vergrösserung der Geschwindigkeit von seinem statischen bis 
zu seinem dynamischen Werth abnahm. 

Die Versuche von Coulomb und Morin wurden mit Körpern 
gemacht, die sich mit massiger Geschwindigkeit bewegten; in neuerer 
Zeit hat dagegen Capt. Douglas Galton') Experimente über die 
Reibung zwischen gusseisemen Bremsblöcken und stählernen Rad- 
kränzen von Maschinen angestellt, die sich mit grosser Geschwindigkeit 
bewegten. Die Geschwindigkeit variirte von 7 bis zu 88 engl Fuss 

1) Die Resultate der Goulom Vschen Versuche findet man in seiner Thiorie des 
maehines simpUs, Mimoires des Savanta ^angers^ tome X. Diese Abhandlung erhielt 
1781 den Preis der Acad^mie des sciences und erschien 1809 in Paris in Sonderdruck. 

2) Nauo. expifiences swr le froUement, Metz 1888 — 1836 und spätere Aufsätze. 
8) Nahnre, Bd. 18, S. 471. 
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per Secunde oder von 8 bis zu 100 km in der Stunde. Er kam zu 
den folgenden beiden Resultaten: 1) Der Beibungscoefiicient war f&r 
grössere Geschwindigkeiten viel kleiner wie fdr geringere. 2) Er 
wurde kleiner, nachdem die Räder einige Secunden in Bewegung waren. 
Siehe den Beport of fhe British Association for the meeting in Dublin^ 
1878. Der Leser findet einen Bericht über Versuche mit rollender 
B&ibung von Profi Osborne Reynolds in den Fhil. Trans,f 1876^). 

§ 156. Wenn man Körper vötOcommen rcmh nennt, so versteht 
man gewöhnlich darunter, dass sie so rauh sind, dass die Reibungs- 
grösse, welche dazu nöthig ist, Gleiten zu verhindern, unter den ge- 
gebenen umstanden ganz gewiss in Wirkung gesetzt werden kann. 
Der Reibungscoefficient ist daher praktisch unendlich gross. Nach 
dem ersten Reibungsgesetz ist die Reibungsgrösse, welche zur Wirkung 
kommt, diejenige, welche grade ausreicht Gleiten zu verhindern. 

§ 157. Anwendung der Beibnngsgesetze. Wir wollen nun die 
aus diesen Versuchen abgeleitete Theorie auf den Fall ausdehnen, in 
welchem ein Körper auf irgend eine Art in einer Ebene sich bewegt 
oder gednuQgt wird sich zu bewegen. Nach einem bekannten kine- 
matischen Satz, der im Anfang des nächsten Kapitels bewiesen werden 
wird, lässt sich eine solche Bewegung so vorstellen, als ob der Körper 
sich um ein Momentancentrum drehe. Ist das Rotationscentrum, 
so bewegt sich oder sucht sich jeder Punkt P des Körpers in einer 
zu OP senkrechten Richtung zu bewegen. 

Die Reibung bei P muss daher nach der eben gegebenen ersten 
Regel senkrecht zu OP aber in entgegengesetzter Richtung wirken. 
Bewegt sich P, so hat die Reibung bei P ihre Grenzgrösse und ist 
gleich ftiJ, wenn R der Druck bei P und ft der Reibungscoefficient 
ist. Bei einem in Bewegung befindlichen Körper ist daher die Richtung 
und Grösse der Reibung an jedem gleitenden Punkt in Ausdrücken 
der Goordinaten von und des Druckes an dem Punkt bekannt. 



2) üeber gleitende Eeibung auf der Ebene findet man eine vollständige 
Literaturangabe in dem Buch von ßühlmann, Vorträge über Geschichte der 
technischen Mechanik. Leipzig, 1885, in welchem alle Arbeiten von Bedeutung, 
wie die von Hirn, Poinet, Boche t etc. besprochen werden. Für gleitende 
Zapfenreibung sind die von Tower im Auftrag der Institution of Mechamcdl 
Engineers angestellten Versuche massgebend, von denen sich eine ausfuhrliche 
Besprechung in Dingler's Polytechnischem Journal vom 21./L 1885 befindet. Eine 
Theorie darüber hat Reynolds, Fhü. Transactions, 177 (1886) gegeben. Ausserdem 
ist wichtig das Buch von Thurston, A treatise of friction a/nd lost werk in 
machvnery and mülwork, 1894. üeber rollende Beibung findet man eine voll- ^ 
siÄndige Theorie in der oben genannten Arbeit von Reynolds, der sie auf glei- ffj 
tende Reibung zurückführt. Gute Literaturzusammenstellungen sind in Jelett^^ 
(Theorie der Reibung, deutsch von Lüroth u. Schepp, Leipzig, 1890), Henne- 
berg (Technische Mechanik), Grashof (Theoretische Maschinenlehre) enthalten. 
Sehr elegant ist die Festschrift von Herrmann zum üniversitätsjubiläum von 
Würzburg, 1882. Sie heisst: Der Reibungswinkel. 
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Soll man z. B. das kleinste Paar enmtteln, welches dazu nothig 
ist eine schwere Scheibe, die mittelst mehrerer Stifte auf einem hori- 
zontalen Tisch ruhty in Bewegung zu setzen und sind die Druckkräfte 
an den Stiften bekannt, so erhält man durch Aufstellen der Compo- 
nenten in zwei Richtungen und der Momente um eine verticale Axe 
drei Gleichungen. Aus diesen findet man das gesuchte Paar und die 
beiden Goordinaten von 0. 

Manchmal fallt mit einem der Stützpunkte des Körpers zusammen. 
Alsdann hat die Reibung an diesem Punkt nicht ihren Grenzwerth. Ihre 
Grösse reicht nur grade hin, den Punkt am Gleiten zu verhindern. 

Beisp. Ein schwerer Körper ruht mittelst dreier Stifte A, B, C auf einem 
rauhen horizontalen Tisch und die Dnickkräfte an den Stiften sind P, Q, B. Wenn 
an dem Körper ein Paar so angreift, dass er grade im Begriff ist, sich zu be- 
wegen, zn zeigen, dass sich das Botationscentram in einem Punkt befindet, der 
so liegt, dass die Sinusse der Winkel ÄOB^ BOC^ COA sich wie B , P i Q ver- 
halten. Liegt aber der so bestimmte Punkt nicht innerhalb des Dreiecks ABG^ 
so fäUt das Botationscentrum mit einem der Stifte zusammen. 

Dies folgt unmittelbar aus dem Kr&ftedreieck. 

§ 158. Die Unstetigkeit der Reibung. Man beachte ganz be- 
sonders die eben erwähnte Unstetigkeit. Die Reibung an einem Stütz- 
pimkt; der gleitet, ist \ilRy wenn JR der Normaldruck ist. Gleitet aber 
der Stützpunkt nicht^ so ist die Reibung eine Grösse Fy die unbekannt 
und jedenfalls kleiner als fii2 ist^). Ihre Ghrosse muss man aus den 
Bewegungsgleichungen ableiten. 

Ein sich bewegender Korper befinde sich mit einem Punkt A in 
Berührung mit einer festen rauhen Ebene und die Anfang^eschwindigkeit 
von A sei NulL Der Punkt A kann entweder anfangen auf der Ebene 
zu gleiten oder der Körper kann nur rollen. Um zu bestimmen^ welche 
dieser Bewegungen eintritt, können wir auf zwei Arten yerfahren. 

Bei der ersten Methode untersuchen wir die Reibung, die er- 
forderlich ist, den Punkt A im Zustand der Ruhe zu halten, unter 
der Aimahme, der Körper rolle, stellen wir die Bewegungsgleichungen 
auf. Die Reibung JP ist zwar imbekannt, wir haben aber eine geo- 
metrische Gleichung, welche die Bedingung ausdrückt, dass die Tangen- 
tialgeschwindigkeit von A Null ist. Durch Auflösung der Gleichungen 

finden wir das Yerhältniss -g-* Ist dieses Yerhaltniss kleiner ab der 

Reibungscoefßcient fi, so kann genug Reibung zur Wirkung konmien, 

um J. im Zustand der Ruhe zu erhalten. Der Körper beginnt daher 

F 
eu röUen und ßhrt fort m roüenj so lange das VerJuUlniss -g- Meiner 

als fL bleibt Ist das Yerhaltniss -^ grösser als fi, so gleitet der Körper 



\ 1) Es wird hier davon abgesehen, daes der GrenzwerÜi des statischen Beibungs- 

coefficienten dem dynamischen nicht gleich und anch der letztere nicht constant 
ist. fft müsste eigentlich als variabel betrachtet werden. 

Bonth, DTnamik. I. 10 
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bei A. Tritt dieser Fall ein^ so stellen die aufgestellten Gleichungen 
die wahre Bewegung nicht dar und wir wenden die zweite Methode an. 
Dabei bilden wir die Bewegungsgleichungen unter der Annahme^ 
der Punkt Ä gleite auf der Ebene. Die Reibung ist dann (iB statt 
F und die geometrische Gleichung, die ausdrückt, dass bei Ä kein 
Gleiten stattfindet, fallt weg. Löst man die Gleichungen auf, so findet 
man die Tangentialgeschwindigkeit des Punktes Ä des Körpers. Ist 
sie nicht Null imd der Richtung, in welcher die Reibung fiR wirkt, 
wenn (i ein eigenes ihm gegebenes Vorzeichen hat, entgegengesetzt, so hat 
man die wahre Bewegung gefunden. Der Körper gleitet bei A und fährt 
fort zu gleiten, so lange die OeschunndigJceit bei A nicht verschwindet. Tritt 
dieser Fall ein, so muss man wieder auf die erste Methode zurückgreifen. 

§ 159. Die Unstetigkeit kann auch auf anderem Weg entstehen. 
Weim z. B. ein Körper über einen anderen gleitet, so ist die Reibung 
der Richtung der relativen Bewegung entgegengesetzt imd numerisch 
der Normalreaction mit dem ReibungscoefGcienten multiplicirt gleich. 
Wechsett nun im Lauf der Bewegung die RidUung der NormaJ/reaction 
ihr Zeichen, während die Bewegungsrichtung unverändert bleibt oder 
ändert sich das Vorzeichen der Bewegungsrichtung, während die Normal- 
reaction ungeändert bleibt, so muss das Vorzeiclien des Beibungscorffi- 
cienten vertauscht werden. In Folge dessen kann es Yorkommen, dass 
man neue dynamische Gleichungen ansetzen muss. Derselbe Fall tritt 
ein, wenn sich ein Körper in einem widerstehenden Mittel bewegt und 
dabei das Gesetz des Widerstandes eine grade Function der Geschwindig- 
keit ist, d. h. eine Function, die ihr Vorzeichen nicht wechselt, wenn die 
Geschwindigkeit ihre Richtung ändert. 

§ 160. Unbestimmte Bewegung. Manchmal wird die Bewegung 
durch Einlührung der Reibung unbestimmt. So haben wir in § 111 
gesehen, dass die Componenten des Drucks eines in zwei Gelenken 
schwingenden Körpers auf die Gelenke in der Richtung der sie ver- 
bindenden Geraden statisch unbestimmt sind. Ihre Summe lässt sich 
finden, aber nicht jede einzelne. Die Bewegung jedoch ist bestimmt. 
Wären dagegen die Gelenke unvollkommen rauh, so würden zwei 
Reibungspaare, an jedem Gelenk eines, auf den Körper wirken, deren 
gemeinschaftliche Axe die Gerade wäre, welche die Gelenke verbindet. 
Ihre Grösse würde dem Druck, multiplicirt mit einer von der Rauhheit 
eines jeden Gelenkes abhängenden Constanten, gleich sein. Wären die 
Gelenke ungleich rauh, so hinge die Grösse des resultirenden Paars von 
der Vertheilung des Drucks auf die beiden Gelenke ab. Alsdann wäre 
die Bewegung des Körpers unbestinmit. 

Die wirkliche Bewegung findet man durch Benutzung der Elasticitätslehre. 

§ 161. Beispiele zur Beibang. Beisp. 1. Eine homogene Kugd wird im Zu- 
stand der Buhe auf eine rauhe geneigte Ebene gebracht; der Beibungscoefficient ist 
fi; man bestimme, ob die Kugel gleitet oder rollt. 



Reibung zwischen unyoilkommen rauhen Körpern (§ 158 — 162). 147 

F sei die Reibung, die nöthig ist, damit die Eugel rollt. Das Problem 

wird dann dasselbe wie in § 144. Es ist daher F =^ —B tan a, unter a die 
• 7 * 

' Neigung der Ebene gegen den Horizont yerstanden. 

Ist nun Y tan a nicht grösser als ft, so ist die in § 144 gegebene Lösung die 

richtige. Ist dagegen ft <C y tan a, so beginnt die Eugel auf der geneigten Ebene 
zu gleiten. Die nun folgende Bewegung ist durch die Gleichungen gegeben 

wo -jTj- + mkr -^ = mga sin a 

Eliminirt man 12, bedenkt, dass die Eugel vom Zu'^tand der Ruhe ausgeht 
und integrirt, so erhält man 

o; = Y gi* (sin a — ^ cos a), Ö = — fi. — t* cos a . 

Die Geschwindigkeit des Punktes der Eugel, welcher die Ebene berührt, ist 

dx dO I . 7 \ 

2 

Da aber nach der Voraussetzung ft kleiner als y tan a ist, so kann diese 

Geschwindigkeit nie verschwinden. Die Reibung geht daher nie in rollende 
Reibung über; siehe auch § 136. Auf diese Art ist die Bewegung Tollstandig be- 
stimmt. 



\ 



\ 



Beisp. 2. Ein gleichförmiger Stab wird im Zustand der Ruhe mit seinem 
einen Ende in Berührung mit einer horizontalen Ebene gebracht, deren Reibungs- 
coefßcient fi ist. Die Neigung des Stabes gegen die Verticale ist a; man zeige, 
dass er zu gleiten anfängt, wenn fi (1 -f 3 cos' a) <^ 3 sin a cos a ist. [Coli. Ex., 1881.] 

Wenn fir diesen Grenzwerth hat, beginnt dann der Stab zu gleiten? 

Wir wollen nur den letzten Theil der Aufgabe besprechen. Versteht man 
unter 6 den Winkel, den der Stab mit der Verticalen zu irgend einer späteren 
Zeit macht, so findet man durch Auflösung der Bewegungsgleichungen, dass die 
Reibung F, welche nÖthig ist, um Gleiten zu verhüten, durch 

jP sin cos ö + 2 sin (cos — cos a) 



•B i. — sin* + 2 cos (cos — cos a) 



gegeben ist. Für B^^a ergibt sich F=^y,B. Nun ist = a -f £ zu setzen, unter 
£ einen kleinen Winkel verstanden. Nach einigen leichten Reductionen findet man 



^^lifl I ga + 7cos2a)6 -1 

jB ^L "*"8in2a(6 + 3co8 2a)"^ J 



Der Coefficient von £ ist positiv. Daher ist nach sehr kurzer Zeit mehr 
Reibung nöthig, um das Ende des Stabes im Zustand der Ruhe zu erhalten, als 
zur Wirkung gebracht werden kann. Der Stab beginnt zu gleiten. 

§ 162. Eine homogene Kugel rotirt um einen horizontalen Durchmesser und 
wird vorsichtig auf eine rauhe horizontale Ebene gelegt. Der Betbungscoefficient 
ist fi. Man bestimme die darauf folgende Bewegung. 

10* 
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Da die Geschwindigkeit ihres Berührangspunktes mit der horizontalen Ebene 
nicht Null ist, so beginnt die Kugel offenbar zu gleiten und ihr Mittelpunkt be- 
wegt sich auf einer zur Anfangsrotationsaxe senkrechten Ctoraden. Diese Gerade 
sei die x-Axe und der Winkel zwischen der Yerticalen und dem Radius der 
Kugel, der anfangs vertical war. a sei der Radius der Kugel, mk* ihr Trägheits- 
moment um einen Durchmesser und Sl die Anfangswinkelgeschwindigkeit. B sei 
die Normalreaction der Ebene. Die Bewegungsgleichungen sind dann offenbar 



m^ mg — B 



(1) 



und daher 

d^x d*e 6 ,«, 

• dT^-M. ^ät^—jM (2). 

Integrirt man und bedenkt, dass Sl der Anfangswerth Ton -r- ist, so erh&lt man 

MW 

te-'jM**, 0-Ä«-|-^J<» (8). 

Diese Gleichungen kSnnen aber offenbar die ganze Bewegung nicht dar- 

dx 
stellen , denn nach ihnen vermehrt sich -jj , die Geschwindigkeit des Centrums, 

beständig, was der Erfahrung durchaus widerspricht. Die Geschwindigkeit des 
die Ebene berührenden Punktes der Kugel ist 

dx_^ dB 
dt ^ dt 
Sie verschwindet zur Zeit 

In diesem Augenblick ändert sich plötzlich der Charakter der Reibung. Sie 
wird jetzt so gross, dass sie nur hinreicht, den Berührungspunkt der Kugel im 
Zustand der Ruhe zu erhalten. F sei die zu diesem Zweck nOthige Reibung. Die 
Bewegungsgleichungen sind dann 



dB 7 

"«57 aSl+jfigt, 



«.-T— W- 



=: mg — B 

mk* 3-y ^ —Fa 
dt* 



(6) 



und die geometrische Gleichung ist xsmzaB . 

Differenzirt man die letzte zweimal und substituirt aus den dynamischen 
Gleichungen, so folgt F(a*-\-k^=^0 und daher F'^O. Das heisst, es ist keine 
Reibung nöthig, um den Berührungspunkt der Kugel im Zustand der Ruhe zu 
halten und es wird also auch keine in Wirkung gesetzt. Die Kugel bewegt sich 
daher gleichförmig mit der Geschwindigkeit, die sie zur Zeit t^ hatte. Setzt man 

df 

den Werth von t^ in den Ausdruck für •-=-- , den man aus (8) erhält, so ergibt sich, 

dass diese Geschwindigkeit yaA ist. Die Kugel bewegt sich mithin eine Zeit 

.- hindurch mit gleichmässig wachsender Geschwindigkeit und darauf gleich- 
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massig mit der Greschwindigkeit •=- a A . Man beachte, dass die letzte unabhängig 
Yon ft ist. 

Ist die Ebene sehr rauh, so ist fi sehr gross und die Zeit ^ sehr klein. Geht 
man zur Grenze über und nimmt fk unendlich gross an, so beginnt die Kugel so- 
fort, sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit zu bewegen. 

§ 168. Bei dieser Untersuchung ist das Paar der rollenden Reibung yemach- 
lässigt worden, welches die Verminderung der Winkelgeschwindigkeit bewirkt. 
Die Geschwindigkeit des tiefsten Punktes der Kugel hat das Bestreben, nicht 
l&nger Null zu bleiben und es ist daher eine kleine gleitende Reibung nöthig, 
um ihn in Ruhe zu halten. Nimmt man an, das Moment des Reibungspaares werde 
durch fmg gemessen, unter f eine Constante verstanden und führt diesen Aus- 
druck in (5) ein, so erhält die dritte Gleichung in (5) die Gestalt 

während die übrigen unverändert bleiben. Löst man auf, wie früher, so wird 



F — — 



afmg 



a* + k* 

F ist also negativ und hält die Kugel auf. Die Wirkung des Paa/res besteht darin, 

dass es eine Beibwngskraft hervorruft, welche die Kugel ciUmählieh gur Buhe bringt. 

Bei der Bewegung der Kugel kann man die Wirkung des Luftwiderstandes 

bestinmien wollen. Der Haupttheil des Widerstandes wird ziemlich genau durch 

V* 

eine Kraft mß— dargestellt, welche am Gentrum in einer der Bewegung entgegen- 
gesetzten Richtung angreift, unter v die Geschwindigkeit der Kugel und unter ß 
eine Constante verstanden, deren Grösse von der Dichtigkeit der Luft abhängt. 
Ausserdem findet noch eine kleine Reibung zwischen der Kugel imd der Luft statt, 
deren Grösse man weniger genau kennt. Wir wollen annehmen, sie werde durch 
ein Paar dargestellt, dessen Moment myv* ist, worin y eine Constante von ge- 
ringer Grösse bedeutet. Die Bewegungsgleichungen lassen sich ohne Schwierig- 
keit lösen und man findet 

arctant^l/Hy^arctanFl/ffi iV^+Wi,^ ^^ ' 

wobei V die Geschwindigkeit der Kugel zu der Zeit ist, von welcher an < ge- 
rechnet wird. 

§ 164. Reibnngspaare. um durch den Versuch die Grosse der 
rollenden Reibung zu bestimmen, setze man einen Gylinder von der 
Masse M und dem Radius r auf eine rauhe horizontale Ebene. Zwei 
Gewichte, deren Massen P und P -f- j> sind, hange man an einem 
dünnen Faden auf, der über den Gylinder läufk und durch einen in 
der horizontalen Ebene angebrachten Schlitz herabhangt. F sei die 
Reibungskraft, L das Paar an dem Berührungspunkt A des Cylinders 
mit der horizontalen Ebene. Man denke sich, p sei zuerst Null und 
werde allmählich rergrösseit, bis der Gylinder sich grade zu bewegen 
anfangt. In diesem Augenblick ist, wenn man die Gomponenten in 
horizontaler Richtung nimmt, F^^O und, wie man aus den Momenten 
erhalt, L = pgr. Aus den Versuchen von Goulomb und Morin 
ergab sich nun, dass p dem Normaldruck direct und r umgekehrt 
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proportional war. War p hinreichend gross um den Cylinder in Be- 
wegung zu setzen, so blieb, wie Coulomb fand, seine Beschleunigung 
nahezu constant, woraus er folgerte, dass die rollende Reibung von 
der Geschwindigkeit nicht abhänge. Nach Morin's Experimenten war 
sie von der Länge des Cylinders nicht unabhängig. VergL die S. 144 
citirte Arbeit von Eeynolds. 

Die Gesetze, die für das Paar der rollenden Reibung gelten, sind 
denen der Reibungskraft ähnlich. Seine Grösse reicht grade aus, um 
Rollen zu verhindern. Nicht mehr jedoch als eine gewisse Grosse kann 
in Wirkung gesetzt werden und diese heisst die Grenzgrösse des Pcuires 
der rollenden Beibu/ng, Das Moment des Paares steht in constantem Yer- 
hältniss zur Grosse des Normaldrucks und dieses Yerhältniss heisst der 
Coefficiewt der rollenden Beibung. Er hängt von den in Berührung be- 
findUchen Materialien ab, aber nicht von der Krümmung der Körper 
und in gewissen Fällen nicht von der Winkelgeschwindigkeit. 

Man scheint mit Körpern, die sich nur in einem Punkt berühren 
und deren Krümmung in verschiedenen Richtungen nicht dieselbe ist, 
keine Versuche angestellt zu haben. Da jedoch die Grösse des Paares der 
roUenden Reibim^von der Krünunung nicht abhängt, so ist die An- 
nähme wohl gestattet, dass die Momentanaxe, wenn kein drehendes Paar 
existirt, die Axe des ersteren Paares ist. 

§ 165. Um eine Probe auf die Reibungsgesetze zu machen, wollen 
wir die Resultate des folgenden Problems mit dem Versuch vergleichen. 

Die Reibnog eines Wagens. Ein Wagen^ der auf n Paar Bädern ruht, unrd 
auf einer horizontalen Ebene durch eine horizontale Kraft 2P mit gleichförmiger 
Bewegung fortgezogen. Man suche die Grösse von P. 

Die Radien der Bader seien bez. r^ , r, , etc., ihre Gewichte Wj , tr, , etc. und 
die Radien der Axen ^j, ^,, etc. 2TF sei das ganze Gewicht des Wagens; 
2Qj, 2Q,, etc. die Druckkräfte auf die verschiedenen Axen, so dass also W=ZQ. 
Der Druck zwischen den Rädern und Axen sei B^, 2^, etc. und der Druck auf 
den Boden Bi\ B^\ etc. C sei das gemeinschaftliche Centrum eines der Bäder 
und der zugehörigen Axe, B ihr Berührungspunkt und A der Berührungspunkt 
des Bades mit dem Boden. Man nehme an, der Winkel ABC ^==B sei positiv, 
wenn sich B hinter AC befindet. yL sei der Coefficient der gleitenden Reibungs- 
kraft bei B und f der Coefficient des rollenden Reibungspaares bei A. Wenn 
man die Gomponenten in verticaler Richtung und die Momente um A nimmt, so 
erhält man die Gleichgewichtsgleichungen für jedes Rad 

E^Q + a^ (1), 

l*2J(rcosd — ^) — JRrsin0=-/"ir (2). 

Die Reibungskraft bei A tritt nicht auf, weil wir die Gomponenten in horizontaler 
Richtung nicht genommen haben. Die Gleichgewichtsgleichungen des Wagens 
findet man aus den der Gomponenten in verticaler und horizontaler Richtung 

Äco80 + j*JBsin0=Ö (3), 

2;(Esin0— .fiJBcoB0) + P = O (4). 

Die Effectivkräfte sind weggelassen worden, weil vorausgesetzt wurde, der Wagen 

bewege sich gleichförmig, so dass also itf-^des Wagens sowohl als wÄ"-^ 
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des Rades Null sind. Die ersten drei Gleichungen ergeben durch Elimination von 
B und B' 



fi(co8Ö~-^) — sinö - , . 



(5). 

Daraus erhält man den Werth von 6. Bei den meisten Rädern sind sowohl — 

r 

und j: als auch f klein. Alsdann ist ft cos — sin d eine kleine Grösse und wenn 

fi s= tan £ gesetzt wird, so wird nahezu »» f. Aus der dritten und vierten Glei- 
chung findet man durch Elimination von B 

^^^ tf 8inÖ4-co86 ^^^ Lf* sin + cos ■ 7 * + 7 ^^ + "'^J 

mit Benutzung der Gl. (5). Ist — klein, so reicht es aus, in den ersten Bruch 
auf der rechten Seite für 6 seinen Näherungswerth e zu setzen. Dies gibt 

P=^[sinafe + /'^] (6). 

Dabei sind Ausdrücke von der Ordnung (— ) Q vernachlässigt worden. 

Sind sämmtliche Räder gleich und ähnlich, so wird, da SQ= TT ist, 

P==smf -^TTH-/^ '^ (7). 

Die Ejraft, welche erforderlich ist, um einen Wagen von gegebenem Gewicht 
mit constanter Geschwindigkeit zu ziehen, ist daher von der Anzahl der Räder 
nahezu unabhängig. 

Bei einem Gig sind die Räder gewöhnlich grösser als bei einem vierräderigen 
Wagen und die Zugkraft daher gewöhnlich geringer. Bei einem vierräderigen 
Wagen müssen die beiden Vorderräder klein sein, damit sie beim Drehen unter 

dem Wagen hergehen. Dadurch wird der Ausdruck sin ^—Qi in der Gleichung 

fOr P, der von dem Radius r^ des Vorderrades abhängt, gross. Um die Ein- 
wirkung dieses Ausdrucks zu vermindern, sollte man die Ladung so vertheilen, 
dass ihr Schwerpunkt nahezu über der Axe der grösseren Räder liegt, falls der 
Druck Qi im Zähler nicht bedeutend ist. 

Von einem französischen Ingenieur Morin wurden in den Jahren 1887, 1838 
zu Metz und später 1889 und 1841 zu Courbevoie zahlreiche Versuche gemacht in 
der Absicht mit äusserster Genauigkeit die Kraft festzustellen, die dazu nöthig 
ist, Wagen verschiedener Art über gewöhnliche Strassen zu ziehen. Diese Experi- 
mente wurden auf Anordnung des französischen Kriegsministers und später unter 
der Leitung des Ministers der öffentlichen Arbeiten ausgeführt. Die Wirkung 
einer jeden Aenderung wurde besonders bestimmt; so wurde derselbe Wagen mit 
verschiedenen Lasten beladen auf derselben Strasse in demselben Zustand der 
Feuchtigkeit gezogen, um die Wirkung des Druckes festzustellen. Dann liess man 
das Gewicht unverändert und nahm Räder von verschiedenem Radius aber der- 
selben Breite u. s. w. 

Als allgemeines Resultat fand man, dass der Widerstand für Wagen mit 
gleichen Rädern sich direct wie der Druck und mit gleicher Ladung sich um- 
gekehrt wie der Durchmesser der Räder änderte, dagegen von der Anzahl der 
Räder unabhängig war. Auf nassem Boden vermehrte sich der Widerstand mit 
der Abnahme der Breite das Radkranzes, auf trockner Strasse hing er dagegen 
von ihrer Breite nicht ab. Variirte man die Geschwindigkeit vom Schrittfahren 
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bis zum Galopp, so wuchs bei ihrer Yermehnmg der Widerstand in nassem Boden 
nicht merklich, dagegen vermehrte er sich auf fester Strasse, wenn der Boden 
sehr ungleich war. Als Annäherungsresultat fand man, dass er sich durch eine 
Function Ton der Form a-\-bV ausdrücken lasse, wobei a und b zwei Yon der 
Beschaffenheit der Strasse und der Steifheit des Wagens abhängige Gonstanten 
und V die Greschwindigkeit war. 

Morin^s analytische Bestimmung von P stimmt nicht ganz mit der unsrigen 
überein, doch war sie so, dass sie den Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung 
nicht wesentlich beeinflusste. Siehe seine Notions FandatnewtcUes de Mieanique, 
Paris 1866. Wie man sieht, scheinen Morin's Versuche die oben gegebenen Ge- 
setze der rollenden Reibung zu beseitigen. 

§ 166. Probleme zur Reibang. Beisp. 1. Eine homogene Kugel wird ohne 
Rotation eine unyollkommen rauhe Ebene, deren Neigung gegen den Horizont 
a ist, direct hinaufgeworfen. Der Reibungscoefßcient ist f». Man zeige, dass die 
ganze Zeit, während welcher die Kugel die Ebene hinaufsteigt, dieselbe ist, wie 
wenn die Ebene glatt wäre und dass die Zeit, während welcher die Kugel gleitet, 
zu der, während welcher sie rollt, sich verhält wie 2tgoe: 7f& . 

Beisp. 2. Eine homogene Kugel rollt auf einer unvollkommen rauhen festen 
Kugel hinab und geht vom Zustand der Ruhe von dem höchsten Punkt aus. Die 
Kugeln trennen sich, wenn die ihre Mittelpunkte verbindende Gerade den Winkel 9 
mit der Verticalen macht; man beweise, dass 

cos 9 -f~ ^f^ BÜi 9 =B At?^^ 

ist, worin A eine Function von f^ allein ist. [Coli. Ex.] 

Man verßLhrt wie in § 146 und zeigt, dass 22 positiv bleibt und die Kugel 

2 flin fl) 

rollt, bis s 17 cos 9 — 10 wird. Die Kugel gleitet dann und R wechselt 

sein Vorzeichen, wenn 9 der obigen Gleichung genügt. 

Beisp. 8. Auf einen rauhen Cjlinder von der Masse 2nm, der im Stande 
ist, sich um seine horizontale Axe zu drehen, wird ein materieller Punkt von der 
Masse m und dem Reibungscoefficienten fi vertical über seine Axe gelegt. Das 
System wird dann leicht gestört. Man zeige, dass der Punkt auf dem Cjlinder 
zu gleiten beginnt, nachdem er einen Winkel 0, der durch die Gleichung 

/ I «X /» «. n sin 6 

(n + 8) cos ö — 2 «B 

fr 

gegeben ist, beschrieben hat. 

Beisp. 4. Eine homogene Kugel von der Masse M wird auf einen unvoll- 
kommen rauhen Tisch gelegt, dessen Reibungscoef&cient f» ist und ein Punkt 
von der Masse m an das Ende eines horizontiJen Durchmessers befestigt. ' Man 
zeige, dass die Kugel zu rollen oder zu gleiten beginnt, je nachdem f» grösser oder 

kleiner als , ,^« . ^I\, , , — i ist. Wenn 11 diesem Werth gleichkommt, so 

7 M* '\' 11 Mm -\- 6m^ '^ ° ' 

beginnt die Kugel zu rollen, falls öm* kleiner als itP-|-llMm ist. 

Beispiel 6. Ein Stab AB hat zwei kleine Ringe an seinen Enden, welche 
an zwei rauhen horizontalen zu einander rechtwinkligen Stäben Ox, Oy hingleiten. 
Der Stab beginnt seine Bewegung, wenn er nahezu mit Ox zusammenfällt, mit 
der Winkelgeschwindigkeit Sl, Man zeige, dass die Bewegung des Stabes, wenn 

der Reibungscoefficient kleiner als |/2 ist, durch 0=» "^^ Ml + 5-^- — i) g©- 

2 

geben ist, bis tg6as— wird und dass die Winkelgeschwindigkeit cd ist, wenn 

der Stab Oy erreicht, wobei 10 sich aus der Gleichung 



Homentantaftfte (§ 166—168). 153 

**' (2-M')(4-c') 

ergibt. Wie bewegt er sich, wenn f**>2 ist? 

§ 167. Die Steifheit von Seilen. Nachdem Coulomb den in 
§ 164 beschriebenen Apparat mit einem dünnen Faden zur Bestimmung 
der Reibungsgesetze benutzt hatte, ersetzte er den Faden durch ein 
steiferes Seil und wiederholte seine Versuche, um ein Maass für die 
Steifheit Ton Seilen zu erhalten. Er kam zu folgenden Resultaten. 
Nimmt man an, ein Seil AB CD liefe über eine Rolle vom Radius r, 
berühre sie in B und C und bewege sich in der Richtung AB CD, 
so kann man die Steifheit dadurch zur Darstellung bringen, dass man 
voraussetzt, das Seil sei vollkommen biegsam und die Spannung T des 
Theils AB des Seils, welcher eben auf die Rolle gewunden wird, 
werde um eine Ghrösse B vermehrt. Die Kraft B misst die Steifheit 

und ist gleich -^ — , wenn a und 6 von der Beschaffenheit des Seils 

abhangige Gonstante sind. 

Daraus geht also hervor, dass in der Gleichung der Momente um 
die Axe der RoUe die Steifheit des Seils, welches auf die RoUe ge- 
wunden werden soll, durch ein Widerstandspaar von der Grosse 
a '\-bT dargestellt wird, worin T die Spannung des Seils ist, welches 
gebogen werden soll und a, h zwei von der Beschaffenheit des Seils 
abhangige Constanten sind. Die Steifheit des Seils, welches abgewunden 
wird, wird durch ein Paar dargesteUt, dessen Grosse eine ähnUche 
Function der Spannung dieses Theils ist. Doch wird sie, da sie viel 
kleiner als die erstere ist, allgemein vernachlässigt. 

Ausser den eben erwähnten Versuchen stellte Coulomb noch 
viele andere an, denen er ein andres System zu Grunde legte. Er 
fertigte auch Tabellen der Werthe von a und b für Seile verschiedener 
Art an und berücksichtigte dabei den Grad der Trockenheit und Neuheit 
und die Anzahl der unabhängigen Fäden, aus denen das Seil bestand. 
Auch stellte er Regeln auf, um die durch die Steifheit hervorgerufenen 
Widerstände verschieden dicker Seile mit einander zu vergleichen. 



Momentankr&fte bei der ebenen Bewegung. 

§ 168. Die Bewegnngsgleiehnngen. Sind es Stosskräfte, die ge- 
geben sind, so erfordert der in § 131 dieses Kapitels aufgestellte all- 
gemeine Satz nur geringe Aenderungen. 

(u, v) bez. (u'y v") seien die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts irgend eines Korpers des Systems parallel zu recht- 
winkligen Axen grade vor bez. grade nach der Wirkung der Stoss- 
kräfte; m und 03) die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seinen 
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Schwerpunkt zur selben Zeit. MJc^ sei das Trägheitsmoment des Körpers 
um den Schwerpunkt. Die Effectivkrafte des Körpers sind dann zwei 
Stosskräften gleichwerthig, die durch M(u — u) und M{v — v) ge- 
messen werden und an dem Schwerpunkt parallel den Coordinatenaxen 
angreifen, und ausserdem einem Stosspaar, das durch Mk^{p — o) 
gemessen wird. 

Die resultirenden Effectivkrafte aller Körper des Systems findet 
man auf dieselbe Art. Nach d'Alembert's Princip sind sie den ge- 
gebenen Kräften gleichwerthig. Die Bewegungsgleichungen ergeben 
sich dann, indem man die Gomponenten in solchen Richtungen und 
die Momente um solche Punkte nimmt, die am vortheilhaftesten er- 
scheinen. 

Um ein Beispiel zu geben, möge ein einzelner Körper von einem 
Stoss getroffen werden^ dessen Gomponenten X, Y sind und dessen 
Moment um den Schwerpunkt L ist. Die Bewegungsgleichungen sind 
dann offenbar 

M(y;—u) = Z, M{v—v) = r, MTc\fo'— o) = L. 

Man wird finden, dass sich die Elimination der unbekannten 
Reactionen in vielen Fällen durch das Princip der virtuellen Arbeit 
ohne Schwierigkeit ausführen lässt. 

§ 169. Man beachte, dass diese Ausdrücke für die Effectivkrafte 
von den Unterschieden der Bewegungsgrössen grade vor und grade 
nach der Wirkung der Stosskräfte abhängen. Wir können daher die 
Gleichungen, die man aus den Gomponenten in einer beliebigen Richtung 
und den Momenten um einen beliebigen Punkt erhält, in den beiden 
folgenden Formen zusanmienfassen: 

(Gomp. der linear. Bewegungsgr.\ /Gomp. d. lin. Beweg.gr.\ 
nach dem Stoss / \ vor dem Stoss / 



(Gomponente \ 
der Momentankr./ ' 



/WinkelbewegungsgrösseX /Winkelbewegungsgrösse\ 

\ nach dem Stoss / \ vor dem Stoss / 

__ /Moment der\ 
\Momentankr./ 

Ein elementarer Beweis dieser beiden Resultate findet sich in 
§ 86; der Ausdruck für die lineare Bewegungsgrösse in § 74 und ver- 
schiedene Ausdrücke für die Winkelbewegungsgrösse in § 134. 

Wirkt ein einzelner Schlag oder Stoss auf ein System, so ninmit 
man am besten die Momente um einen Punkt in seiner Richtungs- 
linie und vermeidet damit die Einführung des Stosses in die Gleichungen. 
Aus der Momentengleichung ergibt sich dann, dass die Wink^ewegimgs- 
grosse eines Systems um einen Punkt in der Richäing des Stosses durch 
diesen Stoss nicht geändert wird. 



Momentankräfte (§ 168—170). 155 

§ 170. Beisp. 1. Ein Strick wird um den Umfang eines kreisförmigen Haspels 
gewunden und das freie Ende an einem festen Punkt befestigt. Der Haspel wird 
dann in die Höhe gehoben und so fallen gelassen, dass der Strick in dem Moment, 
in dem er straff wird, vertical ist und eine Tangente an den Haspel bildet. Die 
gange Bewegung geht poßralUl einer Ebene vor sich; man bestimmte die Wirkung des 
Stosses. 

Der Haspel fällt zuerst ohne Rotation yertical herab, v sei die Geschwindig- 
keit seines Centrums in dem Augenblick, in dem der Strick angezogen wird; 
Vj m die Geschwindigkeit des Centrums und die Winkelgeschwindigkeit grade 
nach dem Stoss. T sei die Spannung in Folge des Stosses, mk^ das Trägheits- 
moment des Haspels um seinen Schwerpunkt, a sein Radius. 

Um die unbekannte Spannung nicht in die Bewegungsgleichungen einfahren 
zu müssen, wollen wir die Momente um den Berührungspunkt des Stricks mit 
dem Haspel nehmen. Man erhält 

f» («' — t?) a + w**« « (1). 

Grade nach dem Stoss hat der Theil des Haspels, der sich in Berührung 
mit dem Strick befindet, keine Geschwindigkeit. Daher ist 

«' — a«>' = (2). 

Weil nun k^^ — , so wird a>' = — - , v = -jv. Soll die Spannung in Folge 

des Stosses bestimmt werden, so nehme man die Verticalcomponenten 

m{p — *') ^ — T (3) , 

woraus sich T=i'^mv ergibt. 

Die spätere Bewegung zu finden. Das Centrum des Haspels beginnt yertical 
herabzufallen und eine horizontale Kraft greift nicht an ihm an. Es fährt daher 
fort in einer yerticalen Geraden sich abwärts zu bewegen und während der ganzen 
folgenden Bewegung bleibt der Strick yertical. Die Bewegung lässt sich mithin 

wie in § 144 leicht ermitteln. Setzt man ce s» ^ * ^^^ ^^^ ^ ^^ schliessliche 
Spannung des Stricks, so lässt sich zeigen, dass F ein Drittel des Gewichts ist und 
dass der Haspel mit der gleichförmigen Beschleunigung y g fällt. Die Anfangs- 
geschwindigkeit v' des Haspels ist oben bestimmt worden; die in der Zeit t nach 
dem Stoss zurückgelegte Strecke ist also v' t -\- -j 9^*- 

Beisp. 2. Eine Kugel bewegt sich unter beliebigen Anfangsbedingungen in einer 
vertiealen Ebene, die eine feste geneigte Ebene in der Linie des stärksten Falls 
schneidet. Man beweise, dass der Ausd/ruck Jlf a»att-]-X:'o) — agtf^a, wenn die 
Kugel rauh und elastisch ist, durch irgend einen Stoss auf die Ebene nicht geändert 
wird und während der ganzen Bewegung constant bleibt. Dabei ist m die Winkel- 
gesihunndigkeit der Kugel, u die Geschwindigkeit ihres Centrums parallel der Ebene 
und abwärts zu einer beliebigen Zeit t, a ihr Badius und a die Neigung der Ebene 
gegen den Horizont. 

Man bemerke, dass der Stoss im Berührungspunkt stattfindet. Nimmt man 
die Momente um diesen Punkt, so wird 

au' 4- ^'ffl' = aw + k^a , 

wenn u\ to die Werthe yon u , od nach dem Stoss sind. Der Ausdruck ü wird 
daher durch den Stoss nicht geändert. 

Da eine geometrische Gleichung nicht nöthig war, um dieses Resultat zu er- 
halten, so hat es Gültigkeit, mag der Körper elastisch sein oder nicht, mag er 
rollen oder gleiten. 

Wenn der Körper abprallt und die Ebene yerlässt, so beschreibt sein Schwer- 
punkt eine Parabel. Alsdann sind, wie wir wissen, sowohl u — ^< sin a als lo con- 
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Btant. Der Ausdruck U bleibt daher w&hrend der parabolischen Bewegung un- 
verändert 

Trifft der Körper wieder auf die Ebene, so hat wie zuvor auch dieser zweite 
wie jeder folgende Stoss keine Aenderung von ü zur Folge. 

Wenn der Körper auf der Ebene einfach rollt oder gleitet ohne zu springen, 

so ist wie in § 144 

d^x . ,^dm 
ma -jT^ + m«' -tt «-= mga sin a . 

Durch Integration findet man, dass auch während dieser Bewegung der Aus- 
druck für ü sich nicht ändert. 

Wenn nach einer beliebigen Anzahl von Sprängen die Kugel über einen Theil 
der Ebene sich bewegt, der so rauh und unelastisch ist, dass sie rollt, so erhalten 
wir ausserdem noch die Gleichung u *« am. Nimmt man dazu noch die Bedingung, 
dass der Ausdruck ü seinem Anfangswerth gleich ist, so erhält man zwei Glei- 
chungen, aus denen sich die Werthe von u und 09 ableiten lassen. 

§ 171. Stoss gegen einen einzelnen unelastischen KSrper. Mne 

Scheibe von hdidnger OestcHt bewegt sich in ihrer eigenen Ebene auf 
irgend eine Art. Plötzlich tvird einer ihrer Punkte ergriffen und ge- 
zwungen sich auf eine gegebene Art zu bewegen. Man suche die Anfangs- 
bewegung der Scheibe. 

Ox, Oy seien die beiden rechtwinkligen Richtungen^ auf welche 
die Bewegung am vortheilhaftesten bezogen wird. (Uy v) seien, wie 
in § 168 erklärt wurde, die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts G in diesen Richtungen und m die Winkelgeschwindigkeit 
des Körpers grade vor dem Augenblick, in welchem die Bewegung 
von geändert wird. Wenn man z. B. Ox passender Weise so 
wählen kann, dass es der Bewegungsrichtimg des Schwerpimkts parallel 
läuft, so tritt die Vereinfachung t; «» ein. (u , v) seien die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit des Schwerpunkts in den gleichen Rich- 
tungen und (o' die Winkelgeschwindigkeit grade nach der Aenderung; 
(x, y) die Coordinaten des Schwerpunkts in dem Augenblick der 
Aenderung, auf die Axen Oxy Oy bezogen, und OG sei »= r. 

Da die Winkelbewegungsgrösse des Körpers um den Punkt des 
Raums, durch welchen geht, durch den Stoss nicht geändert wird, 
so ist nach § 134 

M{xv — yu' + T^m) = M{xv — yw + Tf?ai), 

{ü\ V) seien die Componenten der Geschwindigkeit von grade 
nach der Aenderung. Nach § 137 erhält man dann 

u' —TT — ya, v' = V + xm. 

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich leicht 

(Jfc* + f^)(o' = x(v — r) — y(u—ir) + K'm. 

Wird der Punkt plötzlich festgehalten, so ist fT = 0, F' = und 
man findet 

(k? + r*) »' = a;v — yu + k^a. 
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Weiteres über diesen Oegenstand bringen wir später in den Para- 
graphen über relative Bewegung. 

§ 172. Den Stass gegen eu ermiUdny der dam nödng ist, die 
gegebene Aenderung hervorzurufen. X, Y seien die Gomponenten der 
Stosskraft parallel den Azen Ox, Oy. Nach § 168 erhalt man durch 
Zerlegung parallel zu den Axen 

M{u' — ti) — Z, M (i/ -v)=T. 

Nimmt man die x Aze so an, dass sie durch den Schwerpunkt 
geht, so wird y ^ und man findet durch Substitution 

8 178. Beisp. 1. Eine kreisförmige Scheibe dreht sich nm einen festen 
Punkt A ihres Umfangs. Plötzlich wird A losgelassen und ein anderer Punkt B 
des ümfangs festgelegt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit auf ein 
Drittel ihres Werthes reducirt wird, wenn AB ein Quadrant ist. Ist AB ein 
Drittel des Ümfangs, so steht die Scheibe still. 

Beisp. 2. Eine Scheibe yon beliebiger Gestalt bewegt sich auf beliebige Art. 
Plötzlich wird die Bewegung eines Punktes geändert; man zeige, dass die Ver- 
mehrung der lebendigen Kraft 

gleichkommt) worin TT, W die resultirenden GJeschwindigkeiten von grade vor 
und grade nach der Aenderung, p, p' die Lothe Ton dem Schwerpunkt auf die 
Bewegungsrichtungen von sind und die übrige Bezeichnung dieselbe, wie 
zuTor, ist. 

Wenn zum Stillstand kommt und der Verlust an lebendiger Kraft eine 
gegebene GrOsse sein soll, so muss auf einem gewissen Kegelschnitt liegen, 
welcher zu zwei zusammen£edlenden Geraden wird, wenn die ganze lebendige Kraft 
verloren geht. 

§ 174. Beispiele von StSssen versehiedener Art. Beisp. l. Eine unelastische 
Kugel vom Radius o, die mit der Geschwindigkeit V auf einer glatten horizontalen 
Ebene gleitet, trifR; gegen einen vollkommen rauhen festen Punkt oder Stift in 
der Höhe e über der Ebene. Man zeige, (1) dass die Kugel nur dann über den 

Stift springt, wenn die Geschwindigkeit F grösser als y %gc . __ ^ ist; (2) 

(• 
dass die Kugel sofort den Stift verl&sst, wenn V diesen Werth hat und — grösser 

«II 1.1 
als ^ J" ^ ist; (8) dass die Kugel in dem letzten Fall den Stift nach der Zeit t 

wieder trifft, die durch die kleinere Wurzel der Gleichung 

-^ g^t^— Uäjkagt-\- ü* — apcosasO 

gegeben ist, worin 27' «« ^ge ,^-, und cos a — 1 ist. Man zeige auch, dass 

die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell und positiv sind. 
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Beisp. 2. Ein rechtwinkliges Parallelepipedon von der Masse Sm, dessen 
Basis ein Quadrat AB CD ist, ruht auf einer horizontalen Ebene und kann sich 
um CD als Gelenk drehen. Die Höhe des Körpers ist Sa und die Seite der 
Basis a. Ein Massenpunkt i», der sich mit der horizontalen Geschwindigkeit v 
bewegt, trifft grade wider die Mitte der verticalen Seitenfläche, die über AB 
steht und setzt sich da fest, ohne einzudringen. Man zeige, dass der Körper 

nur dann umfällt, wenn v^ grösser als y (jra ist. [King's Coli.] 

Beisp 3. Eine verticale Säule von der Gestalt eines gradenKreiscylinders ruht 
auf einer vollkommen rauhen horizontalen ebenen Scheibe. Plötzlich wird die Scheibe 
mit der Geschwindigkeit V in einer Bichtung fortgestossen, die den Winkel e mit 
dem Horizont macht. Man zeige, dass die Säule nicht umgeworfen wird, wenn 
(1) eine durch den Schwerpunkt gezogene Parallele zur Bichtung des Stosses die 
Basis trifft und (2) die Geschwindigkeit des Stosses nicht grösser als ü ist, wobei 

Ü aus der Gleichung [7*= — ^Z (15 + cos" B) — , hervorgeht. Darin ist 

22 die Länge der Diagonale des Cylinders und 6 der Winkel zwischen der 
Diagonale und der Verticalen. 

Beisp. 4. Man suche den Yerticaldruck des Cylinders auf die Ebene, wenn 
die Geschwindigkeit des Stosses gegen die horizontale Ebene ü genau gleich- 
kommt. Man zeige, dass der Gylinder während des ganzen Aufstiegs des Schwer- 
punkts die Ebene nur dann zu berühren fortfährt, wenn 1 -)- — sin <[ 3 cos 6 ist. 

Welchen allgemeinen Charakter hat die Bewegung, wenn diese Bedingung nicht 
erfallt ist? 

Der Cylinder berühre den Boden mit dem Punkt A seines Randes und qp sei 
der Winkel der Diagonalen durch A mit der Verticalen. Nach dem Princip der 
lebendigen Kraft ist dann 

(** + i')(^)* = 0-2172 cos 9, 

wobei fe* = l* Ij cos* 6+ ^ sin« 6) ist nach § 17, Beisp. 8. Wird die Winkel- 
geschwindigkeit des Cylinders gleich Null, wenn der Schwerpunkt seine höchste 
Lage einnimmt, so ist C=2gl. Ist femer mR die verticale Beaction bei A, unter 

m die Masse des Cylinders verstanden, so hat man ^tt, (2 cos 9) = 12 — ^. Aus 
diesen Gleichungen ergibt sich 

ijL+1 « 3 cos* 9 — 2 cos9) + -i co8«ö -f ~ 8in»e . 

Verschwindet JB, so wird cos 9 = — (1 i y ^^'^ ^) • ^^^ ^ dasselbe Vorzeichen 

behalten, so müssen diese beiden Werthe von 9 durch die besonderen umstände 
des Falles unmöglich sein, das heisst beide Werthe von qp müssen grösser als 6 
sein. Daraus folgt dann das obige Resultat. 

§ 175. Erdbeben. Die beiden letzten Probleme sind durch ihre Verbindung 
mit Mall et 's Theorie der Erdbeben von Interesse. Nimmt man an, die Wirkung 
eines Erdbebens auf ein Gebäude könne durch eine Bewegung der Basis dar- 
gestellt werden, wie die eben beschriebene Bewegung der Ebene war, so hängen 
sowohl die Richtung als die Grösse des gleichwerthigen Stosses nicht von dem Ge- 
bäude, auf das die Wirkung stattfindet, sondern nur von der Beschaffenheit des 
Erdbebens an der betreffenden Stelle ab. 

Auf Grund dieses Princips hat Mallet einen sehr einfachen Seismometer 
construirt. Sechs grade Cylinder, die aus einem harten Material, z. B. Buchs- 
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banni hergestellt sind und dieselbe Höhe aber verschiedene Durchmesser haben, 
werden nach ihrer Grösse geordnet anf einem Brett aufgestellt, das an dem wag- 
rechten Boden befestigt ist. Dabei haben je zwei einen solchen Abstand von- 
einander, dass derjenige, welcher umfällt, seinen Nachbar nicht treffen kann. 
Findet nun ein Erdstoss statt, so faUen einige Cylinder um, andre bleiben stehen. 
Hat z. B. der Stoss die Cylinder mit der kleineren Basis 4, 5, 6 umgeworfen und 
die breiteren 1, 2, 8 stehen lassen, so muss er grösser gewesen sein als der Stoss, 
welcher dazu nöthig ist, Nr. 4 umzuwerfen und nicht gross genug, um Nr. d um- 
zustossen. 

Mall et gebraucht die in Beisp. 8 gegebene Formel, welche erDr. Haughton 
zuschreibt. Der Werth von e ist klein, wenn der Ursprung oder das Centrum des 
Erdbebens entfernt ist, so dass man als erste Annäherung e s» o seteen kann. Es 
scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass bei der Anwendung dieser Formel 
auf die stehen gebliebenen Cylinder die letzteren den Bedingungen in Beisp. 4 ge- 
nügen müssen. 

Im December 1857 fand ein sehr heftiges Erdbeben in den südlichen Pro- 
vinzen Italiens statt. Mallet besuchte im Anfang des folgenden Jahres den 
Schauplatz zu dem besondem Zweck, die näheren Umstände des Stosses fest- 
zustellen. Das zu lösende Problem war in gewissem Grad ein mechanisches. Die 
Lage der umgestürzten Säulen und Gebäude war gegeben, man sollte die Tiefe 
und die Lage des Centrums oder Ursprungs des Erdbebens, die Geschwindigkeit 
der Erdbebenwelle und die Grösse des Stosses an bestimmten Stellen ermitteln. 
In diesem Fall lag das Centrum etwa 6 km unter der Oberfläche der Erde und 
die Geschwindigkeit der Welle betrug etwa 250 m in der Secunde, während die 
Geschwindigkeit des Stosses, der verschiedene Gebäude umwarf, nur 8,6 m in der 
Secunde ausmachte. Die letztere kommt etwa der Geschwindigkeit gleich, die 
ein materieller Punkt, der vom Zustand der Ruhe ausgeht, unter dem Einfluss 
der Schwere erlangt, wenn er eine Höhe von y, bis 1 m durchfällt. Siehe The 
Great Neapolitan Earihquake of 1857, 2 Bände, 1862, von B. Mallet. Aus den 
Beobachtungen, die während der Erdbeben vom December 1884 in Spanien und 
August 1886 in Charleston angestellt wurden, schloss man auf eine viel grössere 
Tiefe des Centrums, als die oben angegebene. Siehe Flammarion, L' Astronomie, 
Oct. 1887. 

Das oben beschriebene Säulenseismometer hat in der Praxis keine grossen Er- 
folge gehabt. Die Verschiebung der Erde ist nicht eine einfache gradlinige Be- 
wegung, sondern vielmehr eine fortgesetzte R-eihe von Bewegungen in verschie- 
denen Richtungen. Die Säulen erhalten durch sie rotirende Bewegungen und 
fallen daher in verschiedenen Richtungen um. Ein Modell der wirklichen Bahn 
eines Punktes der Erdoberfläche während des schweren Erdbebens in Japan vom 
Januar 1887 hat Prof. Sekiya mit Hülfe eines langen Eupferdrahts construirt 
und in der Natiwre vom 26. Januar 1888 beschrieben. Welche Genauigkeit man 
ihm auch zuschreiben mag, jedenfaUs zeigt es die complicirte Natur der Ver- 
rückung. Berichte über moderne Seismometer findet der Leser in Mi Ine's Earth- 
quakes 1886, der NcUure vom 12. April und 26. Juli 1888 und dem Phil. Mag. 
April 1887. Siehe auch Seistnological Investigation. First report of the Committee 
[R, of ihe British Ass. f. the adv. of science, 1896], an dem hauptsächlich Milne 
betheiligt ist. Die Geschwindigkeiten und Amplituden der Wellen der longitu- 
dinalen und transversalen Schwingung wurden gesondert bestimmt. Man fand, 
dass die Bewegung eines Punktes der Erdoberfläche derart ist, wie sie aus der 
Zusammensetzung zweier harmonischer Bewegungen von verschiedenen Perioden 
und verschiedenen Richtungen resultiren würde. 

§ 176. Stoss gegen einen zusammengesetzten nnelastischen Körper. Vier 
gleiche Stäbe, ixm denen jeder die Länge 2 a %md die Masse m hat, sind durch Ge- 
lenke so verbunden, dass sie sich frei bewegen können wnd einen Rhombus bilden. 
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Das System fäXU vom Zustand der Euhe aus unter der Erniwrkwng der Sdwoere, 
iocbei eine Diaganale verticdl geriMet ist, imd sMägt wider eine feste horizontale 
unelastisdke Ebene. Man suche die mm folgende Bewegung. Siehe § 408. 

AB, BC, CD, DA seien die St&be und AC die verticale Diagonale, die 
mit A wider die horizontale Ebene schl&gt. V sei die Geschwindigkeit eines 
jeden Punktes des Rhombus grade yor dem Aufstossen und a der Winkel, den 
jeder Stab mit der Verticalen macht. 

tt, V seien die horizontale und verticale (Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
und « die Winkelgeschwindigkeit eines der oberen St&be grade nach dem Stoss. 
Die EffectiykiAite eines der St&be sind dann der Kraft m{v — V) gleichwerthig, 
die vertical und mu, die horizontal am Schweipunkt angreift und ausserdem 
einem Paar mk*a, welches den Winkel a zu yergrössem sucht. B sei der Stoss 
bei (7, dessen Richtung nach den Regeln der Symmetrie horizontal sein muss. 
Um die Reactionen bei B nicht in unsere Gleichungen einfShren zu müssen, wollen 
wir die Momente fttr den Stab BC um B nehmen und erhalten so 

mk*ci'\'m(v — F)a sin« — mua cos «»b — J3*2aco8a . . . (1). 

Jeder der beiden unteren Stäbe beginnt sich um sein Ende A als festen Punkt 
zu drehen. Ist m' seine Winkelgeschwindigkeit grade nach dem Stoss, so ist das 
Moment der Bewegungsgrösse um A grade nach dem Stoss m{k*'\'a^ai' und 
grade vorher mFa sin tf. Die Differenz der beiden ist das Moment der Effectiv- 
kr&fte des Stabes um A. Wir kOnnen nun für die beiden St&be AB, BC zu- 
sammen die Momente um A nehmen und erhalten 

ifi(Ä;' + o*) «' — mVa sin « — mk^m 4'm(v— F)a sin a-f mu • Sa cos a =* 

»B-4acosa (8). 

Die geometrischen Gleichungen kann man so finden. Da die beiden St&be 
während der ganzen Bewegung gleiche Winkel mit der Verticalen bilden müssen, so ist 

tt' as 40 (8) . 

Da femer die beiden Stäbe bei B verbunden sind, so müssen die Ge- 
schwindigkeiten ihrer Endpunkte der Richtung und GrGsse nach gleich sein. 
Ninmit man die horizontalen und verticalen Componenten, so wird 

u-f-ao>cosaa«2ao'cosa (4), 

V — a<D sin a =s 2am sin a (5) . 

Diese fOnf Gleichungen reichen zur Bestimmung der Anfangsbewegung aus. 
Eliminirt man B aus (1) und (2), drückt in den geometrischen Gleichungen 
«, t^, oa durch m aus und substituirt diese Ausdrücke, so findet man 

i Fsin« . 

s 'a(l + 8 8in«a) ^^' 

Wir h&tten dabei die Einführung der unbekannten Reaction B durch Be- 
nutzung des Satzes von der virtuellen Arbeit vermeiden können. Wir wollen dem 
System eine solche Verrückung geben, dass die Neigung eines jeden Stabes gegen 
die Verticale um dieselbe Grösse da vergrössert wird. Die virtuelle Arbeit eines 
Paares, wie z. B. mk^a, findet man durch MultipHcation seines Moments mit der 
Drehung, also mit Sa; die Arbeit einer Kraft dagegen, wie z. B. mu, durch Multi- 
pHcation ihrer Grösse mit der linearen Verschiebung ihres AngrüG^unktes. Das 
Princip der virtuellen Arbeit liefert dann 

mk*m ^a — m (o — F) ^ (da cos a) -f mud (a sin a) -f- m (*• + a") «' 9a 

+ 1» Fd (a cos «) —s 
und redudrt 

(2**+ a*) o — Fa sin a -f 8 (« — F) a sin a -f- «a cos a s . 
Die weitere Lösung erfolgt dann wie oben. 
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Beisp. 1. Man zeige, dass die Bichinmg der Stossaction an dem Drehpunkt J3 
mit dem Horizont einen Winkel macht, dessen Tangente (3 sin* a — 2) cotg a ist. 

/ Beisp. 2. Wenn der Elasticitätscoefficient der Ebene e ist, zu zeigen, dass 

[ der durch (6) gegebene Werth von m mit 1 -f- ^ multiplicirt werden muss. 

Die nun folgende Betoegtmg zu finden. Dies geschieht sehr leicht mit Hülfe 
des Princips der lebendigen Krait. Um jedoch möglichst yiele Lösungsarten zu er- 
läutern, wollen wir anders yerfahren. Die Effectivkräfte an jedem der oberen Stäbe 

werden durch die Differentialquotienten ^ -jr, ^"jl^ ^^* "df ^^^^^^^ ^^^ 

da/ 
das Moment für jeden der unteren Stäbe ist m {k* -f~ ^') -jr * ^ ^^^ ^^^ Winkel, 

den jeder Stab zur Zeit t mit der Yerticalen macht. Nimmt man die Momente 
ebenso wie vorher, so erhält man 

-« da , dv ^ du _ -r^ «. ^ ■ • ^ ,^v/ 

wÄ* -jr + fn ^T €t an 6 — n» -=-- a cos 9 ^ ~ 22 • 2a cos 4- moa sm 9 . (1) , 
at at at 

m (Ä* + «') -TT wÄ" -7- + w-jTÖßiJiö4-f»-Tr-8acosÖ = 22-4acosÖ 

^ ^ ' dt dt ^ dt ' a* 

+ 2w5fa8in6 (2)'. 

Die geometrischen Gleichungen bleiben dieselben wie zuvor, wenn man B 
statt a schreibt. Durch Elimination von R und Einsetzen der Werthe von u und 
V findet man 

(2Ä:* + ö')-^ +0*1 9sin0^ (Q)sinö)+ cosö ^(cocosd)J = 4^asind 

dB 
und durch Multiplication der beiden Seiten mit cd =» -^ und Integration 

fit 



(ÄJ* + o*) + 8a* sin* ö] cd* « C— 8pa cos B . 

Im Anfang, wenn = a ist, hat o den durch Gl. (6) gegebenen Werth. Die 
Winkelgeschwindigkeit cd ist daher, wenn die Neigung eines Stabes gegen die 
Verticale B ist, durch 

(1 + 8 8in*0) CD* =. ?^* . ^ .^"f'.*^, — I- M (cos « - cos B) 
^ ' ^ 4a* l + Ssm*«^ a ^ ^ 

gegeben. 

§ 177. Beisp. 1. Ein Quadrat bewegt sich frei um eine Diagonale mit der 
Winkelgeschwindigkeit cd; einer der nicht in der Diagonale gelegenen Eckpunkte 
wird festgehalten; man bestimme den Stossdruck auf den festen Punkt und zeige, 

dass die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit nachher -=- ist. [Christas Coli.] 

Beisp. 2. Drei gleiche Stäbe, die sich in einer Geraden befinden und durch 
Gelenke miteinander verbunden sind, bewegen sich senkrecht zu ihrer Länge mit 
der Geschwindigkeit v. Der Mittelpunkt des mittleren Stabes wird plötzlich fest- 

Amt/v 

gehalten; man zeige, dass sich die Enden der beiden andern in der Zeit -^— 
treffen, wenn a die Länge eines jeden Stabes bedeutet. [Coli. Ex.] 

Beisp. 8. Die Punkte AB CD sind Eckpunkte eines Quadrats; AB^ CD sind 
zwei gleiche und ähnliche Stäbe, die durch den Faden BC verbunden werden. 
Der Punkt A erhält einen Stoss in der Richtung AD'^ man zeige, dass die An- 
fangsgeschwindigkeit von A siebenmal so gross als die von D ist. [Queen*s Coli.] 

Beisp. 4. Eine Reihe gleicher Balken AB^ BC^ CD ... ist durch Gelenke 
verbunden; die Balken werden auf eine glatte horizontale Ebene so gelegt, dass 
jeder mit den beiden anliegenden rechte Winkel bildet tmd das Ganze eine 
treppenähnliche Figur bildet. Dem Ende A wird in der Richtung .^B ein Stoss 
gegeben; man bestimme die Stossaction an jedem Gelenk. [Math. Tripos.] 

Bonth, DynAinik. L 11 
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Resultat Man zeige, dass 
und 

ist, wenn X^ die Stossaction am n*^ Eckpunkt bezeichnet, und finde daraus X^ . 

Beisp. 6. Zwei gleichförmige Stäbe AB, BC von gleicher Länge und Masse, 
die bei B durch ein glattes Gelenk verbunden sind, liegen auf einer glatten, 
horizontalen Ebene; das Ende A wird so getroffen, dass es sich mit gegebener 
Geschwindigkeit in einer Richtung zu bewegen beginnt, welche die Winkel 9, tp 
mit den SIAben macht; man zeige, dass, wenn sin (29 — 0) «» 3 sin 9 ist, AB seine 
Bewegung ohne Rotation beginnt. [Coli. Eram. 1880.] 

Man nehme die Momente f%ü: den Stab BC um B und fOr beide Stäbe um 
A^ so wie in § 169 gezeigt wurde. 

Beisp. 6. Drei gleiche und ähnliche Stäbe, welche sich um ihr gemeinschaft- 
liches Ende drehen kOnnen, werden rechtwinklig zueinander so gehalten, dass 
sich die drei anderen Endpunkte in einer horizontalen Ebene befinden und das 
I gemeinschaftliche Ende entweder ober- oder unterhalb liegt. Man lässt sie nun 
! auf eine glatte unelastische horizontale Ebene fallen; man zeige, dass die Ge- 
, schwindigkeit ihres Schwerpunkts sich um die Hälfte vermindert. 

§ 178. Die beiden Pvnkte des Maximalstosses. Eme freie unelastische La- 
melle von beliebiger GestdU dreht sich in ihrer eigenen Ebene um das Momentan- 
cenfyrum S und stässt an dem Punkt P, welcher in der den Schwerpunkt G mit S 
verbindenden Geraden liegt, gegen ein Hindemiss. Man bestimme die Lage des 
Punktes P, wenn die Grösse des Stosses ein Maximum sein soü. [Poinsot, 8ur 
lapercussion des corps^ Liouville's Journal, 1867]. 

Erstens. Das Hindemiss P sei ein festliegender Punkt. Es sei (rP= o; und 
B die Stosskraft. Setzt man 8G =^ h und sind m, m' die Winkelgeschwindigkeiten 
um G vor und nach dem Zusammentreffen, so ist ha die Translationsgeschwindig- 
keit von G gerade vor dem Stoss. v' sei femer die Translationsgeschwindigkeit 
von G grade nach dem Zusammentreffen. Man erhält die Gleichungen 

, — Bx , - 2J . . 

und, wenn man annimmt, der Stosspunkt werde zum Stillstand gebracht, 

ff + xm^O (2) . 

Mit Hülfe dieser Gleichungen druckt man JS durch x aus und macht B zu 
} einem Maximum. Man findet so zwei Werthe für x, einen positiven und einen 
. negativen. Beide entsprechen Punkten stärksten Stosses, aber in entgegengesetzter 
^ Richtung. Es gibt einen Punkt P, mit dem der Körper vor und einen Punkt P', 
' mit dem er hinter der Richtung seiner Translation im Raum stärker als mit 
/ jedem andern Punkt widerschlägt. 

, Die beiden Punkte P, P* haben gleichen Abstand von S und wenn das 

Schwingungscentrum üi Bezug auf S als Aufhängungscentrum ist, so wird 
SP* s SG ' SO. Macht man P zum Aufhängungspunkt, so ist P' das ent- 
sprechende Schwingungscentrum und PP* wird in G und harmonisch getheilt. 
Femer ist die Grösse der Stösse dem Abstand von G umgekehrt proportional. 

Zweitens. Das Hindemiss sei ein freier materieller Pwnkt von der Masse m. 
Wir erhalten ausser den Gleichungen (1) noch die Bewegungsgleichung des 

Punktes m. Ist V seine Geschwindigkeit nach dem Zusammenstoss, so ist V^=^ -^ * 

Der Berflhrungspunkt der beiden Körper hat nach dem Zusammenstoss die 
nämliche Geschwindigkeit; statt der Gleichung (2) erhält man daher F'-^v'-j-d;«'. 
Man findet x wie zuvor, indem man JS zu einem Maximum macht, x hat zwei Werthe. 
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Es existiren noch andere ausgezeiclmete Punkte in einem in Bewegung be- 
findlichen Körper, deren Lage sich auffinden lässt. So kann man darnach fragen, 
mit welchen Pnnlcten der Körper gegen ein festes Hindemiss stossen muss, erstens 
damit die Translationsgeschwindigkeit seines Schwerpunkts und zweitens, damit 
die Winkelgeschwindigkeit ein Maximum wird. Diese Punkte hat Poinsot die 
Centren der Maximalreflezion bez. Conyersion genannt. Sie sind jedoch nicht 
wichtig genug, um hier eine eingehende Besprechung zu rechtfertigen. 

Beisp. Eine freie Lamelle von beliebiger Gestalt dreht sich in ihrer eignen 
Ebene um das Momentancentrum 8 und stösst auf ein festes Hindemiss P, welches 
in der Geraden liegt, die den Schwerpunkt G mit 8 verbindet. Man suche die 
Lage von P, erstens, wenn der Schwerpunkt zum Stillstand kommen soll und 
zweitens, wenn zwar seine Geschwindigkeit nach dem Stoss dieselbe wie vorher, 
ihre Richtung aber die umgekehrte sein soll. 

Resultat. In dem ersten Fall fällt P entweder mit G oder dem Schwingungs- 
centmm zusammen. lin zweiten findet man die Punkte, wenn SG^^h, x^^GP 
gesetzt wird, aus der Gleichung 

2 Äaj* « Ä* (aj — Ä) . [Poinsot.] 

§ 179. Elastische glatte KSrper. Zwei Körper stossen msananen; 
man erJdäre die Besd^ffenheit der ewischen ihnen stattfindenden AcHon. 

Wenn zwei Kugeln von hartem Material aufeinandertrefiTen^ so 
scheinen sie sich fast augenblicklich zu trennen und durch die gegen- 
seitige Einwirkung wird eine endliche Aenderung der Geschwindigkeit 
in jedem erzeugt. Diese plötzliche Geschwindigkeitsanderung ist das 
Merkmal einer Stosskraft. Die Schwerpunkte der Kugeln mögen sich 
Yor dem Zusammenstoss in derselben Geraden mit den Geschwindig- 
keiten u und V bewegen. Nach dem Stoss fahren sie fort sich auf 
dieser Geraden zu bewegen und dabei seien u\ v ihre Geschwindig- 
keiten. Sind m, ni die Massen der Kugebi und ist B, die Action 
zwischen ihnen, so erhalt man nach § 168 

u-u -, «-t; = ^ (1). 

Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der drei Grössen 
u\ Vy R nicht aus. um eine dritte zu erhalten, hat man in Betracht 
zu ziehen, was wBhrend des Stosses vor sich geht. 

Jede der Kugeln wird' durch die andere etwas zusammengedrückt, 
so dass sie also keine vollkommenen Kugeln mehr sind. Jede sucht 
auch im Allgemeinen ihre frühere Gestalt wieder anzunehmen, es 
findet daher ein Zurückprallen statt. Die Periode des Stosses ^st 
sich mithin in zwei Theüe zerlegen: 1) die Periode der Gompression, 
während welcher sich der Abstand zwischen den Schwerpunkten der 
beiden Korper vermindert und 2) die Bestitutionsperiode, in welcher 
der Abstand der Schwerpimkte zunimmt. Die zweite Periode geht zu 
Ende, wenn die Korper sich trennen. 

Da die Anordnung der materiellen Punkte eines Korpers durch 
den Stoss gestört wird, so müssten wir eigentlich, um genau zu sein, 

11 • 
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die relative Bewegung der Yerschiedenen Theile des Körpers bestimmen. 
Wir mOssten jeden Korper als eine Sammlimg freier materieUer 
Punkte betrachten^ die durch gegenseitige Actionen verbunden sind. 
Diese Punkte konnten, in Bewegung gesetzt, immer fortfahren sich zu 
bewegen und dabei um gewisse mitÜere Lagen im Körper schwingen. 
Man pflegt indessen anzunehmen, dass die Aenderungen der (Gestalt 
und Structur so gering sind, dass ihre Wirkung auf die Veränderung 
der Schwerpunktslage und des Trägheitsmoments des Körpers vernach- 
lässigt werden kann und ferner dass die ganze Zeit des Zusammen- 
stosses so kurz ist, dass die Yerrückung des Körpers in dieser Zeit un- 
beachtet bleiben darf. Stimmen diese Annahmen für irgend welche 
Körper mit der Wirklichkeit nicht überein, so müssen die Wirkimgen 
ihres Zusammenstosses aus den Gleichungen zweiter Ordnung abgeleitet 
werden. Wir können daher annehmen, dass im Moment der stärksten 
Gompression die Schwerpunkte der beiden Körper sich mit gleicher 
Geschwindigkeit bewegen. 

Das Verhältniss der Grösse der Action zwischen den Körpern 
wahrend der Restitutionsperiode zu der Actionsgrösse während des 
Zusammendrückens ist f^ Körper von verschiedenem Material ver- 
schieden. Es hängt davon ab, wie schnell oder langsam die Körper 
ihre ursprüngliche Gestalt wieder herzustellen suchen. Geschieht es 
sehr langsam, so findet die Trennung statt, während die Körper noch 
in ihre frühere Form zurückkehren, und die Action während der 
Restitution ist alsdann kleiner als die während der Gompression. 
Nehmen die Körper dagegen ihre vorige Gestalt so schnell wieder an, 
dass sie im Augenblick der Trennung diese Gestalt wieder haben, so ist 
die Action während der Restitution der während der Gompression gleich. 

Manchmal kann man die Kraft während der Restitutionsperiode 
vernachlässigen. Die Körper nennt man dann undasHsch. In diesem 
Fall ist grade nach dem Zusammenstoss u^ = v' und daraus erhält 

T» mm / \ 3 f wtt -\- m'v 

man U = — ; — ? (u — v) und u = — r- • 

wi-^-1»^ ^ m -\- m 

Kann die Restitutionskraft nicht vernachlässigt werden, so sei B 
die ganze Action zwischen den Körpern, Rq die Action bis zum Moment 
der grössten Gompression. Die Grösse von R muss man durch Ver- 
suche feststellen. Dies kann derart geschehen, dass man die Werthe 
von u' und v' bestimmt und dann R mit Hülfe der Gleichungen (1) 
findet. Solche Versuche hat vor Allem Newton angestellt und ge- 

jB 

funden, dass -„- ein canstantes Verhältmss ist, welches von dem Material 

der Körper abhängt. Wir wollen es mit 1 -{- e bezeichnen. Die Grösse 
e überschreitet niemals die Einheit; in dem Grenzfall, wenn e^^l ist, 
heissen die Körper vollkommen elastisch. 

Nimmt man an, der Werth von e sei bekannt, so lassen sich die 
Geschwindigkeiten nach dem Stoss leicht ermitteln. Die Action R^ 
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wird zuerst unter der Voraussetzung berechnet, dass die Körper un- 
elastisch wären und daraus der ganze Werth von ü durch Multipli- 
cation mit 1 -f* ^ gefunden. Man erhält 

w + m ^ ^ ^ ' ^^ 

woraus man u' und v' mit Hülfe der Gl. (1) findet. 

§ ISO. Als Beispiel wollen wir untersnchen, wie die Bewegung^ des in § 170 
besprochenen Haspels beeinflusst wird, wenn der Strick so wenig elastisch ist, 
dass man diese Theorie anwenden kann. 

Da der Punkt des Haspels, welcher sich mit dem Strick in Berührung be- 
findet, in dem Moment der grössten Compression keine Geschwindigkeit hat, so 
misst die in dem § 170 gefundene Stosswirkung die ganze dem Haspel mit- 
getheilte Bewegungsgrösse vom Beginn des Stosses bis zum Moment der stSxksten 
Compression. Wie aus dem Vorigen hervorgeht, findet man die gesammte mit- 
getheilte Bewegungsgrösse vom Beginn an bis zum Ende der Bestitutionsperiode 
durch Multiplication der in § 170 gefundenen Spannung mit l-h^> '^cnn e das 

Maass für die Elasticität des Stricks ist. Dies gibt T=4~^v(l ~h^)- ^^^ ^^~ 

wegung des Haspels, an dem diese bekannte Stosskraft angreift, ergibt sich leicht. 

Die Yerticalcomponenten sind w (t?' — t?) = — — wt? (1 -j- c)- Nimmt man die Mo- 

mente um den Schwerpunkt, so ist mÄ;'a>' => rr mt7a(l -j- e), woraus sich o und m 

s 

ableiten lassen. 

Beisp. Ein gleichförmiger Balken balancirt um eine horizontale, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Aze und ein vollkommen elastischer Ball fällt von der 
Höhe h auf sein eines Ende; man bestimme die Bewegungen des Balkens und 
des Balls. 

B>esultat. 3f, m seien die Massen des Balkens und des Balles; 2a die Länge 
des Balkens; F, Y' die Geschwindigkeiten des Balls grade vor und nach dem 

Stoss, (»' die Winkelgeschwindigkeit des Balkens. Es ist dann öj' = ._, , ^ — r— ■ , 

\Ju. -\- o m) a 

3m — M 
"^'Sm + M' 

§ 181. Rauhe Körper. Bisher haben wir nur die Stosswirkung 
normal zur gemeinsamen Fläche der beiden Körper betrachtet. Sind 
aber die Körper rauh^ so tritt offenbar eine Stossreibung in Wirk- 
samkeit. Da die Stosskraft nur das Integral einer sehr grossen Kraft 
ist, die sehr kurze Zeit wirkt ^ so könnten wir wohl annehmen, die 
Stossreibung folge denselben Gesetzen wie die gewöhnliche. Diese 
Gesetze beruhen aber auf Versuchen und wir sind nicht sicher, ob sie 
auch in dem äussersten Fall gelten, wenn die Kräfte sehr gross sind. 
Auf besonderen Wunsch Poisson's unternahm es Mo r in, diesen Punkt 
durch Versuche aufzuklaren. Er fand, dass die Stossreibung zwischen 
zwei Körpern, welche sich treffen und gleiten, zu der Normaktosskraft 
in demselben Verhältniss steht wie bei gewöhnlicher Reibung und 
dass das Verhältniss von der relativen Geschwindigkeit der sich treffenden 
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Korper nicht abhängt. Morin's Versuch wird im folgenden Para- 
graphen beschrieben. 

§ 182. Auf dem Deckel eines Kastens AB, der mit Schrot so be- 
laden werden kann^ dass man ihm jedes gewünschte Gewicht . geben 
kann, sind zwei yerticale Hölzer ACy BD angebracht. Ein Querholz 
verbindet C mit D und tragt ein Gewicht mgy das mittelst eines 
Fadens an ihm aufsrehänirt ist. Das Gewicht des E^tens mit seiner 
BelaslnH.g it Mg. In ^ ÄEF geht horizontal von dem Kasten aus 
über eine glatte Bolle E und tragt bei F das Gewicht (M -{- m)giL 
Der Elasten kann auf einer horizontalen Ebene gleiten, deren Beibungs- 
coefficient fi ist. Wenn er daher einmal in Bewegung gesetzt ist, 
gleitet er in grader Linie mit gleichförmiger Geschwindigkeit, die wir 
V nennen wollen. Nun wird plötzlich der Faden, der mg tragt, 
durchschnitten; das Gewicht fallt in den Kasten und liegt in ihm 
sofort fest. Offenbar wird dadurch eine Stossreibung zwischen dem 
Kasten und der horizontalen Ebene hervorgerufen. Wenn die Ge- 
schwindigkeit des Kastens unmittelbar nach dem Stoss wieder V gleich- 
kommt, so ist der Goefficient der Stossreibung dem der endlichen 
Beibung gleich. 

Man kann sich dies auf folgende Art klar machen, t sei die Zeit 
des Falls. Wenn das Gewicht den Kasten trifft, hat es die horizontale 
Geschwindigkeit V und die verticale gt] der Kasten dagegen die hori- 
zontale Geschwiudigkeit V-^fty wenn f "= WmJmZl. — \~ ^^^^ 

F und JR mögen die horizontale und verticale Gomponente der 
Stosskraft zwischen dem Kasten und der horizontalen Ebene sein. 
Ein Stoss findet statt zwischen dem fallenden Gewicht und dem Kasten 
und eine Stossspannung in dem Seil ÄEF] durch sie werden die 
durch die äusseren Stösse F und 2J erzeugten Bewegungsgrössen über 
das ganze System verbreitet. F^ sei die gemeinsame Geschwindigkeit 
des ganzen Systems grade nachdem die Stösse F und B vollendet 
sind. Durch den Versuch fand man, dass diese Geschwindigkeit V 
gleich V ist. 

Nimmt man die Componenten in horizontaler und verticaler 
Bichtung wie in § 168, so erhält man 

[M+m + {M + m)^']r—[M+{M+m)ii](r+ft) — mr F, 

mgt = JB. 

Setzt man V =^V und substituirt far /*, so ergibt sich F= (iB. 

Beisp. Man zeige, dass der resultirende Stoss zwischen dem Kasten und dem 
fallenden Gewicht vertical gerichtet ist. 

§ 183. Wir wollen nun die Theorie des unelastischen Stosses 
in § 179 verallgemeinem. Zwei Körper von beliebiger Gestalt mögen 
IQ dem Pimkt Ä aufeinanderstossen und Aenderungen der Gestalt und 
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Structur wie zuvor vernachlässigt werden. Die relativen Tangential- 
und Nomudgeschwindigkeiten der Berülirungspunkte der beiden Körper 
sind, wenn sie auf die in § 137 cmgegebene Art bef^echnet werden^ nicht 
NulL Sie heissen die relativen ßleitungs- und Gompressionsgeschwindig- 
keiten. Es treten also zwei Beactionen auf , eine normal gerichtete 
Erafb und eine Reibung , deren Yerhältniss ^y der Beibungscoefficient^ 
ist. Im weiteren Verlauf des Stosses wird die relative Normalgeschwindig- 
keit zerstört und wird Null in dem Moment der stärksten Gompression. 
R sei die ganze Bewegungsgrosse, welche in dieser sehr kurzen Zeit von 
dem einen auf den andern Körper normal übertragen wird. Diese Kraft 
R ist eine unbekannte Reaction^ zu deren Bestimmung die geometrische 
Bedingung dient, dass gleich nach dem Zusammenstoss die normalen 
Geschwindigkeiten der Berührungspunkte gleich sind. Diese Bedingung 
muss auf die in § 137 erklärte Art ausgedrückt werden. 

Die relative gleitende Geschwindigkeit bei Ä vermindert sich 
gleichfalls. Wenn sie vor dem Moment der stärksten Gompression 
verschwindet, so kommt während der übrigen Zeit des Zusammen- 
stosses, wenn überhaupt, nur so viel Reibung und in solcher Richtung 
zur Wirkung, als nöÜiig ist, um die Berührungspunkte bei J. am 
Gleiten zu verhindern, vorausgesetzt, dass dieser Betrag kleiner ist als 
die Grenzgrösse der Reibung. F sei die ganze Bewegungsgrösse, 
welche tangential von dem einen auf den andern Körper übertragen 
wird. Diese Reaction F ist durch die Bedingung zu bestimmen, dass 
gleich nach dem Zusammenstoss die Tangentialgeschwindigkeiten der 
Berührungspunkte gleich sind. Wenn jedoch die gleitende Bewegung 
vor dem Moment der stärksten Gompression nicht verschwindet, so 
tritt die volle Grösse der Reibung in der dem relativen Gleiten ent- 
gegengesetzten Richtung in Wirkung und es ist F=ftE. Im AU- 
gemeinen lassen sich die beiden Fälle auf folgende Art unterscheiden. 
Li dem ersten Fall müssen die Werthe von F und JS, welche man 
durch Auflösung der Bewegungsgleichungen findet, derart sein, dass 
F<^(ill ist. In dem zweiten muss die relative Endgeschwindigkeit 
der Berührungspunkte bei Ä dieselbe Richtung nach wie vor dem 
Zusammenstoss haben. Diese Bedingungen sind jedoch nicht aus- 
reichend, denn es ist möglich, dass in verwickeiteren Fällen das 
Gleiten seine Richtung während des Zusammenstosses ändert oder zu 
ändern sucht. Siehe § 187. 

§ 184 Sind die Körper, welche aufeinanderstossen, elastisch, so 
kann sowohl eine normale Reaction als eine Reibung während der 
Restitutionsperiode auftreten. Manchmal muss man dieses Stadium 
der Bewegung als ein Problem für sich ansehen. Die Bewegungen 
der Körper im Moment der stärksten Gompression, wie man sie ge- 
funden hat, dienen als Anfangsbedingungen für einen neuen Bewegungs- 
zustand unter der Wirkung anderer Stosski^fte; die während der 
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Restitution zur Wirkung kommende Reibung muss denselben Gesetzen 
folgen, wie die während der Gompression. Genau wie vorher bieten 
sich zwei Fälle dar; entweder findet Gleiten statt während der ganzen 
Restitutionsperiode oder nur während eines Theils derselben. Sie 
werden in der schon erklärten Weise behandelt. 

§ 185. Ein sehr wichtiger unterschied existirt zwischen den Be- 
dingungen der Gompression und der Restitution. Während der Gom- 
pression ist die Normalreaction unbekannt. Die Bewegung des Körpers 
grade vor der Gompression ist gegeben und es besteht eine geometrische 
Gleichung, welche ausdrückt, dass die relative Normalgeschwindigkeit 
der Berührungspunkte am Ende der Gompressionsperiode Null ist. 
Aus dieser geometrischen Gleichung wird dann die Gompressionskraft 
abgeleitet. Man findet zwar auf diese Art die Bewegung des Körpers 
grade vor der Restitution, aber nicht die Bewegung grade nach ihr, 
die doch zu bestimmen ist. Für sie ist keine geometrische Gleichung 
vorhanden. Jedoch steht die Restitutionskraft in einem bestinmiten 
Yerhältniss zur Gompressionskraft und ist somit bekannt. 

§ 186. Historische Uebersielit^) Das Problem des Zusammenstosses zweier 
glatter unelastischer Körper wird von Poisson in seinem Traue de Mecanique, 
Seconde edüion, 1833 behandelt. Unter der Voraussetzung, dass die Bewegung 
eines jeden der beiden Körper grade vor dem Zusammenstoss gegeben sei, stellt 
er für jeden sechs Bewegungsgleichungen zur Bestimmung dev Bewegung grade 
nach dem Stoss auf. Sie enthalten 13 unbekannte Grössen, nämlich die Compo- 
nenten der Geschwindigkeiten der Schwerpunkte der Körper längs dreier recht- 
winkliger Axen, die Componenten der Winkelgeschwindigkeiten der Körper um 
dieselben Axen und schliesslich die gegenseitige Reaction der beiden Körper. Die 
Gleichungen reichen mithin zur Bestimmimg der Bewegung nicht aus. Eine drei- 
zehnte Gleichung erhält man dann aus dem Satz, dass der Stoss mit dem Moment 
der stärksten Gompression beendigt ist, d. h. in dem Augenblick, in welchem die 
normalen Geschwindigkeiten der Berührungspunkte der beiden Köxper, die sich 
treffen, gleich sind. 

In dem Fall, in welchem die Körper elastisch sind, theilt Poisson den Stoss 
in zwei Perioden. Die erste beginnt mit der ersten Berührung der Körper und 
endigt im Moment der stärksten Gompression; die zweite beginnt in diesem 
Augenblick und endigt, wenn die Körper sich trennen. Die Bewegung am Ende 
der ersten Periode findet man genau so, wie bei der Annahme, sie seien un- 
elastisch. Die Bewegung am Ende der zweiten Periode ergibt sich aus dem Satz, 
dass die ganze dem einen Körper von dem andern während der zweiten Periode 
mitgetheilte Bewegungsgrösse in constantem Yerhältniss zu der während der 
ersten Periode des Stosses mitgetheilten steht. Das Yerhältniss hängt yon der 
Elasticität der beiden Körper ab und kann nur durch Yersuche ermittelt werden, 
die man mit einfachen Stössen an Körpern aus demselben Material anstellt. 

Sind die Körper ratih und gleiten während des Zusammenstosses aufeinander, 
so findet gleichzeitig, wie Poisson bemerkt, ein Beibungsstoss statt. Dies ergibt sich 
aus dem Satz (§ 181), dass die Reibungsgrösse in jedem Augenblick ein constantes 
Yerhältniss zum Normaldruck haben und dass ihre Richtung der relativen Be- 



1) Siehe auch Poinsot in Liouv. J. (2) n, 283 und lY, 161, 421. Chelini 
in Bologna Mem. Serie 3, YI, 409, YIU, 278. 
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wegang der Berührungspunkte entgegengesetzt sein muss. Er macht davon An- 
wendung auf eine Kugel, die entweder unelastisch oder yollkommen elastisch ist, 
auf eine rauhe Ebene stösst und sich vor dem Zusammenstoss um eine horizontale 
zur Bewegungsrichtung ihres Schwerpunkts senkrechte Axe drehte. Er zeigt, 
dass man verschiedene Fälle unterscheiden müsse, (1) wenn das Gleiten während 
des ganzen Stosses dieselbe Bichtnng behält und nicht verschwindet, (2) wenn 
es während des Stosses verschwindet und Null bleibt, (3) wenn das Gleiten ver- 
schwindet und das Vorzeichen wechselt. Der dritte Fall enthält jedoch eine un- 
bekannte Grösse und seine Formeln reichen daher zur Bestimmung der Bewegung 
nicht aus. Poisson weist darauf hin, dass das Problem sehr complicirt wird, 
wenn die Kugel eine Anfangsrotation um eine Axe hat, die auf der verticalen 
Ebene nicht senkrecht steht, in welcher sich ihr Schwerpunkt bewegt. Er ver- 
sucht nicht das Problem zu lösen, sondern geht zu einer ausführlichen Besprechung 
des Zusammenstesses glatter Körper über. 

Coriolis untersucht in seinem Jeu de Biüard (1886) den Zusammenstoss 
zweier rauhen Kugeln, die während der ganzen Zeit des Stosses aufeinander 
gleiten. Er zeigt, dass beim Zusammentreffen zweier rauhen Kugeln die Richtung 
des Gleitens während des ganzen Stosses dieselbe bleibt. 

Ed. Phillips untersucht im 14. Band von Liouville's Journal, 1849, das 
Problem des Zusammenstesses zweier rauher tmelastischer Körper von beliebiger 
G^talfc, wenn die Beibungsrichtung während des ganzen Stosses nicht nothwendig 
dieselbe zu bleiben braucht, unter der Annahme, dass das Gleiten wahrend des 
Stosses nicht verschwindet. Er theilt die Periode des Stosses in Elementartheile 
und wendet Poisson *s Regel f&r die Grösse und Richtung der Reibung auf jede 
Elementarperiode an. Er gibt an, wie man die Auflösung der Gleichungen 
durchführen kann und bespricht speciell den Fall, in welchem die Hauptaxen 
der beiden Körper fOr den Berührungspunkt einander paraUel sind und überdies 
der Schwerpunkt eines jeden Körpers auf der gemeinschaftlichen Normalen im 
Berührungspunkt Uegt. Er kommt dabei zu zwei Resultaten, die wir in dem Kapitel 
über Bewegwngsgrösse bringen werden. 

Phillips geht nicht auf eine detaiUirte Untersuchung des Zusammenstesses 
elastischer Körper ein, wenn er auch bemerkt, die Periode des Stosses müsse in 
zwei Theile zerlegt werden, die gesondert zu betrachten seien. Er meint jedoch, 
sie böten keine weiteren Eigenthümlichkeiten dar, wenn man dieselben Voraus- 
setzungen mache. 

Den Fall, in welchem das Gleiten verschwindet und die Reibung unstetig 
wird, scheint er nicht untersucht zu haben. 

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Stesskräfte nur so weit ver- 
folgen, als die ebene Bewegung in Betracht kommt. In dem Kapitel VI über Be- 
wegwngsgrösse wird die Theorie wieder aufgenommen und auf Körper von beliebiger 
Gestalt in dem Raum von drei Dimensionen ausgedehnt werden. 

§ 187. Das Problem des Stosses im Allgemeinen. Zwei Körper 
von bdidfiger Gestalt stossen auf eine gegebene Art widereinander. Man 
soU die Bewegung grade nach dem Stoss finden. Die Körper sind gloM 
oder rauh, dastisch oder nicht 

Gy G* seien die Schwerpunkte der beiden Korper, A der Be- 
rührungspunkt. Uj V seien die Gomponenten der Geschwindigkeit von 
G grade vor dem Stoss parallel zur Tangente bez. Normalen in A\ 
u, V die Gomponenten der Geschwindigkeit zur Zeit t nach dem Be- 
ginn des Stosses, aber ehe er zu Ende ist; so dass also t unbegrenzt 
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klein ist. Sl sei die Winkelgeschwindigkeit des Körpers mit dem Schwer- 
punkt G grade vor dem Stoss, m die Winkelgeschwindigkeit nach dem 

Intervall t Sie werden positiv genommen, 
wenn sie rotiren wie die Zeiger einer Uhr. 
M sei die Masse des Körpers, h sein Trag- 
heitsradius um G. GN aei ein Loth von 
G auf die Tangente in Ä und ÄN = Xy 
NG :=» y. Dieselben Buchstaben mit einem 
Strich bezeichnen die entsprechenden Grossen 
för den andern Korper. 

§ 188. Die Korper seien verkommen 
r<mh und unelastisch^ so dass beim Ende 
des Stosses die relative Geschwindigkeit des 
Gleitens sowohl als die relative Geschwindig- 
keit der Compression Null sind (siehe § 156). 
Nimmt man alsdann an, t sei der ganzen 
Dauer des Stosses gleich, so beziehen sich 
die Buchstaben u, t7, id, u\ v\ m' auf die 
Bewegung gleich nach dem Stoss. Wir erhalten dann nach § 137 

u — ym — u — ya = 

V -\- xco — v' — rc'a}' = 

Die Gomponenten parallel zur Tangente und Normalen im Berührungs- 
punkte ergeben nach § 169 

M(u—U) + M\u — ir) = o 

M(v — r) + M{v' — F) = 0, 
und nimmt man die Momente für jeden Korper um den Berührungspunkt 

M¥{p — a) + M(u — U)y — M(v—r)x =0 
M'k'\a}'— Sl") + M\u'— U)ff— M\v— F)a;' = 

Diese sechs Gleichungen reichen zur Bestimmung der Bewegung 
gleich nach dem Stoss aus. 

§ 189. Sind die Korper vöOkommen glatt und unelastisch y so hat 
die erste dieser sechs Gleichungen keine Gültigkeit und statt der 
dritten erhält man aus den Gomponenten parallel zur Tangente für 
jeden einzelnen Korper 

u— U=0, u' —IT = 0. 



§ 190. Sind die Korper glatt und dasHsch^ so ist die Normal- 
reaction in die Gleichungen einzuführen. Wir schreiben die Gleichungen 
(1) und (2), wie weiter unten in § 192, mit der einzigen Aenderung 
nieder, dass JP = gesetzt wird. Gleichung (4) gibt dann die Ge- 
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schwindigkeit C der Gompression in irgend einem Augenblick des 
Siosses. Setzt man C ^^0, so erhält man wie in Gleichung (6) den 
Werth von R bis zu dem AugenbUck der stärksten Gompression, d. h. 

C 
JB == -4, und durch Multiplication mit 1 + e nach § 179 den vollen 

Werth von JS für den ganzen Stoss. Substituirt man dann diesen 
Werth in die Gleichungen (1) und (2), so ergibt sich m, t?, ©, u\ v\ w\ 

% 191. Beisp. Zwei glatte vollkommen elastische Körper stossen gegen- 
einander. 2), D' seien die Componenten der Geschwindigkeit des Berührungs- 
punkts eines jeden grade vor dem Zusammenstoss mit dem andern in der Richtung 
der Normalen. Man beweise, dass die vom Körper M verlorene lebendige Kraft 

4 -T- (D' — j^^i D - -pl,j -j ist, wobei die Bezeichnung dieselbe, wie in dem 

nächsten Satz ist. 

Eine andre Art, die Aenderung der lebendigen Kraft zu finden, wird in 
Kapitel YII gegeben. 

§ 192. Sind nun femer die Körper tmvcilkaminen rauh und dastisch, 
so ist die Grosse der Reibung^ die zur Wirkung gebracht werden 
kann^ wie in § 158 erklärt wurde^ begrenzt. Die in § 188 erhaltenen 
Resultate sind auf den Fall nicht anwendbar, in welchem die Grenz- 
grosse der Reibung nicht ausreicht, das relative Gleiten auf Null zu 
reduciren. Um darüber eine Entscheidung treffen zu können, muss 
man den Reibungs- und Normalstoss in die Gleichungen einführen. 

R sei die ganze dem Körper M in der Zeit t nach Beginn des 
Stosses durch den Normaldruck und F die durch den Reibungsdruck 
mitgetheilte Bewegungsgrosse. Wir nehmen an, sie griffen an dem 
Körper, dessen Masse M ist, in den Richtungen NG bez. NÄ an. 
Man muss dann voraussetzen, dass sie auf den Körper von der Masse 
M' in umgekehrter Richtung wirken. 

Da JS die ganze dem Körper M in der Richtung der Normalen 
mitgetheilte Bewegungsgrösse darstellt, so ist die in der Zeit dt 
mitgetheilte Bewegungsgrösse du Da die Körper nur gegeneinander 
stossen können, so muss dB positiv sein und die Körper müssen sich 
nach § 186, wenn dB verschwindet, voneinander trennen. Man kann 
daher die Grösse von B zum Maass des Fortschritts des Stosses nehmen. 
Sie ist im Anfang Null, vermehrt sich nach und nach und wird bei 
der Beendigung des Zusammenstosses ein Maximum. Es ist, wie man 
finden wird, vortheilhafter, B anstatt t zur unabhängigen Variablen zu 
wählen. 

Die dynamischen Gleichungen sind nach § 168 



M(u — TT) = — F 
M{v — r) = B 
Mh\(o — Sl) = Fy + Bx\ 



(1), 
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M'{u—U) = F j 

M'iy—r) R (2). 

Jf' *'«(©' —St') = Fy'— Bxl 

Die relative Geschwindigkeit des Gleitens der Berührungspunkte 
ist nach § 137 

S^=^u — yto — u — ym (3) 

und die relative Druckgeschwindigkeit nach demselben Paragraphen 

C = V + x'm — V — xm (4). 

Substituirt man in diese Gleichungen aus den dynamischen Glei- 
chungen^ so ergibt sich 

S^S^ — aF—bB (5), 

C=C^—bF—a'B (6), 

worin 

So^U-ya-V-yü' (7), 

Co=r+x'si'— r—xsi (8), 

"'^y + a^ + KF + lriF (^^)» 

sind. 

Man kann die fünf letzten Grossen die Constanten des Stosses 
nennen. Die beiden ersten S^y Cq stellen die Anfangsgeschwindig- 
keiten des Gleitens und der Compression dar. Wir sehen sie als 
positiv an^ so dass also der Körper M über den Körper M' beim 
Beginn der Compression gleitet. Die drei andern Constanten a, a\ b 
sind von der Anfangsbewegung der aufeinander treffenden Körper 
unabhängig. Die Constanten a und a' sind ihrem Wesen nach positiv, 
während b jedes der beiden Vorzeichen haben kann. Es wird von 
Yortheil sein^ wenn man beachtet^ dass aa' > b^ ist. 

§ 193. Der darstellende Punkt. Es kommt oft vor, dass & = 
wird, in welchem Fall die Discussion der Gleichungen sich sehr ver- 
einfacht. Aber auch in diesem einfachen , ganz gewiss jedoch im 
allgemeinen Fall, ist es leichter den Aenderungen der Kräfte zu folgen, 
wenn man die graphische Methode anwendet. 

Es handelt sich um das Folgende. Während B von Null an mittelst 
gleicher fortgesetzter Zuwächse dB zu seinem schliesslichen Maximal- 
werth vorschreitet, rückt auch F von Null an durch fortgesetzte Zuwächse 
dF vor, welche jedoch nicht immer dasselbe Vorzeichen zu haben 
brauchen und die durch ein veränderliches Gesetz beherrscht werden, 
da entweder dF = + (idB ist oder dF grade ausreicht, relative Be- 
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wegung, wie in § 158 erklärt wurde^ am Berührungspunkt zu ver- 
hüten. Wir bedürfen daher einer Begel^ um den Werth von F zu 
entdecken. 

um die thatsächlichen Aenderungen, welche in dem Beibungsstoss 
beim Fortschreiten des Stosses vor sich gehen, bestimmen zu können, 
wollen wir zwei Längen AB,y AF auf der Normalen und Tangente in 
A in den Richtungen NG bez. AN auftragen, welche die Grosse von 
iZ und F in irgend einem Moment des Stosses darstellen. Sehen wir 
dann AB und AF als Coordinaten eines Punktes P an, auf ABy 
AF als Axen der R und F bezogen, so geben die Aenderungen in 
der Lage von P dem Auge die Aenderungen an, welche in den Kräften 
beim Fortschreiten des Stosses vor sich gehen. Beim Beginn des 
Stosses sind die Kräfte i2 und F Null, der darstellende Punkt P liegt 
daher im Coordinatenanfang A, Beim Fortschreiten des Stosses wächst 
nun die Kraft R und daher auch die Abscisse AB, von P beständig, 
das heisst, die Componente der Bewegung des darstellenden Punktes 
parallel zur Jß-Axe liegt stets in der positiven Richtung der i2-Axe. 
Die Ordinate F von P wird in der entgegengesetzten Richtung ge- 
messen, in welcher die Reibung auf den Körper M einwirkt; die 
Componente der Bewegung des darstellenden Punktes parallel zur F- 
Axe zeigt folglich dem Auge die Richtung an, in welcher der Körper 
M gleitet. Dies kann während des Stosses manchmal die eine, manch- 
mal die andere sein. 

Es wird gut sein, die beiden geometrischen Orte aufzutragen, die 
durch 5 = 0, C = bestimmt werden. Aus (5) und (6) ist ersichtlich, 
dass beide grade Linien sind. Wir wollen sie die Geraden Tceines Gleitens 
und der stärksten Compression nennen. Um sie aufzeichnen zu können, 
müssen wir ihre Durchschnittspunkte mit den Axen der F und B 
finden. Macht man 

so sind 8S\ CG' die beiden Geraden. Da a und a nothwendiger 
Weise positiv sind und b ein beliebiges Vorzeichen hat, so sind die 
Strecken, die sie auf der F- bez. Jß-Axe abschneiden, positiv, während 
die auf der B- bez. F-Axe gelegenen dasselbe Vorzeichen haben. Weil 
aa' > b^ ist, so ist der spitze Winkel, den die Gerade keines Gleitens mit 
der i^-Axe macht, grösser, als der, den die Grade stärkster Gompression 
mit derselben Axe macht, das heisst, die erste Linie steht steiler 
gegen die F-Axe als die letzte. Daraus folgt, dass die beiden Geraden 
sich nicht in dem von den Verlängerungen von BA und von FA be- 
. grenzten Quadranten schneiden können. 

§ 194. Beim Beginn des Zusanmienstosses gleiten die Körper 
übereinander; daher wird nach § 158 die ganze Grenzgrösse der Reibung 
zur Wirkimg gebracht. Der Punkt P bewegt sich daher auf der 
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Geraden ÄL^ die durch die Gleichung F^^fiR definirt ist, unter 
(i den Reibungscoefficienten yerstanden. Die Reibung fahrt fort, ihren 
Grenzwerth zu behalten, bis P die Gerade SS' erreicht. Die Abscisse 

des Durchschnittspunktes ist R^ = — ^^ • Sie gibt den ganzen normal 

gerichteten Schlag an vom Beginn des Stosses bis zu der Zeit, zu 

welcher die Reibung von 
gleitender zu walzender 
übergehen kann. Ist R^ 
negativ, so schneiden sich 
die Geraden ÄL und SS' 
auf der positiven Seite der 
F-Axe überhaupt nicht. 
Alsdann behalt die Rei- 
bung ihren Grenzwerth 
während des ganzen 
Stosses. Ist dagegen Rq 
positiv, so erreicht der 
darstellende Punkt P die 
Gerade SS' und nach 
dieser Zeit tritt nur soviel Reibung in Wirkung, als hinreicht, um 
Gleiten zu verhüten, vorausgesetzt, dass diese Grösse kleiner als der 
Grenzwerth der Reibung ist. Ist der spitze Winkel, den SS' mit der 
i2-Axe' bildet, kleiner als arctanft, so ist die Reibung dly die noth- 
wendig ist, um Gleiten zu verhindern, kleiner als der Grenzwerth der 
Reibung ^dR P wandert daher weiter auf SS' in solcher Richtung, 
dass die Abscisse R fortfahrt, in positivem Sinn zu wachsen und dabei 
erreicht die Reibung, so lange der Stoss dauert, ihren Grenzwerth 
nicht wieder. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den SS' mit der jR-Axe macht, 
grosser als arc tan fi, so ist das Yerhaltniss von dF zu dR numerisch 
grösser als ft und es ist mehr Reibung nöthig um Gleiten zu verhüten, 
als zur Wirkung gebracht werden kann. Die Reibung fahrt daher 
fort ihren Grenzwerth zu behalten und der Punkt P bewegt sich, 
nachdem er SS' erreicht hat, auf einer Geraden, die denselben Winkel 
mit der R-Axe wie ÄL macht. Diese Gerade muss auf der entgegen- 
gesetzten Seite von SS' liegen, weil der spitze Winkel zwischen SS' 
und AR grösser als der Winkel LÄR ist. Da femer der Punkt P 
die Linie SS' gekreuzt hat, so ändert sich die Richtung des relativen 
Gleitens und mithin auch die Richtung der Reibung. Offenbar behalt 
dann die Reibung während des ganzen Stosses ihren Grenzwerth. 

Ein Beispiel zu jedem der drei Fälle geben wir in den drei Dia- 
grammen auf S. 175. Die Figuren unterscheiden sich durch die Lage der 
Geraden keines Gleitens. In allen drei Figuren bewegt sich der dar- 
stellende Punkt von Ä aus auf der Geraden ÄL, die mit AR den 
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Winkel LAB einschliesst, dessen Tangente (i ist. In Fig. (1) ist der 
Winkel zwischen der Geraden keines Gleitens d. h. SS' und AR so 
gross, dass AL und SS' sich in dem positiven Quadranten nicht 
schneiden. Die Reibung behalt daher während des ganzen Stosses 
ihren Grenzwerth. In den beiden andern Figuren schneiden sich AL 




^J 





und SS' in einem Punkt Q, In Fig. (2) ist der Winkel SS'A kleiner 
als der Winkel LARy der darstellende Punkt wandert daher, nachdem 
er Q erreicht hat, auf QS' weiter. In Fig. (3) ist der Winkel SS'A 
grösser als LABy der darstellende Punkt bewegt sich also, nachdem 
er in Q angekommen, auf der Geraden QB auf der andern Seite von 
SS' derart weiter, dass der Winkel QBA dem Winkel QAB gleich ist. 

Trifft P auf die Gerade CC, so hört die Gompression auf und die 
Restitution beginnt. Der Durchgang ist aber durch weiter keine Eigen- 
thümlichkeit als diese ausgezeichnet. Ist B^ die Abscisse des Ereuzungs- 
punkts von P mit CG', so endigt der ganze Stoss, wie man aus 
GhrQnden, die auf Versuchen beruhen, annimmt, wenn 12^, die Abscisse 
von P, gleich £^(1 + ^) wird, unter e das Maass der Elasticitat der 
beiden Körper verstanden. 

Offenbar gibt es sehr viele verschiedene Fälle, je nach der relativen 
Lage der drei Geraden AL, SS' und CG'] inmier aber lässt sich das 
Fortschreiten des Stosses auf die eben erklärte Art verfolgen, die man 
kurz auf folgende Weise zusammenfassen kann. Der darsteUende Punkt 
P wcmdert auf AL, bis er SS' trifft. Dann schreitet er entweder auf 
SS' weiter oder auf einer Geraden, die mit der B-Axe denselben Winkel 
wie AL nuuMy (Aer auf der entgegengesetzten Seite von SS' liegt. Die 
Gerade, auf welcher er weitergeht^ ist diejenige von beiden, die am steilsten 
auf der F-Axe steht. Er wandert auf dieser Linie in solcher Bichtung 
weiter, dass die Abscisse B sich vergrössert und bleibt auf der Gnaden 
bis 0um Ende des Stosses. Den vollen Werth von B für den ganzen 
Stoss findet man durch MultipliccUion der Abscisse des Punktes, in 
welchem P die Gerade GG' kreuet, mit 1+6. Der voUe Werth von F 
ist die entsprechende Ordinate von P Setzt man sie in die dynamischen 
Gleichungen (1) u/nd (2) ein, so lässt sich die Bewegung grade nach der 
CdHision leicht ermitteln. 
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Ist 8q = 0, so wird S = — aF — bB. In diesem Fall geht die 
Gerade keines Gleitens durch den Goordinatenanfang A. Ist der spitze 
Winkel, den diese Gerade mit der R-Axe macht, kleiner als arctanft, 

d. h. ist — numerisch kleiner als ft, so bewegt sich der darstellende 

Punkt auf ihr in solcher Richtung, dass seine Abscisse B bestandig 
wächst. Die Reibung bleibt daher während des ganzen Stosses kleiner 
als ihr Grenzwerth. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den die Linie keines Gleitens mit 

der B'Axe macht, grosser als arc tan fi, d. h. ist — - numerisch grosser 

als fi, so bewegt sich der darstellende Punkt auf der Geraden ÄL, 
welche mit der i2-Axe den spitzen Winkel LAB =: arc tan fi bildet. 
Die Gerade liegt auf der positiven oder negativen Seite von AB, je 
nachdem 8 positiv oder negativ ist. Da der numerische Werth von b 
grösser als a(i und -F = + iiB ist, so hängt das Vorzeichen von S 
von dem Vorzeichen von — bB sh imd hat daher 8 das entgegen- 
gesetzte Zeichen von b. Daraus folgt, dass die Gerade AL innerhalb 
des spibsen Winkels liegt, den die Linie keines Gleitens mit AB macht. 



R 
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So liegt AL in Fig. (1) auf der positiven, in Fig. (2) auf der nega- 
tiven Seite von AB. Da ^ü die Linie keines Gleitens nicht noch ein- 
mal treffen kann, so behält die Reibung ihren Grenzwerth während 
des ganze Stosses. 

Der darstellende Punkt verfolgt seinen Weg entweder auf 88' 
oder auf AL^ je nachdem der Fall liegt, bis zu dem Ende des Stosses. 
Der volle Werth von B für den ganzen Stoss ergibt sich durch Multi- 
plication der Abscisse des Pimktes, in welchem P die Grade CO' 
kreuzt, mit 1 + c. Der volle Werth von F ist die entsprechende 
Ordinate von P. Setzt man sie in die dynamischen Gleichungen, so 
findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

§ 195. Sind die Körper glatt, so fällt die Gerade AL mit der 
Ü-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf der 
iZ-Axe und den vollen Werth von B für den ganzen Stoss erhält man 
durch Multiplication der Abscisse von G mit 1 -f- ^• 

Sind die Körper vollkommen rauh (§ 156), so fallt AL mit der 
P-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf der 
P-Axe, bis er an dem Punkt 8 anlangt. Er wandert dann auf der Linie 
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keines Gleitens weiter, bis er die Linie GC der grossten Gompression 
erreicht. Sind die Körper unelastisch , so sind die Coordinaten B^, F^ 
dieses Dnrchschnittspunkts die gesuchten Werthe von B und F] sind 
sie aber unvollkommen elastisch, so setzt der darstellende Punkt seinen 
Weg auf der Linie keines Gleitens fort. Der volle Werth von R fttr 
den ganzen Stoss ist dann 12^ = E^ (1 -f- e) und den vollen Werth 
von F erhalt man durch Substitution dieses Werthes von 22 in die 
Gleichung der Linie keines Gleitens. 

§ 196. Die Reibung braucht wahrend des Zusammenstosses nicht 
immer dieselbe Richtung zu haben. Sie muss allerdings dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange P sich auf ÄL bewegt; hat P aber SS' er- 
reicht, so ändert sich die Bewegungsrichtung und die in der Zeit dt 
zur Wirkimg kommende Reibung dF kann dasselbe oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, wie vorher, haben. Offenbar aber kann sie 
ihr Zeichen nur einmal während des Stosses wechseln. Ist & »» 0, so 
steht die (Gerade SS' senkrecht auf der JP-Axe und alsdann kann sich 
offenbar ihr Vorzeichen nicht ändern. 

Es ist möglich, dass die Reibung ihren Grenz werth während des 
Stosses behält, so dass also die Korper fortwahrend aufeinander gleiten. 
Dazu ist nothwendig, dass entweder die Grade SS' weniger steil zur 
P-Axe gerichtet ist als ÄL^ oder dass der Punkt P die Grade SS' 
überhaupt nicht erreicht, weil seine Abscisse schon früher grosser als R^ 
' geworden ist In dem ersten Fall muss h grosser als fta sein; die 
Abscissen der Durchschnittspunkte von AL mit SS' und CC sind 

JB^ m^ — ^— bez. UjL — g — ^^ • In dem zweiten Fall muss R^ positiv 

und R^ entweder negativ oder positiv und zugleich grosser als 
JBi(l -|- e) sein. 

§ 197. Beisp. 1. Der Abprall eines Balls. Ein hugdfSrmiger BaU bewegt 
sich ohne BoiaHon auf einer glatten horieontdlen Ebene und trifft mit der Oe- 
sdwnndigkeii V gegen eine rauhe verUcaU Wand, deren Beibungaeoeflieient fi ist. 
Die Sichtung der Bewegung des 

Schwerpunktes vor dem Anprall ^' /T.-^jj' 

macht mit der »ur Wand Senk- 
rechten denWinkel€c;manbestimme \ 2 
die Bewegung grade nach dem Zu- \ ^ 
samnenstoss. \ ^ 

Dies ist das allgemeine Be- \ 

wegungsproblem ftlr alle kngel- V^ 

fSimigen ohne Änfangsrotation f \ 

gegen eine rauhe elastische Ebene [ 

geschlenderten B&lle. Es findet y 

Anwendung sowohl auf den gegen ^**^_Li^' j 

die Bande gestossenen Billardball ^ JL " ^ 

als auf den Cricketball, der yom 

Boden abspringt. Hat der Ball eine Anfangsrotation, so bedarf man im All- 
gemeinen des Baumes von drei Dimensionen; dieser Fall wird später erörtert werden. 

Bonth, DTnunlk. I. 12 
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In der Figur S. 177 stellt die Ebene des Papiers eine horizontale durch den 
Mittelpunkt der Kugel gelegte Ebene vor. Die verticale Ebene, gegen welche der 
Ball anstösst, schneidet die Ebene des Papiers m AS. 

u, V seien die Componenten der Geschwindigkeit des Centrums zur Zeit t 
nach dem Beginn des Zusanunenstosses längs der Wand und senkrecht zu ihr. 
<o sei die Winkelgeschwindigkeit in demselben Moment; B und F die Normal- 
und BeibimgsstÖBse vom Beginn des Zusanunenstosses bis zur Zeit f ; JSf die Masse 
und r der Radius der Kugel. 

Man erhält dann 

M{u— Fsina)-== — F 

M{v+ Fcosa) = 12 

Die Greschwindigkeit des Gleitens des Berührungspunktes ist 

S = u — fco =: Fsin a j^ — -=^ 

kr M 

und die Geschwindigkeit der Gompression des Berührungspunktes 

C = — 1?= Fcosa — -=r^' 

M 

k* 
Man trage in der Figur eine Länge AS, die , ,, MV sin a und eine 

andre AC, die Jlf Fcosa darstellt, auf der F- bez. der B-Ai.e auf. SB und CB 
parallel zu den Richtungen von B und F sind dann die Linien keines Gleitens und 

k* 2 

der stärksten Gompression. Man sieht auch, dass tg BJ.C=-5-T-T:^tga = -=-tgflf 

ist. Im Anfang des Stosses gleitet die Kugel auf der Wand; der darstellende 
Punkt P, dessen Coordinaten B und F sind, beginnt daher die Gerade F^^fiB 
zu beschreiben. 

o 

Ist ffr>- ytg CK, 80 schneidet diese Gerade die Linie keines Gleitens SB in 

einem Punkt Z, bevor sie die Linie der grössten Gompression tri£Pt. Der dar* 
stellende Punkt beschreibt daher die gebrochene Linie ALB. Im Moment der 
grössten Gompression sind J^ und B die Goordinaten von B. 
Daher ist 

F^yJlfFsina, Ä = ilf Fcosa. 

Sie sind unabhängig von (t, weil, wie man aus der Figur sieht, mehr als 
genug Reibung zur Wirkung gebracht werden kann, um die gleitende Bewegung 
zu zerstören. 

Ist f& <<y tgor, so schneidet die Gerade F = itB die Linie der grössten Gom- 
pression CB in einem Punkt H, bevor sie die Linie keines Gleitens trifft. Die 
Reibung reicht daher nicht aus, das Gleiten zu zerstören. In dem Moment der 
grössten Gompression sind die Goordinaten von H 

jP= ftJfcf Fcos a , iJ= If Fcos a , 

Wenn die Kugel unelastisch ist, so hat man diese Werthe von F und B 
nur in die Bewegungsgleichungen einzusetzen, um die Werthe von i«, t;, o grade 
nach dem Zusammenstoss zu finden. 

Ist die Kugel unvollkommen elastisch und hat den Elasticitätscoefficienten e, 
so setzt der darstellende Punkt P seinen Weg fort, bis seine Abscisse B den Werth 
erreicht hat 

J2 — 3fFcosa(l + e). 
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Stellt ACy diesen Werth von JB vor und zieht man CB' parallel zu CB^ so 
wird, wie zuvor, tg B'ÄC = -1- —^ • 

3 tfiT ff 

Ist f* > Y ^^ , 80 beschreibt der darstellende Punkt eine gebrochene 

Linie wie ALB' und schneidet GB\ bevor er B'C trifft. In diesem Fall sind 
Fund S die Coordinaten von B\ 

F— ijMTFsin«, Ä« JfFcosa(l + c). 

S tff tt 

Ist fi < Y r-^j- , 80 beschreibt der darstellende Punkt eine nicht gebrochene 

Linie, etwa AHK, und schneidet B'C\ ehe er 8B' trifft. In diesem Fall sind F 
und R die Coordinaten von K^ 

F=» f* J^Fcos ff (1 + e) , JB = üf Fcos ff (1 + c) . 

Wenn ^ den Winkel bedeutet, den die Bewegnngsrichtung des Centrums des 

Balls mit der Normalen zur Wand nach dem Stoss macht, so ist tg ^ » ÜL . Man 

erhält daher 

je nachdem pk grösser oder kleiner als ^ J^l. ^^' 

Beisp. 2. Ein unvollkommen elastischer Cricketball wird so geworfen, dass 
er mit der Winkelgeschwindigkeit Sl um eine horizontale Axe rotirt, die auf der 
Ebene der von seinem Centmm beschriebenen Parabel senkrecht steht. Grade, 
ehe er den Boden trifft, hat sein Centrum die Geschwindigkeit F und macht die 
Richtung seiner Beweg^ung mit der Normalen den Winkel a. Man zeige, dass 
der Abprallwinkel ß entweder durch 

ctg(3- ylga + T^^S^» oder -ig« — ,*(l+f) 
gegeben ist, je nachdem fi grösser oder kleiner als 

igt. ''^ FcosaJl + « 

Beisp. 8. Eine Kugel vom Radius a rollt auf dem Boden mit der Ge- 
schwindigkeit U und stösst normal gegen eine verticale Wand, deren Reibungs* 

und Elasticitatscoefficienten fL und e sind. Ist ^ (1 -|- ^) > y ^ so endigt das 

Gleiten vor dem Ende der Stossperiode und die Kugel prallt daher mit der 

horizontalen Geschwindigkeit — üe und der verticalen yU ab, wie man findet, 

wenn man die Momente um den Beröhmngspunkt nimmt. Das Centrum der Kugel 
beschreibt darauf eine Parabel und die Kugel trifft sjAter den Boden. Ist der 

Boden unelastisch und sein Reibungsooefßcient ^' •< e -|- y , so hört das Gleiten 
nicht vor dem Ende des Stosses auf. Am Ende des Stosses hat das Centrum der 

Kugel die Geschwindigkeit ~ ule — y fij und dieWinkelge8chwindigkeit(2 — 6(i')- — 
Die Reibung fährt fort, als endliche Kraft zu wirken, so dass die Kugel schliess- 
lich auf dem Boden mit der gleichförmigen Geschwindigkeit — y ^(^ — «g) ^^^* 

Beisp. 4. Eine dünne gleichförmige Schale von der Gestalt einer Halbkugel 
und dem Radius o, deren Basis vertical steht, rotirt mit der Winkelgeschwindig- 
keit Sl um eine horizontale, durch ihren Schwerpunkt gehende und der Basis 
parallele Axe. Sie wird mit einem Punkt ihrer Basis in Berührung mit einer 

12* 
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festen, rauhen, horizontalen Ebene gebracht. Der Elasticitätscoefficient ist e; der 
Beibungscoefficient grösser als 2. Man beweise, dass der Berührungspunkt der 
Schale mit der Ebene sich nach dem Zusämmenstoss in yerticaler Richtung mit 

der Geschwindigkeit jraeSt zu bewegen beginnt. 

§ 198. Beisp. 1. Man zeige, dass der darstellende Punkt P, wenn er sich 
so, wie es oben beschrieben wurde, bewegt, die Linie der stärksten Compression 
kreuzen und dass die Abscisse B des Ereuzungspunktes positiv sein muss. 

Beisp. 2. Man zeige, dass der Kegelschnitt, dessen Gleichung, auf die Jß- und 
F-Axe bezogen, aJF'" + 26i?'2J + a'B' = c ist, unter s eine Constante verstanden 
eine Ellipse ist und dass die Geraden keines Gleitens und stärkster Compression 
den zu der F- bez. B-Axe conjugirten Durchmessern parallel sind. Man zeige 
auch, dass der Durchschnittspunkt der Geraden keines Gleitens und stärkster 
Compression in dem von den coi\jugirten Durchmessern gebildeten Winkel liegt, 
welcher den ersten Quadranten enthält oder in diesem Quadranten enthalten ist. 

Beisp. 8. Zwei Körper, von denen jeder um einen festen Punkt rotirt, stossen 
widereinander; man suche die Bewegung grade nach dem Stoss. 

O^ O' in der Fig. auf S. 170 seien die festliegenden Punkte. Nimmt man die 
Momente um die festen Punkte, so kommt man nahezu zu denselben Resultaten, 
wie in dem dort betrachteten Fall. 

Beisp. 4. Man zeige, dass die bei dem Zusämmenstoss zweier Körper ver- 
loren gehende lebendige Kraft aus einer der beiden Formeln 

verlorene lebendige Kraft = 2F5o + ^BG^ — aF* — 2hFB — o'Ä* 

gefunden werden kann, wenn man unter F, B die ganze zur Wirkung kommende 
Reibungs- bez. normal gerichtete Kraft und unter (7^, ^, (7, 5 die Anfangs- und 
Endwerthe der Compressions- bez. Gleitungsgeschwindigkeit versteht. Sind die 
Körper vollkommen rauh und unelastisch, so ist C sowohl als 8 Null. 

Anfangsbewegimgeii. 

§ 199. Bruch einer Stütze. Ein System von Körpern befinde sich 
im Gleichgewicht tmd eine seiner Stützen gebe plötzlich nach. Man suche 
die Anfa/ngsbewegvmgen der verschiedenen Körper und die Anfangswerthe 
der zwischen ihnen bestehenden Beactionen, 

Das Problem, die Anfangsbewegang eines dynamischen Systems 
zu ermitteln, wird dadurch gelost, dass man die Goordinaten der sich 
bewegenden materiellen Punkte in Potenzen der Zeit t entwickelt. 
(Xy y, ff) seien die Goordinaten eines Körpers des Systems. Der Kürze 

halber möge der Index Null die Anfangswerthe bezeichnen. So gebe -^ 
den Anfangswerth von -^ an. Nach Taylor' s Theorem ist 

«= = « + -^«^•27 + ^«!+ (l)» 

tla* 

worin -j^ weggelassen wurde, weil der Voraussetzung nach das System 
Yom Zustand der Buhe ausgeht. 
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Erstens. Man soll nur die Anfomgswerthe der Beactionen finden. 
Die dynamischen Gleichungen enthalten die Goordinaten, ihre zweiten 
Differentialquotienten in Bezug auf t und die unbekannten Beactionen. 
Es gibt so viele geometrische Gleichungen als Beactionen. Aus diesen 
sind die zweiten Differentialquotienten zu eliminiren und so die Beac- 
tionen zu ermitteln. Man verfahrt ebenso, wie bei der ersten Lösungs- 
methode in § 135 und zwar auf folgende Art. 

Man stelle die geometrischen Gleichungen auf , differenzire jede 
zweimal und vereinfache dann die Besultate dadurch, dass man für 
die Goordinaten ihre Anfsrngswerthe substituirt. So möge, wenn wir 
Gartesische Goordinaten gebrauchen, q> (x, ;/, 0) »= eine geometrische 

Beziehung ausdrücken; wir erhalten, weil -^ = 0, -^ = 0, -^ = 
sind, 

dx dt^ "^ dy dt* "*" de dt* ~ ^' 

s 

Das Verfahren bei der Differentiation der Gleichungen kann manch- 
mal sehr verein£acht werden, wenn der Goordinatenanfang so gewählt 
wird^ dass die Anfangswerthe wenigstens einiger Goordinaten Null 
werden. Man kann dann die Gleichwngen dadurch vereinfachen, dass 
man die Quadrate und Produde aüer dieser Goordinaten vernachlässigt. 
Denn, kommt z. B. das Glied x^ vor, so verschwindet sein zweiter 

Differentialquotient 2 ^x -j^ -{- \^^ , wenn der Anfimgswerth von x 

NuU ist. 

Die geometrischen Gleichungen müssen unter der Voraussetzung 
aufgestellt werden, dass die Körper ihre aügememe Lage haben, weil 
wir sie differenziren wollen. Bei den dynamischen Gleichungen ist dies 
aber nicht der Fall. Sie können unter der Annahme niedergeschrieben 
werden, dass jeder Körper seine Anfangslage habe. Man erhalt diese 
Gleichungen nach den Begeln, die in § 135 gegeben wurden. Die 
dort "für die Effectivkräffce gegebenen Formeln lassen bei unsrem 

Problem einige Vereinfachungen zu. So nehmen z. B., weil -^ = 

und -j^ =s sind, die Beschleunigungen in der Bichtung des Badius- 

d*r 
vectors und senkrecht zu ihm die einfachen Formen an »^ und 

r -^ • Femer verschwindet die Beschleunigung ~ längs der Nor- 
malen. Wenn wir z. B. die Anfangsrichtung der Bewegung des Schwer- 
punktes eines der Körper kennen, so ist es von Vortheil, die Gompo- 
nenten in der Bichtung der Normalen zur Bahn zu nehmen. Dies liefert 
eine Gleichung, die nur die gegebenen Kräfte und solche Spannungen 
oder Beactionen enthält, die an dem Körper wirken. Ist nur eine 
Beaction vorhanden, so reicht diese Gleichung aus, ihren Anfangswerth 
zu bestimmen. 
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Man kann die Regel kurz so fassen: Man stelle die geometrischen 
Gleichungen des Systems in s&iner dUgemdnen Lage auf, differenzire 
jede zwämal und vereinfache die 'Resultate dadurch, dass man staM der 
Coardinaten ihre Anfangswerthe seiet. Man stelle femer die dynamischen 
Gleichungen des Systems unter der Annahme auf, dass es sich in seiner 
Anfamgskige befinde und eUminire die zweiten Differentialquotienien, wo- 
durch man m einer hinreichenden ÄneaJd von Gleichungen kommt, um 
die Anfangswerthe der BeadUmen bestimmen m können. 

Man kann aus den Gleichungen auch die Werthe von -3W} "dW^ 

-jT^ ableiten und so durch ihre Substitution in die Gl. (1) die Anfangs- 
bewegung bis zu den Gliedern finden, die von fi abhängen. 

§ 200. Zweitens. Man soU die Anfangsbewegung selbst finden. Bei der 
nun folgenden Untersuchung wollen wir die Differentialquotienten nach 
der Zeit der Kürze halber mit Accenten bezeichnen, so dass z. B. 

-j^ durch x" dargestellt wird. Wie viele Glieder der Reihe (1) man 

beibehalten muss, hangt von der Natur des Problems ab. Es werde 
z. B. der Krümmungsradius der von dem Schwerpunkt eines der Korper 
beschriebenen Bahn gesucht. Man hat 

^ ~ x'y" — i/x" ' 
Setzt mau u = x'x/' — ifx" und differenzirt, so erhalt man 
«' = x'y'" - y«'", 

«'"= x'yy — y'x^ + 2{x"y'y— faf^. 
Snbstituirt man in die Taylor'ache Entwicklung und beachtet, dass 

ist, so wird 

a^y" -^oS'^\ «>„'" - x;"y'') <> + | (x^'y.^y - ^"^0") <» + • • • 
und ahnlich 

(a^' + »")*=«« + yo"')* «* + •••• 

Wenn nun der Korper vom Zustand der Ruhe ausgeht, so ist 
der Krümmungsradius Null. Ist aber 

^0 % — ^0 »0 = 0, 
so ist die Richtung der Beschleunigung für den Augenblick stationär. 
Es ist dann 

*o yo — av> yo 
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Um diese Differentialquotienten zu enrntteliiy kann man so ver- 
fahren. Man differenzire jede dynamische Gleichung zweimal und re- 
ducire sie dann auf ihre Anfangsform^ indem man f^ x, ify 0, etc. ihre 
Anfangswerthe und af, tf^ ff gleich Null setzt. Man differenzire jede 
geometrische Gleichung viermal und reducire sie dann ebenso auf ihre 
Anfangsform. Man erhält auf diese Art genug Gleichungen zur Be- 
stinmiung von x^'j Xq", x^^j etc., iJ^, JBq', JB^", etc., wenn B eine der 
unbekannten Reactionen ist. Oft ist es vortheilhaft, die unbekannten 
Ileactionen aus den Gleichungen zu eliminiren, ^ke man differenzirt. 
Alsdann kommen nur die unbekannten Differentialquotienten x^\ x^'\ 
etc. in den Gleichungen vor. 

Diese Operationen lassen sich im Allgemeinen durch einige ein- 
fache Betrachtungen sehr abkürzen. Eine dynamische Gleichung sei 
von der Form 

L^' + Mf -I- Jfr + P = 0, 

worin i, JM, JT, P Functionen nur von Xy y, ö sind. Durch zwei- 
malige Differentiation erhält man, wenn x^ = 0, j/q = 0, Oq = 
gesetzt wird, 

ZV" + ^yo'"" + ^V + ^(L< + ^yo" + NO," + P) = 0, 

worm J^x^ ^ + y, ^ + 0, ^ ist- 

Setzt man :» = rr^ + 6; y = y© "f" ^7 ^^ ^^ ^^"^ ^^ 67 Vj ötc. 
kleine Grossen sind, so ist leicht ersichtlich, dass alle Glieder in 
L, My etc., welche |^, ify etc. enthalten, aus der Endgleichung vei^ 
schwinden. Sind daher a?/^, y^/^y ö/^ zu ermitteln und werden eu 
diesem Zweck die dynamischen Gleickungen differenzirt, so brauchen die 
Coefficienten i, My etc. nur bis mr ersten Potenz der Meinen Grössen 
%y fiy etc. genau m sein. 

Auf dieselbe Art findet man, dass sich eine geometrische Gleichung 
wie <p {Xy 9, 0) »» auf die Differentialgleichung vierter Ordnung 

reducirt. Es brauchen daher die geometrischen Gleichu/ngen nwr bis zur 
zweiten Potenz der Meinen Grössen genau zu sein. Ebenso müssen, 
wenn wir die Anfangswerthe der sechsten Differentialquotienten suchen, 
die dynamischen Gleichungen bis zur zweiten, die geometrischen bis 
zur dritten Potenz dieser Grössen genau sein. 

Wir werden später sehen, dass sich diese Anfangsdifferential- 
quotienten leichter aus den Lagrange'schen Gleichungen ableiten lassen. 

Wenn die Richtung der Bewegung eines der in Betracht kommenden 
Schwerpunkte bekannt ist, so kann man die Tangente an seine Bahn 
zur y-Axe nehmen. Alsdann ist q = ^V^rr, worin x eine kleine Grösse 
zweiter und y erster Ordnung ist. Man kann daher die Quadrate von 
x und die dritten Potenzen von y vernachlässigen. Dadurch verein- 
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fachen sich die Gleichimgen sehr. Geht der Körper vom Zustand der 
Buhe aus, so ist Xq«=^ und ist femer Xq'^^ 0, so kann man die Formel 
Q SB Sy^'V^o^^ benutzen. 

Die entsprechenden Fonneln fSr ^ bei Polarcoordinaten erhält man ebenso. 
Man hat, wenn U (u" e^"' — r^'" 6^") ^ ist, 

Q 

§ 201. Beisp.. Eine kreisförmige Scheibe wird miUekt dreier gleite langer 
Fäden, weldie an drei gleich weit fxm einander entfernten Punkten ihres Umfange 
befestigt sind, an einem Stift, der sich verticai über ihrem MiUeIpmkt befindet^ a/uf- 
gehängt. Einer der Fäden wird durchgeschnitten; man bestimme die Anfangs- 
spcwnungen der beiden andern. 

sei der Stift, AB der Kreis von einem Punkt in seiner Ebene aus ge- 
sehen. OA sei der Faden, welcher durchschnitten wird, C der Mittelpunkt der 

Sehne, welche die Punkte des Kreises yer- 

£ ^ bindet, an denen die beiden andern Fäden 

befestigt sind. Die beiden Spannungen, von 
denen jede gleich Tist, sind dann während 
der Bewegung einer resultirenden Spannung 
S in der Richtung CO gleichwerthig. Ist 
~g 2 a der Winkel, den die beiden Fäden mit- 
einander machen, so folgt J2s->2TcoBa. 

1 sei die Länge von 00, ß der Winkel GOC, a der Radius der Scheibe, 
(x, y) seien die Goordinaten der verschobenen Lage des Schwerpunkts in Bezug 
auf den Goordinatenanfang 0, wobei die positive Richtung der x horizontal nach 
der Linken und der y yertical abwärts geht. 6 sei der Winkel, den die verschobene 
Lage der Scheibe mit AB macht. 

Zeichnet man die Scheibe in ihrer allgemeinen Lage auf, so sieht man^ 
dass die Goordinaten von in seiner allgemeinen Lage x — 2 sin ß cos und 
y-— Zsin^sinO sind. Daher ist, weil die LSnge OC constant gleich I bleibt, 

X* + y* — 21 Bin ß (x cos 6 -{- y smO) == V cos" ß , 

Da nur die Anfangsspannungen verlangt werden, so reicht es aus, diese 
Gleichung zweimal zu differenziren. Da man die Quadrate kleiner Grössen ver- 
nachlässigen kann, so kann man x^ weglassen und cos 9s=l, sinO»»^ setzen. 
Das Verfahren ist nicht sehr umständlich, denn man sieht von vornherein, welche 
Glieder verschwinden, wenn man die DifFerentialquotienten (dx/dt, dy/dt, dB/dt) 
gleich Null und statt {x, y, $) ihre Anfangswerthe (0, l cos ß, 0) setzt. Man erhält 




^cosß^smß[-^+lcoBß^)^ 



Zu dieser Gleichung kann man auch durch einen kleinen Kunstgriff gelangen, der 
oft von Nutzen ist. Die Bewegung von O ist aus der Bewegung von O und der 
von G relativ zu zusanmiengesetzt. Da O vom Zustand der Buhe aus einen 
Kreis zu beschreiben beginnt, so ist seine Beschleunigung längs CO Null. Die Gom- 
ponente der Beschleunigung von G relativ zu längs CO ist GC d*$/dt^ cos ß. 
Die Gomponente der Beschleunigung von G ist nun einerseits die Summe dieser 
beiden, aber auch gleich d^y^^/dt* cos ß — d^x^/dt* sin ß. Daraus folgt dann die 
Gleichung sofort. 

Die dynamischen Gleichungen haben wir bei diesem Problem nur in ihrer 
Anfangsform nöthig. Sie sind 
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worin m die Masse des Körpers bedeutet. Durch Substitution in die geometrische 
Gleichung findet man 

B — ib'cosp 

^-*»^A;>+Z«sin«pcos«|J" 

Die Spannung eines jeden Fadens, ehe der Faden OÄ durchschnitten wurde, 

kann man nach den Lehren der Statik ermitteln; sie ist offenbar 21 »^ - — ^, 

' * 8 cos y' 

worin y den Winkel ÄOQ bedeutet. Daraus l&sst sich der Unterschied der 

Spannung ableiten. 

§ 202. Beisp. 1. Zwei Stricke von gleicher L&nge sind mit ihrem einen 
Ende an ein Gewicht C gebunden und die beiden andern Enden sind an zwei 
Punkten Ä und B auf derselben horizontalen Linie befestigt. Wenn der eine Strick 
durchschnitten wird, so ändert sich die Spannung des andern sofort im Verhältniss 

1 : 2 cos« ^ . [St. Fei Coli.] 

Beisp. 2. Eine elliptische Lamelle, deren Ebene yertical steht und deren 
Axe horizontal ist, wird durch zwei gewichtslose Bolzen gehalten, die durch die 
Brennpunkte gehen. Der eine Bolzen wird gelöst; man zeige, dass der Druck auf 

den andern anfangs unverändert bleibt, wenn die Excentricität der Ellipse yVlO 
ißi [CoU. Ex.] 

Beisp. 8. Drei gleiche materielle Punkte Ä^ JB, C7, die einander mit beliebigen 
Ej^ften abstossen, werden durch drei Stricke von ungleicher Länge derart mit 
einander yerbunden, dass das Ganze die Gestalt eines bei Ä rechtwinkligen Drei- 
ecks hat. Der Strick, welcher B und C verbindet, wird durchschnitten; man be- 
weise, dass die augenblickliche Aenderung der Spannung der Stricke, die BA^ CA 

verbinden, j Tcos £ bez. — Tcos C7 ist, wo B und C die den Stricken CA bez. AB 

gegenüberliegenden Winkel bezeichnen und T die abstossende Kraft zwischen B 
und C bedeutet. 

Beisp. 4. Zwei gleichförmige gleiche Stäbe, von denen jeder die Masse m 
hat, werden so auf eine glatte horizontale Ebene gestellt, dass sie die G^talt des 
Buchstaben X haben und die oberen und unteren Enden durch gleiche Stricke 
verbunden. Man zeige, dass, welchen Strick man auch durchschneiden mag« die 
Spannung des andern dieselbe Function der Neigung der Stäbe gegeneinander 

und Anfangs -^ mg sin « ist, unter a die Anfangsneigung der Stäbe verstanden. 

[St. Pet. CoU.] 

Beisp. 5. Ein horizontaler Stab von der Masse m und der Länge 2 a hängt 

an zwei an seinen Enden befestigten parallelen Stricken von der Länge 2a; es 

wird ihm plötzlich die Winkelgeschwindigkit o um eine verticale durch sein 

Centrum gehende Axe ertheilt; man zeige, dass die Anfangsvermehrung der Span- 

1 a AB 

nung jedes Stricks —mao' beträgt und dass der Stab um die Strecke -r — in 

* og 

die Höhe steigt [Coli. Ex.] 
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Beisp. 6. Ein Maesenponkt ist mittelst dreier gleicher Stricke von der Länge a 
an drei Punkten aufgehängt, die ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seits 25 ist, 
in einer horizontalen Ebene bilden. Wenn ein Strick durchschnitten wird, so 
ändert sich die Spannung eines jeden der andern sofort in dem Yerhältniss 

Beisp. 7. Eine Kugel, die auf einer rauhen horizontalen Ebene ruht, wird 

in eine unendlich grosse Anzahl yon halbkreisförmigen Scheiben zerschnitten, 

welche durch einen Faden wieder zusammengebunden sind. Dabei steht der 

Durchmesser der Kugel, durch welchen die ebenen Flächen der Scheiben gehen, 

yertical. Man zeige, dass, wenn der Faden durchschnitten wird, der Druck auf 

45»" 
die Ebene sich sofort in dem Verhpltniss —-^ vermindert. [Emm. Coli. 1871.] 

Beisp. 8. Eine glatte Kugel ruht auf einer horizontalen Ebene und eine 
gleiche Kugel ist so gegen sie geßtüzt, dass die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
den Winkel (p mit der Verticalen macht. Man beweise, dass grade nach der 
Entfernung der Stützen das Yerhältniss des Drucks auf die Ebene zu dem Druck 
zwischen den Kugeln 2 : cos 9 ist. [Coli. Ex.] 

Beisp. 9. Ein Stab von der Masse m und Länge 2 a, der sich um sein eines 
Ende als festen Punkt drehen kann, wird durch einen kleinen Ring von der Masse 
p gesteckt. Das System geht vom Zustand der Ruhe aus, wobei der Stab hori- 
zontal ist und der Ring den Abstand c vom festen Punkt hat. Man zeige, dass 

die Polarcoordinaten des Ringes auf den festen Punkt bezogen c -f -77^ ^ ^i^^ 

dt 24 

-=^ -- sind. Man bestimme auch -j-^ und beweise, dass -^ =■ a -^-i- + 2 c (-^r-r-) 
dt* 2 de" ' dt* ^ dt* ^ \dt*/ 

ist. Daraus leite man den Anfangskrümmungsradius der Bahn des Massenpunktes 
ab. [May Ex. 1888.] 

Beisp. 10. Eine massive Halbkugel von der Masse M ruht auf einer voll- 
kommen rauhen horizontalen Ebene und ein Punkt von der Masse m wird vor- 
sichtig in dem Abstand c vom Centrum auf sie gelegt. Man beweise, dass der An- 

fangskrümmungsradius der von dem Punkt beschriebenen Bahn -y-, ist, wenn 

man mit k den Trägheitsradius der Halbkugel in Bezug auf eine Tangente an ihren 
Scheitelpunkt bezeichnet. [Math. Tripos, 1888.] 

Beisp. 11. Eine Gartenwalze ruht auf einer horizontalen Ebene, die rauh genug 
ist, um Gleiten zu verhindern und der Griff wird so gehalten, dass die Ebene durch die 
Axe des Cylinders und den Schwerpunkt G des Griffes den Winkel a mit dem Horizont 
macht. Der Griff wird losgelassen; man zeige, dass der Anfangskrümmungsradius 

c^sin cc I M cos ci) 
der von G beschriebenen Bahn -^^ -^ ^— ist, worin (n — 1) If (Ä"+ a*)i^ma*. 

Dabei ist c der Abstand des Punktes G von der Axe des Cylinders, m die Masse 
des Griffs, Mk* das Trägheitsmoment des Cylinders für seine Axe und a sein 
Radius. [Math. Tripos, 1894.] 
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§ 203. Bei vielen dynamischen Problemen hat man nur die relative 
Bewegung der verschiedenen Körper des Systems zu finden. In solchen 
Fällen ist es von Vortheil, wenn man sie bestimmen kann^ ohne vorher 
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die absolute Bewegong eines jeden Körpers im Baum ermittelt zu haben. 
Nehmen wir an, die relative Bewegung in Bezug auf einen Körper (A) 
werde gesucht^ so sind zwei Falle zu unterscheiden: 1) der Körper (A) hat 
nur eine Translationsbewegung; 2) er hat nur eine Rotationsbewegung. 
Hat er beide, sowohl Translations- als Rotationsbewegung, so lasst 
sich dies als eine Gombination der beiden Falle ansehen. Wir wollen 
sie die Reihe nach betrachten. 

§ 204. Der Fimdamentalsatz« Es möge die relative Bewegung 
eines dynamischen Systems in Bezug auf einen sich bewegenden Punkt 
C zu ermitteln sein. Man kann offenbar C zur Ruhe bringen, wenn 
man an jedem Element des Systems eine Beschleunigung anbringt, die 
derjenigen von G gleich und entgegengesetzt ist. Man muss femer 
annehmen, dass eine Jii/an^^geschwindigkeit, die der von C gleich 
und entgegengesetzt ist, jedem Element ertheilt worden ist. 

f sei die Beschleunigung von C zur Zeit t Wenn an jedem 
materielle Punkt m eines Körpers dieselbe beschleunigende Kraft f 
einer gegebenen Richtung parallel angreift, so sind diese Knute zu- 
sammengenommen offenbar einer Sjraft fUm äquivalent, die am Schwer- 
punkt angreift. Wenn man daher den Punkt C eines Systems zur 
Ruhe bringen will, so reicht es aus, an dem Schwerpunkt eines jeden 
Körpers in einer der Beschleunigungsrichtung von C entgegenge- 
setzten Richtung eine durch Mf gemessene Kraft anzubringen, 
wenn JSf die Masse des Körpers und f die Beschleunigung von C 
bedeutet. 

Der Punkt C kann nun zum Anfangspunkt der Coordinaten ge- 
nommen werden und man kann auch die Momente um ihn nehmen, 
grade als wäre er ein im Raum festliegender Punkt. 

Die Gleichung für die Momente wollen wir etwas genauer unter- 
suchen, (r, 6) seien die Polarcoordinaten eines Elements eines Körpers 
von der Masse m, auf C als Coordinatenanfang bezogen. Die Be- 
schleunigungen des Punktes in der Richtung des Radiusvectors r und 

senkrecht zu ihm sind ^ — r ijr) und — ^ (r* -jA • Nimmt man 

die Momente um 0, so erhält man 

dem Moment der gegebenen Kräfte um C plus dem 
Moment um C der umgekehrten am Schwer- 
punkt, wie wir anuehmen, angreifenden Effectiv- 
kräfte von C, 



^-s('*ij)- 



Liegt der Punkt C im Körper fest und bewegt sich mit ihm, so 

iß 

dt 



ist -^ fOr jedes Element des Körpers dasselbe und, wie in § 88, ist 



^"lii"'^)-'^ 






188 Kapitel IV. Ebene Bewegung. 

§ 205. Aus der allgemeinen Gleichung fBr die Momente um einen 
in Bewegung befindlichen Punkt C folgt, dass man die Gleichung 

dm Moment der Erafte um C 
dt Trägheitsmoment fOr C 

in den folgenden FäUen benutzen kann: 

ErstenSy wenn der Punkt C sowohl im Körper als im Raum fest- 
liegt oder im Körper festliegend sich im Baum mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegt, weil dann die Beschleunigung von C Null ist; 

zweitem j wenn der Punkt C der Schwerpunkt ist, denn alsdann 
ist zwar die Beschleunigung nicht Null, aber das Moment verschwindet; 

drütenSy wenn der Punkt C das Momentancentrum und die Be- 
wegung eine Heine Schwingung oder eine Anfangsbewegung ist, die 
vom Zustand der Buhe ausgeht. Zur Zeit t dreht sich der Korper 
um (7; die Geschwindigkeit von C ist daher NulL Zur Zeit t-^ dt 
dreht sich der Körper um einen andern sehr nahe bei C liegenden 
Punkt G\ Es sei CG' =^ d6y die Geschwindigkeit von C ist dann md6. 
In der Zeit dt ist daher die Geschwindigkeit von C von Null auf mdö 

gewachsen, seine Beschleunigimg ist folglich fi>-^- TTm die genaue 

Gleichung der Momente um C zu erhalten, muss man die Effectivkrafb 

/Ziff 

Em • d -^ in der umgekehrten Bichtung am Schwerpunkt anbringen. 

Bei kleinen Schwingungen sind aber & sowohl als -^ kleine Grossen, 

deren Quadrate und Producte vernachlässigt werden dürfen und bei 
einer Anfangsbewegimg ist m Null. Das Moment dieser Kraft ist 
daher wegzulassen und die Bewegungsgleichung ist dieselbe, wie wenn 
C ein festliegender Punkt wäre. 

Es ist zu beachten, dass man die Momente um jeden dem 
Momentancentrum sehr nahe liegenden Punkt nehmen kann; doch wird 
es in der Begel vortheilhafter sein, sie um das Centrum in seiner ge- 
störten Lage zu nehmen, weil alsdann die Momente irgend welcher 
an dem Botationscentrum etwa vorhandener Beactionen verschwinden. 

§ 206. Wird die genaue Momentengleichung um das Momentan- 
centrum verlangt, so kann man auf folgende Art verfahren. Ist L das 
Moment der gegebenen Kräfte um das Momentancentrum, G der 
Schwerpunkt, r der Abstand des Schwerpunkts vom Momentancentrum 
C, M die Masse des Körpers, so ist das Moment der gegebenen Krafte 
und der umgekehrten Effectivkräfte um G 

L — Mm -^ • r cos GG G. 

Versteht man unter k den Trägheitsradius für den Schwerpunkt, 
so wird die Bewegungsgleichung 
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dr 

wenn man för cos OC'C seinen Werth j~ setzt. 

dö 

§ 207. Momentankr&fte. Das Verfahren in § 204 kann offenbar 
auch auf Stosskräfte angewandt werden. Man erhält so eine sehr ein- 
fache Losung des in § 171 behandelten Problems. 

Ein Körper bewegt 8ich auf irgend eine Art; plötglich wird der Punkt des 
Körpers gezwtmgen, sich auf gegebene Weise zu bewegen; man soll die relative Be- 
wegung in Bezug auf finden. 

Um den Punkt zur Buhe zu bringen, muss man am Schwerpunkt O die 
BewegungBgröBse Mf anbringen, wo unter f die Resultante aus der umgekehrten 
Geschwindigkeit von nach dem Wechsel und der Geschwindigkeit yon vor 
dem Wechsel bedeutet. Sind o, m die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers vor 
und nach dem Wechsel, ist r=B OG und nimmt man die Momente um 0, so wird 

(r' + h^ (©' — «) = dem Moment von f um . 

Nun ist das Moment um einer Geschwindigkeit bei G dem Moment um G der- 
selben an angebrachten Geschwindigkeit gleich und entgegengesetzt. Sind 
daher X, L' die Momente um G der Geschwindigkeit von grade yor und grade 
nach dem Wechsel und ist k der Trägheitsradius fiEü: den Schwerpunkt, so ist 

l; - L 



m — Ol = 



jfc*+r* 



§ 208. Beisp. 1. 2koei schwere Punkte, deren Massen m und m' sind, werden 
äwTfh einen uncmsdeMba/ren Faden miteinander verbunden, der Über die Schneide 
eines Keües von der Masse M geht, welcher mcA auf einer glatten horizontalen 
Ebene frei bewegen kann. Man sudie die Kraft, die anf den Keü wirken muss, 
damit das System sich im Zustand relativen Gleichgewichts befinde. 

Hier wird es das Beste sein, den Keil dadurch zur Ruhe zu bringen, dass 
man an jedem Massenpunkt die der Beschleunigung des Keils gleiche und ent- 
gegengesetzte Beschleunigung / angreifen Iftsst. Ist dies geschehen, so befindet 
sich das ganze System im Gleichgewicht. Ist F die gesuchte Kn^, so erhält 
man durch Zerlegung in horizontaler Richtung (M -}- m -i- m') f >=^ F. 

a, a seien die Neigungen der Seitenflächen des Keäs gegen die Horizontale. 
An dem Punkt m greifen mg Tertical und mf horizontal an. Die Spannung des 
Fadens ist daher m (p sin a -j- f cos a). Nimmt man statt m den Punkt m\ so 
findet man als Spannung auch m'igama — fcosa). Setzt man beide gleich, so 
ergibt sich 

. m' sin a' — m sin a 

m' cos a + w cos ce ^ • 
woraus dann F folgt. 

§ 209. Beisp. 2. Eine cylindrische Aushöhlung, deren Ausschnitt eine ovale Curve 
ist und deren Erzeugungslinien horizontal sind, wird in eine cubische Masse ge- 
macht, die auf einer glatten horizontalen Ebene frei gleiten kann. Die öberfiache 
der HMung ist vollkommen rauh und eine Kugel r%*ht derart in ihr, dass die 
Verticalebene durch die Schwerpunkte der Masse und der Kugel auf den Erzeugenden 
des Cylinders senkrecht steht. Die Bewegungsgrösse B wird dem Würfel dwrch 
einen Stoss in dieser Verticalebene mitgetheüt. Man suche die relative Bewegung 
der Kugel in Bezug wuf den Würfel und ermittle, welchen Werth die Stosskraß 
mindestens halben muss, wenn die Kugel die Wand der HÖMung nuM verlassen soU, 
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Gleichzeitig mit dem Stoss B tritt auch eine Stossreibung zwischen dem 
Würfel und der Kugel auf. M, m seien die Massen des Würfels und der Kugel, 
a der Radius der Kugel, k ihr Ti^heitsradius für einen Durchmesser. V^ sei die 
Anfangsgeschwindigkeit des Würfels, v^ die des Mittelpunktes der Kugel in Bezug 
a/wf den Würfel, oa^ die Anfangswinkelgeschwindigkeit. Nimmt man die Horizontal- 
componenten für das ganze System und die Momente fEir die Kugel allein um 
den Berührungspunkt, so erh&lt man 

m{v,+ V,)+MV,^B\ 

aK+n) + **«>o=oJ ^^' 

und da kein Qleiten stattfindet 

Vq — ao^ =0 , . (2) . 

Um die nun folgende Bewegung zu finden, wollen wir annehmen, (a;, y) 
seien die auf rechtwinklige an der cubischen Masse befestigte Axen bezogenen 
Goordinaten des Mittelpunktes der Kugel; x sei horizontal, y vertical. Ist nun die 
Gleichung der cylindrischen Höhlung gegeben, so ist y eine bekannte Function 
von X, Wenn ip den Winkel bedeutet, den die Tangente an die Höhlung im Be- 
rührungspunkt der Kugel mit dem Horizont macht, so ist tg ^ »» -~ • 

ttX 

Ist femer V die Geschwindigkeit der cubischen Masse, so folgt aus § 182 

ni{^ + v) + MV^B (8). 

Wenn man unter T^ die anfängliche lebendige Kraft und unter y^ den An- 
fangswerth Ton y versteht, so ist nach der Gleichung der lebendigen &aft 

>[(S+^)'+(^)' + H + T^^'=^.-«*Ö'-S'.) (4). 

worin « die Winkelgeschwindigkeit der Kugel zur Zeit t bedeutet. Ist v die 
relative Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel in Bezug auf den Würfel, 
so ist, da kein Gleiten stattfindet, v^^am. Durch Elimination von V und cb aus 
diesen Gleichungen findet man 

(^y[(l + ««'l^)(l + g)-5^J = C,-8,y . . . (6), 



wonn 



(Jlf+m)[jtf+(Jlf + «)|jJ 
Diese Gleichung gibt die Bewegping der Kugel in Bezug auf den Würfel an. 

§ 210. Um den Druck auf den Würfel zu finden, wollen wir den Würfel zur 
Buhe bringen. B sei der Normaldruck der Kugel auf den Würfel, F die Reibung 
positiv genommen in derselben Richtung wie der Bogen. Die ganze Effectivkraft 
am Würfel ist X=^ J3 sin ^ -f JPcos '^. Nach § 204 muss man jedem Massenpunkt eine 

X 

Beschleunigung -s^^ in der dieser Kraft entgegengesetzten Richtung mittheilen. An 

jja. 

der Kugel greift daher eine Kraft -^^-X in horizontaler Richtung an, wozu dann 

noch die Reaction 12, die Reibung F und ihr eignes Gewicht kommt. Nimmt 
man die Momente um ihren Mittelpunkt, so ist 

mk^-^^Fa (7). 

Die Componenten längs der Tangente an die Bahn geben 
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OT -=- = — ^ — --. X COS -V^ — mg smif) (8) . 

Da kein Gleiten stattfindet 

v = a€a (9). 

Differenzirt man (9) und substitoirt aus (7) und (8), so folgt 

-, ^ y sin tf' cos ^tb jfc* sin -^ 

1 + y cos« 1^ ^ a* + ** 1 +y cos*-^ ^ * ' 

worin y «» ^ ^ -=r|. ist. Aus den Gomponenten der am Mittelpunkt der Kugel 
angreifenden Kr&fte in der Richtung der Normalen zur Bahn ergibt sich 

»jR-f Xsm^ — m^coB^ (11), 

y ^^ 

unter q den Krümmungsradius der Bahn verstanden. Setzt man fEb: v^ seinen 
Werth aus der Gleichung (5) ein, der man die bequemere Gestalt 

t,«(l-pcos«^) = ^5^,(C-2y)flf (12) 

geben kann, worin p » , , , _- — ist, so erhält man zwei Gleichungen zur 

Ermittlung der B«actionen F und JS. 
Die Elimination von F gibt 

0_2y + ,C08»i=^^.£±i:-A^P .... (IS), 
y-rv ^l-fycos«-^ ß mp ^ ^ ^' 

wobei P eine ziemlich complicirte Function von ^ ist, die man nicht immer nöthig 

hat. Es ist 

(l-pcos«^)' p + y ^ 

l + ycos»^ P(l — W * ' ^ 

Man beachte, dass P nicht verschwinden kann, stets endlich und positiv ist, 
da p nothwendiger Weise kleiner als die Einheit ist. 

Soll die Kugel den ganzen Weg um die Höhlung zurücklegen, so muss der 
in (12) gegebene Werth von f> fSr alle y und cos ^ reell bleiben. Der Werth 
von .0 in (6) muss daher grösser als der grösste Werth von %y sein. Ebenso 
muss B stets positiv bleiben, so dass die Werthe von cos ^, wie sie aus Gl. (13) 
folgen, für den Fall JßsaO sämmtlich imagin&r oder numerisch grösser als die 
Einheit sind. Man beachte, dass, wenn (7>' 2y und ^ stets positiv ist, i2 fär 
keinen positiven Werth von cos ^ verschwinden kann. 

Hat die Gleichung (18) fOr JB = zwei gleiche Wurzeln, die kleiner als die 
Einheit sind, so verschwindet der Druck auf die Höhlung, wechselt aber sein Vor- 
zeichen nicht. In diesem Fall verlässt die Kugel die Wand der Höhlung an dem 
diesen Werth von cos ip entsprechenden Punkt nicht. Aus der Bedingung, dass 
die Wurzeln gleich sein sollen, ergibt sich 

^ r . 1 — flcos"^n 2Ä ,.-. 

•=— p cos ^ --7-J- r-^ = ^ : Qvmib (16) , 

d^L^ ^l + ycos*^J ß + i^ 

worin ^ eine durch die Gleichung des Gylinders gegebene Function von ^ ist. 
Setzt man der Kürze halber (sbCOs^, so reducirt sich die Gleichung auf 

^{(l-<JS')(l+y«')ö»+y) = 8in^[8?+y-(8p« + y«)|»+py(y-(J){1 (16). 

Wenn für keinen andern reellen Werth von cos ip ala diesen JR in (18) ver- 
schwindet und sein Vorzeichen wechselt, wenn femer C^^y bleibt, so macht 
die Kugel gerade einen Umgang. Zu diesem Resultat kommt man auch auf 
anderm Weg. Wenn die Kugel gerade einen Umgang machen soll, so muss B 
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durchweg positiv bleiben und an dem Punkt, an welchem es am kleinsten ist, 

dB 

verschwinden. Es wird daher B gleichzeitig mit -s — Null. Man differenzire (IS), 

wobei man beachte, dass der Differentialquotient der rechten Seite Null ist mit 
Ausnahme einzelner Punkte, für welche etwa q oder -— unendlich gross wird. 

Man beachte auch, dass die Constante C, welche von den Anfangsbedingungen 
abh&ngt, verschwindet. Auf diese Art kommt man wieder zu der Gleichung (15). 

Bemerkenswerth ist, dass der Punkt, an welchem der Druck verschwindet 
und ein Minimum wird, nur dann der höchste Punkt der Höhlung ist^ wenn der 
Erflmmungsradius 9 daselbst ein Maximum oder Minimum ist. Dies folgt un- 
mittelbar aus Gl. (16). 

Um den Stoss B zu finden, der nöthig ist, damit die Kugel grade einen 
Umgang mache, muss man die Wurzeln der Gleichungen (18) und (16) untersuchen. 
Zu diesem Zweck zeichne man eine Gurve, deren Abscissen £ und Ordinaten i] sind, 
unter 7] die linke Seite von Gl. (18) verstanden, von ( «« bis { bs — l. Die Curve kann 
Wellenlinien machen; die Maxima und Minima der Ordinaten ergeben sich aus (16). 
Soll die Kugel rund herum laufen, so muss der Werth von C derart sein, dass 
jede Ordinate zwischen | «■ und | »^ — 1 positiv bleibt. Wir untersuchen daher 
die Wurzeln der GL (16) und w&hlen die Wurzel, welche 17 am kleinsten macht. 
Den Werth von C erh&lt man dann, indem man diesen Werth von i| gleich Null 
setzt. Hat man so C gefunden, so folgt der Werth von S aus (6). Das Besultat 
ist selbstverständlich den oben erwähnten Einschränkungen unterworfen. 

§ 211. Sich bewegende Axen. Zunächst wollen wir nun den Fall 
betrachten^ in welchem die Bewegung auf zwei zu einander senkrechte 

Gerade Oi, Ori bezogen werden 
soll, die sich um den fest- 
liegenden C!oordinatenanfang 
mit der Winkelgeschwindigkeit 
(D drehen. 

OXf Oy seien zu einander 
rechtwinklige festliegende Axen 
und der Winkel xOi — $. 
I a» OM, 17 "B PM seien die 
Coordinaten eines Punktes P; 
u, V die Gomponenten der Geschwindigkeit und X, Y die der Be- 
schleunigung des Punktes P in den Richtungen 0^, Ofj, 

Offenbar erhalt man die Bewegung Yon P aus den Bewegungen 
der beiden Punkte M, N durch ein&che Addition. Die Gomponenten 

der Geschwindigkeit von M längs und senkrecht zu OM sind -^ 

bez. $«, und ebenso sind If bez. i}<d die Gomponenten der Oe- 

schvindigkeit von N Vaiaga und senkrecht zu ON. Addirt man sie 
mit den richtigen Yoizeidien, so erhalt man 







lf + «"- 



Da die Beschleunigung das Mass fOr die Geschwindigkeitszu- 
nahme ist, gerade wie die Geschwindigkeit das Mass f&r die raumliche 
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Entfemungszunaliine^ so erhalten wir die entsprechenden Formehi für 
X^ Tj indem wir Uy v statt x, y schreiben^ also 

Durch Addition der Beschleunigungen von M und N findet man 
auf dieselbe Art: 

Durch Benutzung dieser Formeln statt -jp und -^ kann man 
die Bewegung auf die beweglichen Axen 0|^ Orj beziehen. 

§ 212. BeiMp. 1. Die Azen 0£, Or} seien schiefwinklig und mögen den 
Winkel er miteinander machen; man beweise, dass, wenn die (Geschwindigkeit 
durch die beiden Componenten u, v parallel den Axen dargestellt wird, 

u= -^ — a>£ cotg a — ©tj cosec a, 

t? = — ^ -|- wij cotg a -f* ^£ cosec a. 
dt 

In diesem Fall ist PM parallel zu Orj. Die Geschwindigkeiten von M und 
'N sind dieselben wie zuvor. Ihre Resultante ist der Aufgabe nach die nämliche 
wie die von u und v. Sucht man die Componenten in irgend zwei Richtungen 
und setzt sie gleich, so erhält man zwei Gleichungen zur Ermittlung von u und 
V. Zu solchen Bichtung^i w&hlt man am besten die Lothe auf 0£ und Oi], weil 
dann u in der einen und v in der andern Gleichung nicht auftritt, u und v kann 
man so jedes für sich finden, wenn man das andre nicht nöthig hat. 

Beisp. 2. Die Beschleunigung werde durch ihre Componenten X und T dar- 
gestellt; man beweise, dass 

^ du . 

X = -77 — au cotg a — mv cosec a , 
dt 

Y=^ -jr + cot? cotg a -|- (ou cosec a . 

Man erhält diese Gleichungen auf dieselbe Art, wenn man die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen senkrecht zu 0£ und Ori zerlegt. 

Beisp. 8. ii, V seien die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes P 
auf rechtwinklige mit der Winkelgeschwindigkeit m rotirende Axen bezogen; man 
beweise, dass der Krümmungsradius der Bahn fion P im Baum durch die Gleichung 

gegeben ist. 

Nimmt man die festen Azen so an, dass sie einen Moment mit den sich be- 
wegenden Azen zusammenfallen, so ist die linke Seite der Gleichung 

dx d^y d*x dy 
lüdi^'^'di* "dt' 
Boath, nynunik. I. 18 
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Subßtituirt man -=- = «, -^=1; und für -5-r- = X , -^ = F ihre oben ge- 

at dt dt^ dt^ 

gebenen Werthe, so ergibt sich das Resultat sofort. 

Der gewöhnliche Ausdruck filr q in Polarcoordinaten folgt daraus, wenn man 

tt— 3-, t7 = r-^r-, w=»-j7 setzt. Ist 6 die unabhängige Variable, so wird 
dt dt dt 

de 

— = 1 . 

dt 

Beisp. 4. Im Fall von Anfangsbewegungen, die yom Zustand der Buhe aus- 
gehen, wird der Ausdruck für 9 in dem letzten Beispiel unbrauchbar. Man zeige, 
indem man wie in § 200 verehrt, dass ^ nur dann einen Ton Null verschiedenen 

Werth haben kami, wenn || g _ ^ g + 2 [(g) + (^)'] « - ist und 
dass in diesem Fall 

L\dt)^\dt) A l/£!^^_^^\ . /^^ I f!!i^\ I 
o ^ 8 \d« d<» dt dtV '^ \dt dt* "^ dt dt*) ^ "^ 



+[(S)'+(S)']^. 



worin -r- , -r-=^, etc., -3-, -j-j, etc. ihre Anfangswerthe darstellen, indem der 
dt at dt dt 

Kürze wegen eine Null an die Buchstaben u etc. nicht angehängt wurde. 

§ 213. Beisp. Ein materieller Pwnkt bewegt sich unter der Wirhmg beliebiger 
Kräfte auf einer glatten Cwrve^ welche gezwwngen ist, sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit la um eine feste Äxe zu drehen. Man finde die relative Bewegung 
in Bezug auf die Curve. 

Wir wollen annehmen, die Bewegung fluide in einem Raum von drei Dimen- 
sionen statt. Die ^-Aze sei die festliegende Aze und die £ und 17-Axen mOgen 
bez. der Curye festliegend sein. Die Masse sei die Einheit der Masse. Die Be- 
wegungsgleichungen sind dann 

g-„«,«+i^(|««,) = r+JJm\ (1), 

worin X, F, Z die Componenten der gegebenen beschleunigenden Kräfte in den 
Richtungen der Axen, B der Druck auf die Gurre und (l, m, n) die Richtungs- 
cosinuss^ der Richtung von B sind. Da B senkrecht zur Gurve wirkt, so ist 

l^ + m^ -l-fi — = 
ds ds ds 

Die sich bewegende Gurve werde rechtwinklig auf die Ebene der £, 1] pro. 

jicirt, a sei der Bogen der Projection und v ^^ -j- die Gomponente der Ge- 

a V 

schwindigkeit parallel zur Projectionsebene. Den Gleichungen kann man dann 

die Form geben: 
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Die beiden Glieder 2(ov' -^ und — 2a>v' -r^ sind die Componenien einer 

da da 

Kraft ^mv'j deren RichtungscoBinusse 

sind. Sie genügen der Gleichung r-~ + w'-~+n'-=— = 0. 

a0 a<F da 

Die Kraft ist daher senkrecht eur Tangente an die Curve tmd senkrecht zur 
BoUUiansaxe gerichtet. B' möge die Resultante der Reaction B und der Kraft 
2 40 17' sein. B' wirkt alsdann auch rechtwinklig zur Tangente; {V, m\ n*') mögen 
ihre Richtungscosinusse sein. 

Die Bewegungsgleichungen erhalten mithin die Gestalt 






(2). 



"Dies sind die BeiwegungsgUichwngen eines sich auf einer festen Ourve he-^ 
wegenden Massenpwnktes, an dem ausser den gegebenen Kräften noch swei andre 
Kräfte angreifen, nämlith (1) eine Kraft m^r, die grade von der Axe weg gerichtet 
ist, unter r den Abstand des Punktes von der Axe verstanden, und (2) eine Kraft 

-jiT, deren Bichtung senkrecht zu der den Punkt und die Axe enthaltenden Ebene 

und der Bichtung der Botation der Curve entgegengesetzt ist. 

Bei jedem spedeUen Problem kann man daher die Owrve so ansehen, (üs läge 
sie fest. Die Curye möge sich z. B. um die Axe mit gleichförmiger Winkel- 
geschwindigkeit drehen. Nimmt man dann die Componenten in der Richtung der 
Tangente, so ist 

dv ^dx , ^dy . ^dz , . dr 

worin r den Abstand des Massenpunktes von der Axe bedeutet. V sei der An- 
fangswerth yon v, r^ der von r. Dann ist 

«• — F» « 2 Hxdx + Ydy + Zdz) + cd« (r« — r^*). 

Ist % die Geschwindigkeit, die der Massenpunkt unter der Wirkung der- 
selben Kr&ite hätte, wenn die Curve festläge, so erhält man 

%*— F« « ^ßxdx + Xdy + Zdz) 
und daraus 

Der Druck auf die sich bewegende Curve ist dem Druck auf die festliegende 
Curve nicht gleich. Da V=^dr)/da^ tu' = — di/da ist, so wirkt die Kraft 2a>t;' 
parallel zu dem Loth auf die projicirte Curve in einer Richtung, welche der in 
Folge der Rotation a> entgegengesetzt ist. Dreht man diese Kraft daher um, so 

18* 
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ist der Druck E auf die bewegliche Curve die Besultante aus dem Druck JB' auf 
die feste Curve und eines Drucks 2(dv, der senkrecht sowohl zur Curve als zur Aze 
wirkt, wobei der letztere in der Bewegungsrichtung der Curve positiv zu nehmen ist. 
Nimmt man z. B. an, die Curve sei eben, bewege sich gleichmässig um eine 
zu ihrer Ebene senkrechte Axe und gegebene EJ^lfte seien nicht vorhanden, so 
ist, wenn man die Componenten in der Richtung der Normalen nimmt, 

— = — a»'r sin a> + B\ 
9 

worin 9 den Winkel bedeutet, den r mit der Tangente macht. Daraus folgt, 
unter p das von der Aze auf die Tangente gefällte Loth verstanden, 

Dieses Beispiel hätte man auch durch Cylindercoordinaten in der Art leicht 
lösen können, dass man die feste Axe zur i;-Axe genommen und die Projection auf 
die 0^2^ -Ebene auf Polarcoordinaten bezogen hätte. Diese Methode, das Problem 
zu behandeln, wird dem Leser zur üebung überlassen. 

Beisp. Ist <o variabel, so erhält man 

«?*...-. . dm 



Q dt 

Beispiele 

(den an der Universität und den Colleges gegebenen „Ezamination Papers" 

entnommen). 

1. Ein kreisförmiger Reif, dessen Gewicht nw ist, kann sich frei auf einer 

glatten horizontalen Ebene bewegen. Er trägt auf seinem Umfang einen kleinen 

Ring Tom GFewicht w und der Reibungscoef&cient zwischen beiden ist (i. Anfangs 

befindet sich der Reif in Ruhe und hat der Ring eine Winkelgeschwindigkeit a 

t 4- n 
um den Mittelpimkt des Reifen. Man zeige, dass der Ring nach der Zeit — -^ — 

flOi 

auf dem Reiten zur Ruhe kommt. 

2. Die Ebene eines schweren kreisförmigen Drahtes steht vertical und sein 
tiefster Punkt befindet sich in der Höhe h über einer horizontalen Ebene. Ein 
kleiner Ring wird von dem höchsten Punkt aus längs des Drahtes mit einer 

Winkelgeschwindigkeit um sein Centram gleich nny-—- geworfen und zu gleicher 

Zeit der Draht losgelassen. Man zeige, dass der materielle Punkt grade n Um- 
drehungen gemacht hat, wenn der Draht die horizontale Ebene erreicht. 

3. Ein Draht von der Gestalt eines Kreises kann sich in einer horizontajen 
Ebene um einen festen Punkt seines Umfangs drehen und tifigt eine kleine 
Kugel P, die anfänglich mit der gegebenen Geschwindigkeit V von dem ent- 
gegengesetzten Ende A des durch gehenden Durchmessers aus geschleudert 
wurde. Die Masse des Drahtes ist doppelt so gross wie die des Kügelchens; man 
zeige, dass 

worin 

r=OP, 0Ä-^2a, <p^-^POÄ. §147. 

4. Zwei gleiche gleichförmige Stäbe von der Länge 2a, die an ihrem einen 
Ende lose mit einander verbunden sind, werden symmetrisch auf eine feste glatte 

Kugel Tom Radius y^V^ gelegt, in die Höhe gehoben und derart in eine hori- 
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zontale La^ gebracht, dasB das Gelenk die Kugel berührt. Man lässt sie unter 
der Wirkung der Schwere fallen; man zeige, wenn sie zum ersten Mal zur Buhe 

kommen, dass sie den Winkel arc cos y mit dem Horizont machen; dass die Be- 
rührungspunkte mit der Kugel alsdann die Schwingungscentren der St&be bezüg- 
lich des Gelenkes sind; dass der Druck auf die Kugel an jedem Berührungspunkt 
ein Viertel des Gewichts eines jeden Stabes beträgt und dass kein Zwangszustand 
am Gelenk Yorhanden ist. § 143. 

5. Ein schwerer gleichförmiger Reif von der Gestalt eines Kreises, dem 
Badius a und der Masse 27t am, der an einem Punkt vollständig gebrochen ist 
und dessen Ebene yertical steht, rollt mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit a> 
auf einer horizontalen Ebene. Man suche den Maximal- und Minimalwerth des 
Biegungsmoments an irgend einem Punkt Q des Beifens und beweise, dass, wenn 
a so gross ist, dass das Biegungsmoment niemals verschwindet, der grösste dieser 
Werthe 2 ma" sin" ö(aa>' + ^) ist, unter 26 den Winkel verstanden, den Q und 
der Bruohpunkt am Gentrum des Beifens bestimmen. 

6. Die Enden zweier graden gleichen und gleichförmigen Stäbe sind durch 
zwei Stricke von gleicher Länge a so verbunden, dass das Ganze ein Parallelo- 
gramm bildet. Ein Stab wird an seinem Mittelpunkt durch eine feste Axe ge- 
stützt, um welche er sich frei bewegen kann und diese Axe steht senkrecht auf 
der Ebene der Bewegung, die vertical ist. Man zeige, dass der Mittelpunkt des 
unteren Stabes auf dieselbe Art, wie ein einfaches Pendel von der Länge a 
schwingt und dass die Tri)9A:en)ewegung der Stäbe von dieser Schwingung nicht 
abhängt. 

7. Ein dünner Strick ist an zwei Punkte J., J? in derselben horizontalen 
Ebene befestigt und trägt an seinem Mittelpunkt das Gewicht W. Ein Stab von 
der Länge JlB und dem Gewicht W hat an jedem Ende einen Bing, durch 
welchen der Strick hindurchgeht, und wird aus der Lage AB fallen gelassen. 

Man zeige, dass der Strick wenigstens die Länge y-^-B haben muss, wenn das 

Gewicht den Stab je erreichen soll. § 143. 

Wenn das System sich im Gleichgewicht befindet und das Gewicht ein wenig, 
vertical verschoben wird, so beträgt die Dauer seiner kleinen Schwingungen 

o ' AB\^ 
3« 



\SgYiJ 



8. Ein feiner Zwirn ist in einer glatten kreisförmigen Bohre eingeschlossen 
welche frei um einen verticalen Durchmesser rotirt; man beweise, dass die 
Neigung (0) des Durchmessers durch den Schwerpunkt des Fadens gegen die Verti- 

cale in der Lage relativen Gleichgewichts durch die Gleichung cos 6 »» — ^ — ^ 

gegeben ist, worin m die Winkelgeschwindigkeit der Bohre, a ihr Badius und 
2aß die L&ige des Fadens bedeutet. Man erkläre den Fall, in welchem der 
Werth von ao'cosß zwischen g und — g liegt. 

9. Ein glatter Draht ohne Trägheit ist wie eine Schraubenlinie gebogen und 
kann sich um eine verticale Axe drehen, die mit einer Erzeugenden des Cylinders, 
auf dem die Schraubenlinie aufgetragen ist, zusammenfällt. Ein kleiner schwerer 
Bing gleitet die Schraubenlinie hinab, indem er von einem Punkt ausgeht, in 
dem diese verticale Axe die Schraubenlinie trifft; man beweise, dass die Winkel- 
geschwindigkeit der Schraubenlinie ein Maximum wird, wenn sie sich um den 
durch die Gleichung cos'd -f tg'ci; -)- d Bin 2 6=^0 gegebenen Winkel 6 gedreht 
hat, unter a die Neigung der Schraubenlinie gegen den Horizont verstanden. [Die 
Masse der Schraubenlinie ist als Null anzusehen.] 



198 Kapitel IV. Ebene Bewegung. 

10. Eine kugelförmige Höhlung vom Radius a wird in einen gläsernen 
Würfel von der Masse M gemacht und ein Punkt yon der Masse m hineingelegt. 
Der Würfel wird dann auf einer glatten horizontalen Ebene mit der Geschwindig- 
keit V so in Bewegung gesetzt, dass der materielle Punkt grade um die Kugel 
herum läuft und dabei in Berührung mit ihr bleibt. Man beweise, dass 

11. Ein vollkommen rauher Ball wird in eine hohle cjlindrische Gartenwalze 
auf ihren tiefsten Punkt gelegt und die Walze dann einen horizontalen Weg ent- 
lang mit der gleichförmigen Geschwindigkeit V gezogen. Man zeige, dass der 

27 
Ball ganz um das Innere der Walze herumrollt, wenn F* grösser als -^^(6 — a) 

ist, unter a den Radius des Balls und unter h den der Walze verstanden. 

12. AB, BÖ sind zwei gleiche gleichförmige Stäbe, die bei B lose durch 
ein Gelenk verbunden sind und sich mit derselben Geschwindigkeit in einer zu 
ihrer Länge senkrechten Richtung bewegen; das Ende A wird plötzlich festgehalten; 
man zeige, dass die Anfangswinkelgeschwindigkeit von AB dreimal so gross 
als die von BC ist. Man zeige auch, dass bei der nachfolgenden Bewegung der 

9 

Stäbe der grösste Winkel, den sie miteinander machen, arc cos -r- ist, und dass, 

wenn sie das nächste Mal eine grade Linie bilden, die Winkelgeschwindigkeit 
von BC neunmal so gross als die von AB ist. §§ 169, 147. 

13. Drei gleiche schwere gleichförmige Balken, die durch Gelenke miteinander 
verbunden sind, werden so auf einen glatten Tisch gelegt, dass sie eine grade 
Linie bilden, und dem mittleren Balken wird in seinem Mittelpunkt ein bestimmter 
horizontaler Stoss senkrecht zu seiner Länge gegeben; man zeige, dass der 
momentane Stoss auf jeden der andern Balken ein Sechstel des gegebenen 
Stosses ist. 

14. Drei Balken von gleichem Material sind so verbunden, dass sie einen 
einzigen Balken bilden, und werden auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt. 
Die beiden äusseren Balken sind gleich lang und einer von ihnen erhält auf sein 
freies Ende einen Schlag, der senkrecht zu seiner Länge gerichtet ist. Man be- 
stimme die Länge des mittleren Balkens^ wenn der andre äussere Balken die 
grösstmögliche Winkelgeschwindigkeit erhalten soll. 

Resultat. Ist m die Masse eines jeden Endbalkens, ßm die des inneren, 
P die Bewegungsgrösse des Schlags, a> die dem dritten Balken mitgetheilte 

(1 8 4fl\ 
-r- + ----|--^) = P, woraus sich ergibt, dass 

ßsss-jY^^ wenn cd ein Maximum ist. 

16. Zwei rauhe Stäbe A, B werden parallel zu einander auf dieselbe hori- 
zontale Ebene gelegt. Ein dritter rauher Stab C wird rechtwinklig so über sie ge- 
legt, dass sein Schwerpunkt in die Mitte zwischen sie fällt. C wird um den 
Winkel a in die Höhe gehoben und fallen gelassen; man bestimme die Be- 
dingungen, unter welchen er Schwingungen macht und zeige, dass, wenn seine 
Länge dem doppelten Abstand zwischen A und B gleichkommt, der Winkel 9, 
um den er sich bei der nt«n Schwingung erhebt, durch die Gleichung 

sm 6 s= ly ) • sm a 
gegeben ist. 

16. Die Ecken A^ B einer schweren rechteckigen Lamelle AB CD können 
sich auf zwei glatten festen Drilhten OJ., OB bewegen, die rechte Winkel mit- 
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einander machen, in einer veridealen Ebene liegen und die gleiche Neigung gegen 
die Yerticale haben. Die Lamelle befindet sich im Gleichgewicht, wobei AB 
horizontal ist; man finde die Geschwindigkeit ihres Schwerpunkts und die Winkel- 
geschwindigkeit, die durch einen in der Richtung der unteren Kante CD er- 
folgenden Stoss hervoigerufen werden. Gegeben ist ^JB==2a, BC^=^a; man be- 
weise, dass AB grade so hoch steigt, dass es mit dem einen Draht zusammen- 
fällt, wenn der Stoss derart ist, dass er einer der Lamelle gleichen Masse eine 

Geschwindigkeit mittheilen würde, deren Quadrat -|- ^a(2 — 1/2) ist. Man finde 
auch die Stosskräfte bei A und B. 

17. Ein Ball, der sich um eine yerticale Axe dreht, bewegt sich auf einem 
glatten Tisch und trifft direct gegen eine vollkommen rauhe verticale Bande 
man zeige, dass die lebendige Krafb des Balles sich in dem YerhSitniss 

10 + 14 tg*e:i^ + 49tg«ö 

vermindert, wo e die Elasticität des Balles und 6 der Abprallwinkel ist. 

18. Ein Bhombus besteht aus vier starren gleichförmigen Stäben, von denen 
jeder die Länge 2 a hat und die sich um Gelenke an ihren Enden f^i bewegen 
können. Wenn der Rhombus auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt wird 
und einer der Stäbe einen Stoss rechtwinklig zu seiner Richtung erhält, so be- 
ginnt der Rhombus sich wie ein starrer Körper zu bewegen, wenn der Stoss einen 
Punkt trifft, der um a (1 — cos a) von dem Scheitelpunkt eiues spitzen Winkels 
entfernt ist, wobei a der spitze Winkel ist 

19. Ein Rechteck wird aus vier gleichförmigen Stäben von der Länge 2 a 
bez. 25 hergestellt, die an ihren Enden durch Gelenke verbunden sind. Das 
Rechteck rotirt auf einer glatten horizontalen Ebene um sein Centrum mit der 
Winkelgeschwindigkeit n; plötzlich wird ein Punkt in einer der Seiten von der 
Länge 2a festgehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 

von der Länge 2 b sofort - — 7^-—=- n wird. Man suche auch die Aenderung in der 
° ßa-j-^b 

Winkelgeschwindigkeit der andern Seiten und die Stossaction an dem Punkt, der 

festgelc^ wird. 

20. Drei gleiche gleichförmige unelastische Stäbe, die durch Gelenke lose 
miteinander yerbunden sind, werden in einer Geraden auf einen glatten horizontalen 
Tisch gelegt und die beiden äusseren mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um 
die Enden des mittleren (1) in derselben Richtung, (2) in entgegengesetzten 
Richtungen in Rotation gesetzt. Man beweise, dass in dem ersten Fall, wenn die 
äusseren Stäbe den grössten Winkel mit dem nach beiden Seiten verlängert ge- 
dachten mittleren machen, die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit aller drei ya> 

ist, und dass im zweiten Fall nach dem Zusammenstoss der beiden äusseren 
Stäbe das von ihnen gebildete Dreieck sich mit der gleichförmigen Geschwindig- 

keit -r-am bewegt, wenn 2a die Länge eines jeden Stabes ist. 

21. Ein gleichseitiges, aus drei gleichen schweren gleichförmigen, an ihren 
Enden durch Gelenke verbundenen Stäben von der Länge a gebildetes Dreieck 
wird in einer verticalen Ebene so gehalten, dass eine Seite horizontal liegt, und 
die gegenüberliegende Ecke nach unten gerichtet ist. Nachdem es irgend eine 
Höhe durchfallen hat, wird der Mittelpunkt des oberen Stabs plötzlich angehalten; 
man zeige, dass die Stosswirkungen an den oberen und dem unteren Gelenk in dem 

Yerhältniss yTs : 1 stehen. Würde das untere Gelenk eben brechen, wenn das 

STstem die HOhe — durchfallen hat, so betirOge die Schwingangsamplitnde der 

1/3 
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unteren Stäbe genau einen Winkel von zwei Rechten, wenn das System die Höhe 

— — - herabgefallen ist. 
1/3 

22. Ein y ollkommen rauher und starrer Reif rollt eine schiefe Ebene 
hinab und stösst auf ein Hindemiss in der Gestalt eines Nagels. Man zeige, dass, 

wenn der Radius des Reifens r, die Höhe des Nagels über der Ebene ^^ ^^^ 
die Geschwindigkeit grade Tor dem Stoss V ist, der Reif über den Nagel springt, 
falls F" > y ^r Fl — sin f a + -j" ^j] i^t, unter a die Neigung der Ebene gegen den 
Horizont verstanden. Man zeige, dass der Reif nicht in Berührung mit dem Nagel 
bhibt, wenn F' ^y <jfr • sin fa-f"ä«) ^^^ geschieht es doch, dass der Reif den 

Nagel yerlässt, wenn der Durchmesser durch den Berührungspunkt mit dem Hori- 

9 F* 1 / n\ 

zont einen Winkel macht, dessen Sinus ^ h-z-Bin(a + -r) ist. 

88 ^f ' 8 \ ' 6/ 

23. Eine flache kreisförmige Scheibe Tom Radius a wird auf einem rauhen 
horizontalen Tisch fortgestossen , welcher derart ist, dass die Reibung an einem 
Element cV^ma beträgt, wenn man unter a das Element, unter F die Ge- 
schwindigkeit des Elements und unter m die Masse der Flächeneinheit versteht; 
man suche die Bahn des Mittelpunkts der Scheibe. 

Wenn die Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes und die Winkel- 
geschwindigkeit der Scheibe u^, m^ sind, so lässt sich beweisen, dass die Ge- 
schwindigkeit u und die Winkelgeschwindigkeit a> zu irgend einer folgenden Zeit 

der Beziehuiig gen%en ( ^^ ,_ ,. .) =-v 



■«• 



'0 ®0 



24. Eine schwere kreisförmige Lamelle von dem Radius a und der Masse M 
rollt auf der Innenseite eines rauhen Kreisbogens vom doppelten Radius, der in 
einer verticalen Ebene festliegt. Man finde die Bewegung. Wenn die Lamelle 
auf den tiefsten Punkt des Bogens so gesetzt wird, dass sie sich in Ruhe befindet, 
so ist der Stoss, welchen sie in horizontaler Richtung erhalten muss, damit sie so 
hoch als möglich steige, ohne vollständig herumzulaufen und ohne abzufallen, 

üfj/sö^. 

25. Eine Schnur ohne Gewicht wird um einen rauhen horizontalen Cylinder 
gewunden, dessen Masse M und Radius a ist und der sich um seine Axe drehen 
kann. An das freie Ende der Schnur wird eine Kette von der Masse m und der 
Länge l befestigt. Alsdann rollt man die Kette dicht zusammen und lässt sie los ; 
man beweise, dass der Winkel 6, um welchen sich der Cylinder nach der Zeit t 

gedreht hat, ehe die Kette vollständig ausgestreckt ist, durch ilfa0=y (^ — aß) 
gegeben ist. 

26. Zwei gleiche Stäbe ÄC, BC sind bei C frei verbunden und bei Ä und 
B, zweien Punkten, die in derselben horizontalen Linie liegen, an Haken gehängt, 
wobei jeder Stab den Winkel a mit dem Horizont macht. Der Haken B gibt 
plötzlich nach; man beweise, dass die Richtung des Druckes bei C sofort sich um 

TTriiJi.xJ m il + 6 ™' « 2 — 8 cos" « . , 

emen Wmkel dreht, dessen Tangente -~ — ; =— • r-—, ist. 

1 -j- 6 cos* a 8 sm a cos a 

27. Zwei Massenpunkte ui, B werden durch einen dünnen Faden verbunden ; 
Ä ruht auf einem rauhen horizontalen Tisch, während B vertical im Abstand l 
von der Kante des Tisches herabhängt. A ist nun gerade im Begriff, sich zu be- 
wegen und B wird horizontal mit der Geschwindigkeit u fortgeschleudert; man 
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zeige, dass Ä sich mit der Beschleunigang \^ • -=- zu bewegen beginnt und 

dass der Anfangskrümmungsradius der Bahn des Punktes B, (jl-^- 1)1 ist, wo f» den 
BeibungscoefGicienten bedeutet. 

28. Zwei Massenpunkte (m, m') werden durch einen Faden Terbunden, der 

durch einen kleinen festliegenden Bing geht, und so gehalten, dass der Faden 

horizontal ist; ihre Abstände von dem Bing sind a und a\ p, q' seien die An- 

fangskrämmungsradien ihrer Bahnen, wenn sie losgelassen werden; man beweise, 

* tn fn -1,1 1,1., 
dass —«=-;- und — h -7 = — h — wt. 
Q Q Q Q a ' a 

29. Eine Kugel, deren Schwerpunkt nicht in ihrem Centrum liegt, wird auf 
einen rauhen Tisch gelegt; der Beibungscoef&cient ist fi; man bestimme, ob sie 
zu gleiten oder zu rollen beginnt. 

80. Ein kreisförmiger Bing wird in verticaler Lage auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene befestigt und oüi kleiner Bing auf den Ereis gesetzt, der an dem 
höchsten Punkt mittelst eines Fadens befestigt ist, zu dem der Centriwinkel a ge- 
hört. Der Faden wird durchgeschnitten und der Kreis freigelassen; man beweise, 
dass die Druckkräfte auf den Bing vor und nach dem Durchschneiden des Fadens 
in dem Yerhältniss Jtf-j-msin'ocilf cosa stehen, worin m und M die Massen 
des Binges und des Kreises sind. 

31. Das eine Ende C eines Stabes lässt man mit gleichförmiger Winkel- 
geschwindigkeit n auf dem Umfang eines Kreises yom Badius a rotiren, während 
der Stab selbst sich in der entgegengesetzten Sichtung mit derselben Winkel- 
geschwindigkeit um dieses Ende dreht. Der Stab fällt Anfangs mit einem Durch- 
messer zusammen und ein glatter Bing, der frei längs des Stabes gleiten kann,- 
wird in das Centrum des Kreises gebracht, r ist der Abstand des Binges von C 

zur Zeit t; man beweise, dass r = —- (e"' + e"""') -f — cos 2nt ist. 

5 5 

32. Zwei gleiche gleichförmige Stäbe von der Länge 2 a sind durch ein 
Grelenk an dem einen Ende aneinander gehängt, während die andern Enden 
ein unausdehnbarer Faden Ton der Länge 22 verbindet. Das System ruht auf 
zwei glatten Zapfen, die in derselben horizontalen Linie liegen und den Abstand 
2c voneinander haben. Der Faden vnrd durchgeschnitten; man beweise, dass die 
Anfangswinkelbeschleunigung eines jeden Stabes 

Sa^c — l^ 

^ Sa*P , 32a*c* . , , 

ist. 

33. Eine glatte horizontale Scheibe rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit l/fi 
um eine verticale Aze; auf den Durchschnittspunkt wird ein materieller Punkt ge- 
legt, der nach einem gewissen Punkt der Scheibe von einer Kraft gezogen wird, 
deren Beschleunigung ik x der Abstand ist; man beweise, dass seine Bahn auf der 
Scheibe eine Cycloide beschreibt. 

34. In einem hohlen Cylinder vom Badius a, der auf einem rauhen Tisch 
ruht, sitzt ein Insect auf der tiefsten Erzeugenden; wenn das Lisect sich auf- 
macht und mit gleichförmiger relativer (Geschwindigkeit V zum Cylinder in einer 
verticalen Ebene, welche die Axe des Cylinders rechtwinklig schneidet, fort- 
wandert, 80 ist der Winkel 6, den die Ebene, welche die Axe und das Insect ent- 
hält, mit der Verticalen macht, durch die Gleichung gegeben: 
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a«(^y(3f+2m8in«y6)=3fF«— 2ma^8m«yö, 

yoranagesetzt, dass die Cylinderwand sehr dünn ist. 

Wenn der innere Radius b ist, so läset sich beweisen, dass 

(^) '^^^*' + a") 4- w (a« — 2a6 cos Ö+ 6«)] = C— 2mgb (1 — cos 6) 

ist, worin 

CT* [Jlf (Ä» 4- a«) + w (a — 6)«] = F* [3f (Ä* + a«) 4- wa (o — 6)]« 
und M, m die Massen des Cjlinders bez. des Insectes sind. 

35. An einem kreisförmigen Reifen yom Radius h und ohne Masse ist ein 
schwerer Massenpunkt in einem Punkt befestigt, der den Abstand c vom Centmm 
hat; die innere Fläche des Reifens wird gezwungen, auf der äusseren Fläche eines 
festen Kreises vom Radius a, wobei 5 >- a ist, unter der Wirkung einer ab- 
stossenden Kraft zu rollen, deren Sitz das Centrum des festen Kreises ist und die dem 
ft-fachen Abstand gleichkommt. Man zeige, dass die Periode kleiner Schwingungen 

des Reifens 2n l 1 ist. Man zeige, dass alle Schwingungen, kleine 

wie grosse, wenn c «» & ist, dieselbe Periode haben; femer, dass man im All- 
gemeinen den Reifen so in Bewegung setzen kann, dass er mit der gleichförmigen 

1 



Winkelgeschwindigkeit ( /» — t — ) zu rollen fortfährt. 



Kapitel Y. 

Die Bewegnng starrer Körper im Banm Ton drei 

Dimensionen. 

Translation nnd Botation. 

§ 214. Wenn die materiellen Punkte eines Körpers starr mit- 
einander verbunden sind, dami müssen gewisse allgemeine Beziehungen 
zwischen den Bewegungen dieser Punkte existiren, die Beschaffenheit 
der von den Kräften erzeugten Bewegung mag sein, welche sie will. 
Diese Beziehungen müssen derart sei^ dL Z der^Bewegung dreier 
nicht in derselben Graden liegenden Punkte die eines jeden andern 
Punktes gefunden werden kann. An erster Stelle wird es daher unsre 
Aufgabe sein, den allgemeinen Charakter der Bewegung starrer Körper, 
abgesondert yon den Kräften^ welche sie herrorrufen, zu betrachten und 
die Bestimmung der Bewegung eines jeden materiellen Punktes auf so 
wenige unabhängige Grössen zu reduciren^ als möglich ist^ und an 
zweiter SteUe werden wir untersuchen, wie diese unabhängigen Grössen, 
wenn die Kräfte gegeben sind, ermittelt werden können. 

§ 215. Ein Punkt eines in Bewegung befindUdien starren Körpers 
liegt fest; man soU die aUgemeinen Beziehungen zwischen den Bewegungen 
der übrigen Punkte des Körpers ableiten. 

sei der festliegende Punkt; er werde zum Centrum einer be- 
weglichen Kugel genommen, die in dem Körper befestigt sein möge. 
Der Radiusvector nach irgend einem Punkt Q des Körpers schneide 
die Kugel in P; die Bewegung eines jeden Punktes Q des Körpers 
wird dann durch die von P dargestellt. 

Wenn die Verschiebungen ÄÄ\ BB' zweier Punkte A, B auf der 
Kugel in einer gewissen Zeit gegeben sind, so kann man die Ver- 
schiebung eines jeden andern Punktes P auf der Kugel offenbar finden, 
indem man auf Ä'B' als Basis das Dreieck ÄP'B' congruent APB 
construirt. PP' steUt alsdann die Verschiebung von P dar. Man kann 
als selbstverständlich ansehen oder auch, wie in den Elementen der 
Geometrie, beweisen, dass auf derselben Basis und auf der nämlichen 
Seite derselben keine zwei Dreiecke auf derselben Kugel existiren 
können, welche sowohl die Seiten gleich haben, die in dem einen Ende, 
ab die, welche in dem andern Ende der Basis zusanmienlaufen. 
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D und E seien die Mittelpunkte der Bogen AA'y BB' und DC> 
EC Bogen grösster Kreise^ welche auf ÄÄ^ bez. BB' senkrecht stehen. 

Dann ist offenbar CA ^=^ CA' und 
CB^= OB' und daher^ weil die Chrund- 
linien ABj AB' gleich sind; die beiden 
Dreiecke -4 (7 JB, J-'OJB' congruent. Die 
Verschiebung von G ist daher Null 
WeU femer die Verschiebung von 
Null ist; so muss offenbar die Ver- 
schiebung eines jeden Punktes der Ge- 
raden 00 Null sein. 

JE^n Korper kann daher von irgend 
einer Lage, dieimrABnennenJcönnen, in 
eine andre ÄBl dadwrch gebrockt werden^ 
dass man ihn um 00 als Aoie rotiren 
und dabei einen Wiftkd POP' derart 
beschreiben lässt, dass jeder Punkt P 
zum Zusamm^enfaUen mit seiner neuen Lage P' gebracht wird. Jeder 
Punkt des Körpers wird dann aus seiner ersten in seine Endlage ge- 
bracht. 

Diesen Satz verdankt man Euler, Mimoires de VÄcadimie de Berlin 1750 
und Commentaires de St Petersbourg 1776. 
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§ 216. Wird der Radius der Kugel unendlich gross^ so werden 
aus den verschiedenen Kreisen der Figur Gerade. Daraus folgt^ dass 
ein Körper y der sioh in einer Ebene bewegt, aus einer Lage^ die man 
AB nennen kann^ in eine andere AB' durch Rotation um einen ge- 
wissen Punkt gebracht werden kann. 

§ 217. Beisp. 1. Ein KOrper wird auf rechtwinklige Axen x^ y^ z bezogt 
und die Axen werden unter Beibehaltung des Goordinatenanfangs nach dem 

nebenstehenden Schema mit den Axen x\ ^, z' vertauscht. Man 
^« y y ^ zeige, dass dies dasselbe ist, als ob man den KOrper um eine 

Axe drehte, deren Gleichungen irgend zwei der folgenden drei 

Ciaj + c«y+(cB"-i)« = o, 

und dabei einen Winkel 6 beschreiben liesse, der durch 

8 — 4sin«yd=ai + 6, -fc, 

gegeben ist. Wenn die positive Bichtung der o;', %f willkürlich ist, zu zeigen, 
dass man der Bedingung der gleichzeitigen Gültigkeit der drei Gleichungen durch 
geeignete Wahl der positiven Bichtung der 0^-Axe genügen kann. Siehe auch eine 
Aufgabe in Smith* s Trize ExammaHany 1868. 

Man nehme auf der g- und /-Axe je einen Punkt im Abstand h vom Goordinaten- 
anfang an. Ihre Goordinaten sind (0, 0, A), {a^h^ b^h^ c^h); ihr Abstand ist daher 

Ä 1/2 (1 — {^); er ist aber auch 2 A sin y sin — 6 , daher 2 sin" -j 6 sin* y « 1 — ^ , 
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worin y den Winkel g Ot* bedeutet. Ebenso erhält man 2 sin* -^ ^ ^^^ a — 1 — a^ 
und 2 sin" ^ ^ ^in" ^ = 1 — 6, , woraus die Gleichung für 6 sich sofort ergibt. 

Beisp. 2. Man zeige, dass man den Gleichungen fGr die Aze auch die Form 
geben kann 

fl? ^ y ^ « 

«i + Ob""««-!-^»""^» — «1 — ^ + 1 

§ 218. Wenn sich ein Körper in Bewegung befindet^ so sind 
nicht nur seine erste und letzte Lage, sondern auch die zwischen- 
liegenden Lagen in Betracht zu ziehen. Wir wdlen also annehmen, 
A^j A3' wären zwei Lagen am Anfang und Ende eines unbegrenzt 
kleinen Zeitintervalls dt. Wie man sieht, gibt es für einen Körper, 
der sich um einen festen Punkt bewegt, in jedem Moment der Be- 
wegung eine Oerade 0(7, deren sammtliche Punkte lehrend einer un- 
begrenzt kurzen Zeit dt keine Verschiebung erleiden. Diese Gerade 
heisst die Momentanaxe, 

Ist dO der Winkel, den der Körper um die Momentanaxe be- 
schreiben muss, um einen Punkt P aus seiuer Lage zur Zeit t in die 
zur Zeit t'\' dt zu bringen^ so heisst das schliessliche Yerhaltniss von 
dO zu dt die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die Momentanaxe. 
Die Winkelgeschwindigkeit kann auch als der Winkel definirt werden, 
welchen der Körper in der Zeiteinheit beschreiben würde, wenn er 
fortführe mit derselben Geschwindigkeit, die er in dem gegebenen 
Moment hatte, sich um die nämliche Axe während der Zeiteinheit 
gleichförmig zu drehen. 

§ 219. Wir wollen nun die Einschränkung, dass der Körper sich 
um einen festliegenden Punkt bewegen soll, fallen lassen. Man kann 
den folgenden Satz aufstellen: 

Jede Verrückung eines starren Korpers kann man als die CavnbinaiMn 
der beiden folgenden Bewegungen ansehen: (1) einer Translationsi>ewegung, 
icodurch jeder materielle Pwnkt sich paraUd zur Bewegungsrichtung irgend 
eines angenommenen mit dem Körper starr verbundenen Punktes P die- 
selbe Strecke entlang bewegt, (2) einer Botationsbewegu/ng des ganzen 
Körpers um eine durch den a/ngenommenen Punkt P gehende Axe. 

Dieses Theorem und das über die Centralaxe rühren von Chasles her. 
Bulletin des Sciences McUhSmaUques par Ferussac, vol. XIV. 1880. Siehe auch 
Poinsot, Thdorie NowoeUe de la JRotatian des Corps. 1834. 

Es leuchtet ein, dass die Aenderuüg der Lage dadurch bewirkt 
werden kann, dass man P durch eine Translationsbewegung von seiner 
alten in seine neue Lage P' bringt, alsdann P' als festen Punkt bei- 
behält und zwei beliebige Punkte des Körpers, die mit P nicht in 
derselben Geraden liegen, in ihre Endlagen bewegt. Diese letzte Be- 
wegung ist, wie wir bewiesen haben, mit einer Botation um eine 
durch P' gehende Axe gleichwerthig. 
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Da diese Bewegungen durchaus unabhängig Toneinander sind, so 
kann man ihre Reihenfolge offenbar umkehren^ d. h. man kann den 
Körper zuerst rotiren lassen und ihm dann die Translation geben; man 
kann auch annehmen, sie fönden gleichzeitig statt. 

Wie man sieht, kann man jeden Punkt P des Körpers als Reductions- 
punkt fiir die doppelte Operation wählen. Die gegebene Yerrückung 
kann daher auf imendlich viele Arten ausgeführt werden. 

§ 220. Vertauschnng der Rednetionspnnkte. Die Beziehungen 
Bwisdien den Rotationsaxen und -Winkeln ssu finden, wenn verschiedene 
Pufikte Pj Q ßu Bedudionspunkten gewählt werden. 

Die Yerrückung des Körpers möge dur^h eine Rotation (Drehung) 
um die Axe PR und eine Translation (Verschiebung) PP' dargestellt 
werden. Dieselbe Yerrückung möge auch die Rotation 6' um die Axe 
QS und die Translation QQ' ergeben. Es ist klar, dass jeder Punkt 
zwei Verschiebungen hat, (1) eine Translation gleich und parallel mit 
PP' und (2) eine Rotation durch einen Bogen in einer auf der Rotations- 
axe PB senkrechten Ebene. Die zweite Verschiebung ist nur dann 
Null, wenn der Punkt auf der Axe PB liegt. JDie einzigen Punkte, 
deren Verschidmngen dieselben sind wie die des BeducHonspunktes, liegen 
daher auf der diesem Punkt entsprechenden Botationsaxe, Durch den 
zweiten Reductionspunkt Q ziehe man eine Parallele zu PB, Alsdann 
sind für alle in der Parallelen liegenden Punkte die in Folge der 
Translation PP' und der Rotation 6 um PB stattfindenden Ver- 
schiebungen dieselben, wie die entsprechenden für den Punkt Q. Diese 
Parallele muss daher die dem Reductionspunkt Q entsprechende Rota- 
tionsaxe sein. Es folgt daraus, dass die BotaMonsaxen für alle Bedudions- 
punkte parallel sind. 

§ 221. Der Abstand der Rotationsaxen für P und Q, die also 
parallel sind, sei a. Schneidet die Ebene des Papiers diese Axen recht- 
winklig in P und Qy so ist P^ = a. 
PP'y Q Q' mögen die linearen Ver- 
schiebungen von P bez. Q dar- 
stellen, die nicht nothwendiger 
Weise in der Ebene des Papiers 
zu liegen brauchen. 

In Folge der Rotation um 
PB beschreibt Q den zum Winkel 
gehörigen Bogen des Kreises vom 

Radius a; die Sehne Qq dieses Bogens ist 2 a sin ^^ und ist die durch 

die Rotation hervorgerufene Verschiebung. Die ganze Verschiebung 
QQf von Q ist die Resultante von Qq und der Verschiebung PP' von 
P. Auf dieselbe Weise beschreibt P in Folge der Rotation 0' nm QS 





'« 
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einen Bogen^ dessen Sehne Pjp gleich 2 a sin -r^ 0' ist. Die ganze Yer- 

rückung PP' von P ist die Residtante von Pjp und der Verschiebung 
QQ' von Q, Wenn aber die Verschiebung von Q der von P zusammen 
mit Qg und die von P der von Q zusammen mit Pp gleichkommt, 
so muss Pp gleich Qq sein und die entgegengesetzte Richtung haben. 
Dazu ist erforderlich, dass die beiden Rotationen dy B' um Pi2 und Q8 
gleich sind und dieselbe Richtung haben. Es folgt daraus ^ dass die 
aUen Bedudionspunkten entdeckenden BoUxtionsmnkel gleich sind, 

§ 222. Da die Translation QQ' die Resultante von PP' und Qq 
ist, so kann man mit Hülfe dieses Satzes nun sowohl die Translation 
als die Rotation, die irgend einem gegebenen Reductionspunkt Q ent- 
sprechen, finden, wenn die fQr P bekannt sind. 

Da die in Folge der Rotation um PR stattfindende Verschiebung 
Qq senkrecht auf PB steht, so ist die Projection von QQ' auf die 
Rotationsaxe dieselbe wie die von PP\ Daher sind die ProjecUanen 
der Verschiebungen aller Ptmkte des Körpers auf die BotaMonsaace gleich, 

§ 223. Wichtig ist der Fall, in welchem die Verrückrmg eine 
einfache Rotation 6 um eine Axe PR ohne Translation ist. Wird 
irgend ein Punkt Q im Abstand a von PR als Reductionspunkt ge- 
wählt, so wird dieselbe Verrückung durch eine Translation von Q 

längs der Sehne Qq^=2a^m--d in einer Richtung, die den Winkel 

— {% — 0) mit der Ebene QPR macht, und eine Rotation dargestellt, 

die gleich sein und um eine Axe stattfinden muss, welche PR 
parallel ist. Daher kann eine RoiaHon um irgend eine Axe durch eine 
gleiche Rotation um eine parallele Axe 0usammen mit einer Translations- 
bewegung ersetzt werden. 

§ 224. Wenn die Rotation unbegrenzt klein ist, lässt sich der 
Satz so aussprechen: Eine Rotationsbewegung odt um eine Axe PR 
ist einer gleichen Rotationsbewegung um irgend eine parallele Axe 
Q8 im Abstand a von PR äquivalent zusammen mit einer Translations- 
bewegung am dt senkrecht zu der die Axen enthaltenden Ebene und 
in der Richtung, in der Q8 sich bewegt. 

§ 225. Die Centralaxe. Hs ist oft wichtig^ den Reductionspunkt 
so zu wählen, dass die Translationsrichtung mit der RotcUionsaxe eur 
sammenfaUt. Wir wollen sehen, wie dies geschehen kann. 

Die gegebene Verrückung des Körpers möge durch eine Rotation 
um PR und eine Translation PP' dargestellt sein. Man ziehe P' N 
senkrecht zu PR, Wenn möglich, möge eine Rotation um eine Axe 
Q8 und eine Translation QQ' längs Q8 dieselbe Verrückung darstellen. 
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Nach §§ 220 und 221 muss QS parallel PB und die Rotation um Q8 
gleich 6 sein. Die Translation bewegt P längs PR um eine Strecke 

gleich QQ' und die Rotation um Q8 
bewegt P längs eines Bogens^ dessen 
Ebene senkrecht auf PB steht. Q<jf 
muss daher gleich PJVund NP' muss 
die Sehne des Bogens sein. Daraus 
folgt y dass QS in der Ebene liegen 
muss, die NP' halbirt und senkrecht 
zu NP' ist und in einem solchen Ab- 

standayonPi2; dass^P'=2a8in -r-ö 

oder^ was bequemer ist, in einem 
solchen Abstand y yon der Ebene 

NPP\ dass NP' = 2y tg 4 ö ist. 

Die Rotation von Q8 hat jV nach 
P' zu bringen und findet in derselben 
Richtung statt , wie die Rotation um PB. Der Abstand y muss 
daher vom Mittelpunkt von NP' aus in der Richtung genommen 
werden, in welcher dieser Mittelpunkt durch seine Rotation um PB 
bewegt wird. 

Nachdem so die allein mögliche Lage von Q8 ermittelt ist, bleibt 
noch zu beweisen, dass die Verschiebung yon Q in der That längs QS 
stattfindet. In Folge der Rotation um PB beschreibt Q einen Bogen, 

dessen Sehne Qq parallel P'N und gleich 2asin — ist. Die Sehne 

Qq ist daher gleich NP' und die Translation NP' bringt q zurück 
in seine Lage Q, Daher wird Q nur durch die Translation PN be- 
wegt, d. h. Q bewegt sich längs QS. 

§ 226. Daraus folgt, dass jede Verrückung eines Korpers durch 
eine Botation um eine gewisse Gerade und eine Translation paraUd 
dieser Geraden dargestellt werden kann. Diese Art der Bewegung heisst 
Schraubenbewegung und die Gerade Centraiaxe oder auch Schra^nbenaxe, 
das Verhältniss der Translation zu der Rotationsamplitude aber der 
Pfeil oder der Windungsparameter der Schraube. 



§ 227. Dieselbe Verrücktmg eines Körpers kann nicht durch zwei 
verschiedene Schraubenbewegungen ersetet werden. Wir wollen annehmen 
es sei möglich und AB^ CD seien die beiden Gentralaxen. AB und 
CD sind dann nach § 220 parallel. Die Verrückung eines Punktes Q 
auf CD findet man durch Drehung des Körpers um AB und durch 
eine Translation parallel zu AB] Q hat daher eine Verschiebung 
senkrecht zu der Ebene ABQ und kann sich daher nicht ausschliesslich 
längs CD bewegen. 



Zusammensetzung von Rotationen (§ 226 — 280). 209 

§ 228. Wenn die Rotationen unbegrenzt klein sind, so yereinfacht 

sich die Ermittlung der Centralaxe. Die Verrüchmg möge dwrch eine 

BataHon odt um eine Axe PR und eine Trcmslation Vdt in der Richtung 

PF' gegeben sein. Man trage von P aus senkrecht zwr Ebern P'PR 

und nach der Seite der Ebene hin^ nach welcher sich P' bewegt^ die 

Fsin P'PR 

Strecke y = auf. Eine ParaUde m PR durch den End- 

pimkt von y ist die Centralaxe. 

Beisp. 1. Die Verschiebungen AA\ BB\ CC dreier Punkte eines Körpers 
sind nach Richtung und Grösse^ aber nicht nothwendiger Weise der Lage nach 
gegeben; man finde die Richtung der Rotationsaxe, die irgend einem Reductions- 
punkt P entspricht. 

Durch einen beliebig angenommenen Funkt ziehe Oa, Oß, Oy parallel 
und gleich AA\ BB\ CC\ Ist Oq die Richtung der Rotationsaxe, so sind die 
Projectionen Ton Oa, Oß, Oy auf Oq sämmtlich gleich. Oq ist daher das Loth 
von O auf die Ebene aßy. Auch daraus sieht man wieder, dass die Richtung 
der Rotationsaxe fOr alle Reductionspunkte die gleiche ist. 

Beisp. 2. In dem vorigen Beispiel werde die Bewegung auf die Centralaxe 
bezogen; man zeige, dass die Translation längs derselben gleich Oq ist. 

Beisp. S. Gegeben sind die Verschiebungen AA\ BB' zweier Punkte J., B 
des Körpers und die Richtung der Centralaxe; man finde die Lage der Centralaxe. 
Man lege durch AA\ BB' Ebenen parallel zur Centralaxe; halbire AA\ BB' 
durch Ebenen bez. senkrecht zu diesen Ebenen uud parallel zur Richtung der 
Centralaxe. Die beiden letzten Ebenen schneiden sich in der Centralaxe. 

ZusammensetzTing von Rotationen nnd Schranbenbewegnngen. 

§ 229. Man hat oft nöthig Rotationen um Axen OA, OB, die sich 
im Punkt treffen ^ zusammenzusetzen. Da dieser Fall in der Djmamik 
der Systeme starrer Körper aber nur dann vorkommt, wenn die Rotationen 
unbegrenzt klein sind, so wollen wir zuerst diesen Fall eingehender be- 
sprechen und später am Ende des Kapitels im Allgemeinen angeben, wie 
man zu verfahren hat, wenn die Rotationen von endlicher Ghrösse sind. 

§ 230. Wdchen Sinn hat es, wenn man sagt, ein Körper habe 
WinJcdgeschunndigkeiten um mehr als eine Axe zur seihen Zeit? 

Von einem sich bewegenden Korper sagt man^ er habe eine 
Winkelgeschwindigkeit oi um eine Gerade , wenn der Körper sich um 
diese Gerade drehend einen Winkel iodt beschreibt und dabei jeder 
Punkt des Körpers von seiner Lage zur Zeit t in seine Lage zur Zeit 
t-^ dt gebracht wird. 

Man nehme an, der Körper drehe sich während dreier aufeinander 
folgender Litervalle, von denen jedes dt ist, nacheinander um drei ver- 
schiedene Gerade OA, OB, OC, die sich im Punkt schneiden und 
beschreibe dabei die Winkel a^dt, o^dt, co^dt. Wir woUen merst 
beweisen, dass die Endlage dieselbe bleibt, in welcher Reihenfolge die 
Rotationen auch stattfinden. P sei ein beliebiger Punkt im Körper 
und seine Abstände von OA, OB, OC seien bez. r^, r^, r^. 

Boath, Dynsmik. I. 14 
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Durch die erste Drehung um OÄ erhält P die Yerschiebimg m^r^dt. 
In Folge dieser Bewegung möge r^ auf r^ + ^^2 anwachsen; die Ver- 
schiebung durch die Rotation um OB beträgt dann ihrer Grösse nach 
(o^{r^ -\- dr^ dt Wie aus der Differenzialrechnung bekannt ist^ kann 
man aber in der Grenze die Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen; 
damit wird die Verschiebung m^r^dt Ebenso ist die Verschiebung in 
Folge der letzten Rotation m^r^dt Die drei Resultate sind aber die- 
selben^ in welcher Reihenfolge man auch die Rotationen stattfinden 
lässt. Auf ähnliche Weise lässt sich zeigen^ dass auch die Ricktungen 
dieser Verschiebungen von der Reihenfolge nicht abhängen. Die End- 
Verschiebung ist die Diagonale des Parallelepipeds, das sich über diesen 
drei Linien als Seiten beschreiben lässt und hängt daher von der Folge 
der Rotationen nicht ab. Weil also die drei Rotationen durchaus unab- 
hängig von einander sind, so kann man sagen, sie fänden gleichzeitig statt. 

Wenn man daher von einem Körper behauptet, er habe Wiakel- 
geschwindigkeiten um drei verschiedene Axen, so meint man damit 
nur, dass die Bewegung sich auf folgende Art bestimmen lasse: Man 
theüt die ganze Zeit in eine Anzahl kleiner Intervalle, von denen jedes 
dt ist, wtöirend eines jeden der Intervalle dreht man den Körper 
nacheinander um die drei Axen und lässt ihn dabei die Winkel o^dty 
w^dt, o^dt beschreiben. Wenn dann dt sich ohne Grenze vermindert, so 
wird die Bewegung während der ganzen Zeit damit genau wiedergegeben. 

§ 231. Offenbar lässt sich eine Rotation um eine Axe OÄ ihrer 
Grösse nach durch eine auf der Axe abgetragene Länge darstellen. 
Auch ihre Richtung stellt diese Länge dar, wenn man so verfährt, 
wie in der Statik, d. h. wenn einer Person, die längs der Axe so steht^ 
dass OÄ von zu ihren Füssen aus nach ihrem Kopf hin gemessen 
wird, die Rotation in einer Normalrichtung zu erfolgen scheint. Diese 
Richtung von OÄ heisst die positive Richtung der Axe. 

§ 232. Das Parallelogramm der Winkelgeschwindigkeiten. Wenn 
zwei Winkelgeschwindigkeiten um zwei Äxen OÄ, OB der Grosse und 
Bicktung nach durch die zwei Längen OÄ, OB dargesteUt werden^ so 

ist die Diagonale 00 des mit OÄ, 
OB als Seiten construirtenPardlleiUh 
gramms die resuUirende Botatians- 
axe und ihre Länge stellt die Grösse 
der resuUirenden Winketgeschwindig- 
keit dar, 

P sei irgend ein Punkt in 0(7 

und PJf, PN Lothe von P auf 

OÄ, OB, Da OÄ die Winkelgeschwindigkeit um OÄ darstellt und 

PM der senkrechte Abstand des Punktes P von OÄ ist, so stellt das 

Product OÄ • PM die Geschwindigkeit von P in Folge der Winkel- 
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geschwindigkeit um OÄ dar. Ebenso stellt OB • PN die Geschwindig- 
keit von P in Folge der Winkelgeschwindigkeit um OB dar. Da sich 
P auf der linken Seite von OÄ und auf der rechten von OB befindet, 
wenn man längs dieser Richtungen hinblickt, so haben diese Ge- 
schwindigkeiten offenbar entgegengesetzte Richtungen. 

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird daher dargestellt durch 

OATM—OB' PN= OP{OÄ • sin COÄ —OB- sin GOB) = 0. 

Der Punkt P ist mithin in Ruhe und (7 die resultirende Rotationsaxe. 

Bedeutet cd die Winkelgeschwindigkeit um 0(7, so ist die Ge- 
schwindigkeit irgend eines Punktes A in OA senkrecht zur Ebene 
AOB und wird durch das Product aus cö und dem senkrechten Ab- 
stand des Punktes A von OC^ also durch o • OA sin GOA^ dargestellt. 
Da die Bewegung aber auch durch die beiden gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten um OAy OB bestimmt wird, so stellt auch das 
Product aus OB und dem senkrechten Abstand des Punktes A von OJS, 
also OB* OA sin B OAy die Geschwindigkeit von A dar. Daraus folgt: 

sm COA 

Die Winkelgeschwindigkeit um 00 wird daher ihrer Grosse nach 
durch 00 dargestellt. 

Aus diesem Satz kann man als ZusaU ,,das ParciUelogramm der 
WinJcdbesdUeunigungen" ableiten. Denn wenn OA, OB die in irgend 
einem Augenblick hinzukommenden dem Körper gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen, so bestimmt OC die resultirende hinzu- 
kommende Winkelgeschwindigkeit der Richtung und der Grösse nach. 

§ 233. Dieser Satz zeigt, dass Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen nach denselben Regeln und auf dieselbe Art, 
als ob sie Ejrafte wären, zusammengesetzt und zerlegt werden können. 
So lässt sich die Winkelgeschwindigkeit o um eine gegebene Axe in 
zwei Componenten to cos a und co sin a um Axen zerlegen, die auf 
einander senkrecht stehen und mit der gegebenen Axe die Winkel a 

und -r- « — a bilden. 

Hat ein Körper die Winkelgeschwindigkeiten cd^, cd^, m^ um drei 
zu einander senkrechte Axen Ox, Oy^ Ozy so sind sie einer einzelnen 

Winkelgeschwindigkeit o äquivalent, wenn o = ycix + fo^ + cn^ ^^*; 
um eine Axe, welche mit den gegebenen Axen Winkel macht, deren 

Cosinusse bez. —, -^, ~ sind. Dies lässt sich wie in dem ent- 

sprechenden Satz der Statik beweisen, indem man die drei Winkel- 
geschwindigkeiten zu je zweien zusammensetzt. 

Es wird nicht nöthig sein, die verschiedenen in der Statik für die 
KnLfte bewiesenen Sätze hier für Winkelgeschwindigkeiten zu wieder- 
holen. Wir können das „Dreieck der Winkelgeschwindigkeiten" und 

14* 
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die andern Regeln für die Zusammensetzung verschiedener Winkel- 
geschwindigkeiten ohne weiteren Beweis benutzen. 

§ 234. Das Winkelgeschwindigkeitspaar. Ein Körper hat die 
WinJcelgeschmndigkeiten a, e/ um zwei parallele Axen OAy O'B, die 

den Abstand a voneinander haben; man 
> finde die resuitirende Bewegung, 

^ Da parallele Qerade als die Grenz- 

C läge zweier Geraden, die sich in sehr 



0'- 







x\ j^ |5r grosser Entfernung schneiden, an- 

'^^ gesehen werden können, so folgt aus 
dem Parallelogramm der Winkel- 
geschwindigkeiten, dass die beiden gegebenen Winkelgeschwindigkeiten 
einer einzelnen um irgend eine parallele Aie 0"(7, die in der OAy OB 
enthaltenden Ebene liegt, äquivalent sind. 

X sei der Abstand dieser Axe von OA und es werde angenommen, 
dass es auf derselben Seite von OA liege, wie O'B, Sl sei die Winkel- 
geschwindigkeit um X, 

Man nehme irgend einen Punkt P im Abstand y von OA, der 
in der Ebene der drei Axen Hegt. Die Geschwindigkeit von P, die 
er der Rotation um OA verdankt, ist my, die Geschwindigkeit in 
Folge der Rotation um O'B ist (o{y — a). Die beiden zusammen 
müssen aber der Geschwindigkeit in Folge der resultirenden Winkel- 
geschwindigkeit um 0"C, d. h. Sl{y — x) äquivalent sein; daher ist 

»y + <ö'(y — a) = Sl{y — x). 

Diese Gleichung gilt für alle Werthe von y; man erhalt also 

Sl = 0} -f- io, ^ = ^' 

Wir wären zu demselben Resultat gekommen, wenn wir die Resultante 
zweier Kräfte co, caf gesucht hätten, die in den Richtungen OA, O'B wirken. 

Ist CO = — ©', so verschwindet die resultirende Winkelgeschwindigkeit, 
X ist dagegen unendlich gross. Die Geschwindigkeit eines Punktes P ist in 
diesem Fall cdj/ -|- o'(y — a) = aco, also unabhängig von der Lage von P. 

Daraus folgt, dass zwei Winkelgeschwindigkeiten, von denen jede 
gleich OD ist, die aber den Körper in entgegengesetzten Richtungen 
zu drehen suchen und die um zwei parallele, um a voneinander ab- 
stehende Axen stattfinden, einer durch acD dargestellten Translations- 
geschwindigkeit gleichkommen. Dies entspricht dem Satz der Statik, 
dass „ein Paar'^ durch sein Moment gemessen wird. 

Als 2jusatz lässt sich daraus ableiten, dass die Bota^ionsbewegung m 
um eine Axe OA der gleichen Rotationsbewegung um eine parallele Axe 
O'B äquivalent ist zusammen mit einer TranslaMon aoi, die senkreckt fsu 
der OA, O'B enthaltenden Ebene in der Richtung stattfindet, in wdcher 
sich O'B bewegt. Siehe auch § 223. 
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§ 235. Die Analoge mit der Statik. Alle Satze der Statik, die 
sich auf die Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte und Paare 
beziehen 9 beruhen auf den Theoremen: 

1. Dem Parallelogramm der Kräfte und dem Parallelogramm der 
Paare. 

2. Die Kraft F ist einer gleichen und parallelen Kraft zusammen 
mit einem Paar Fp äquiyalent, wenn p der Abstand der Ejräfte ist. 

Dem entsprechend hat man in der Dynamik die folgenden Theoreme 
über die augenblickliche Bewegung der starren Körper: 

1. Das Parallelogramm der Winkelgeschwindigkeiten und das 
Parallelogramm der Translationsgeschwindigkeiten. 

2. Die Winkelgeschwindigkeit cd ist einer gleichen Winkel- 
geschwindigkeit um eine parallele Axe zusammen mit einer Trans- 
lationsgeschwindigkeit mp äquivalent, wenn jp der Abstand der paral- 
lelen Axen ist. 

Daraus folgt, dass jedem Satz der Statik, der sich auf die Kräfte 
bezieht, ein Satz der Dynamik entspricht, der sich auf die Bewegung 
der 'starren Körper bezieht und dass sich beide auf dieselbe Art be- 
weisen lassen. 

Um die Analogie zu yervollständigen, wollen wir hinzufugen, 
1) dass eine Winkelgeschwindigkeit wie eine Kraft der Statik zu ihrer 
ToUständigen Bestinmiung fünf Gonstante nöthig hat und 2) dass eine 
Translationsgeschwindigkeit wie ein Paar der Statik nur drei braucht. 
Vier Gonstante sind erforderlich, um die Wirkungslinie der Kraft oder 
die Botationsaxe und eine um die Grösse einer jeden zu bestinmien. 
Femer ist in beiden Fallen eine üebereinkunft über die positive 
Bichtung der Linie nöthig. Zwei Gonstante und eine üebereinkunft 
braucht man zur Bestimmung der positiven Bichtung der Axe des 
Paares oder der Translationsgeschwindigkeit und eine für die Grösse 
des Paares bez. der Geschwindigkeit. 

Die Entdeckung dieser Analogie verdankt man Po ins ct. 

§ 236. um zu zeigen, wie nützlich diese Analogie ist und wie 
leicht msm die bekannten Sätze der Statik in die entsprechenden der 
Dynamik umformen kann, wollen wir die bekannteren Sätze, die so- 
wohl in der Statik als der Dynamik fortwährend gebraucht werden, 
nebeneinander stellen. 

In der Statik wird bewiesen, dass ein gegebenes System von 
Kräften und Paaren sich auf drei Strafte X, Y^ Z, welche längs 
rechtwinkliger Axen wirken, die man sich nach Gefallen auswählen 
kann und die sich in einem beliebigen Beductionspunkt treffen, 
zusammen mit drei Paaren reduciren lassen, die man Z, üf, N 
nennen kann und die um diese Axen wirken. Eine einfachere Dar- 
stellung ergibt sich dann, denn es wird bewiesen, dass sich diese 
Kräfte und Paare auf eine einzelne Kraft, die man B nennen kann, 
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und ein Paar G reduciren lassen^ welches um die Wirkungslinie von 
R wirkt. Diese Wirkungslinie von R heisst die Centralaxe. Es gibt 
. nur eine einem gegebenen Eraftesystem entspreebende Axe. Eine solche 
^U/l^Hc^ Darstellung eines gegebenen Eräfkesystems hat man Dyname genannt. 
Zieht man eine Gerade AB parallel zur Centralaxe und im Abstand c 
von ihr, so kann man JB, statt längs der Centralaxe, an A längs AB an- 
greifen lassen, wenn man nur ein neues Paar einführt, dessen Moment 
Rc ist. Combinirt man es mit dem Paar 6r, so erhält man für den 

neuen Beductionspunkt A ein neues Paar G' = YG^ + Ä^c*, während 
die Erafb dieselbe bleibt wie vorher. Das Paar G' ist ein Minimum, 
wenn c = ist, d. h. wenn AB mit der Centralaxe zusammenfällt. 
Nimmt man die Momente um AB, so sieht man, dass das Moment 
der Kräfte um jede zur Centralaxe parallele Gerade dasselbe und dem 
Minimalpaar gleich ist. 

Auf dieselbe Art, auf welche diese Resultate erhalten wurden, 
kommt man zu den folgenden Sätzen. Die augenblickliche Bewegung 
lässt sich auf die Translationsgeschwindigkeit eines beliebig wählbaren 
Beductionspunktes und eine Winkelgeschwindigkeit um eine Axe durch 
diesen Punkt zurückführen. Diese werden dann auf eine Winkel- 
geschwindigkeit, die man £1 nennen kann, um eine Axe, Centralaxe 
genannt, und eine Translationsgeschwindigkeit längs dieser Axe, die 
man V nennen kann, reducirt. Dieser Darstellung der Bewegung hat 
yi'^^^^^ man den Namen Schraubenbewegung gegeben. Zieht man eine Gerade 
AB parallel zur Centralaxe, so kann man Sl statt um die Centralaxe 
um AB wirken lassen, wenn man nur eine neue Translationsgeschwin- 
digkeit einführt, welche durch Sic dargestellt wird. Combinirt man 
sie mit V, so erhält man für den neuen Reductionspunkt J., welcher 
jeder Punkt auf AB sein kann, eine neue Translationsgeschwindigkeit 

F' = yF* + c^£l^, während die Winkelgeschwindigkeit dieselbe bleibt, 
wie vorher. Die Translationsgeschwindigkeit F' wird zum MiniTnnTw 
fQr c = 0, d. h., wenn AB mit der Centralaxe zusammenfällt. Man 
sieht, dass die Componente der Tranalationsgeschwindigkeit irgend 
eines Punktes A in der Richtung von ABy d. h. parallel der Central- 
axe immer dieselbe bleibt und der Minimaltranslationsgeschwindigkeit 
gleich ist. 

Die meisten von diesen Sätzen gelten auch für endliche Rotationen^ 
wie schon in den §§ 219 bis 228 nachgewiesen wurde. 

§ 237. Eine andre Darstellung, die von Nutzen ist, erhalt man 
aus dem folgenden Satz. Ein Eräftesystem kann durch eine Kraft i', 
die längs einer beliebig wählbaren Geraden wirkt und eine andre Ejraft 
F'- ersetzt werden, die längs einer andern Geraden wirkt und die erste 
Kraft im Allgemeinen nicht schneidet. Sie heissen conjugirte Kräfte. 
Der kürzeste Abstand zwischen ihnen schneidet, wie die Statik zeigt^ 
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die Gentralaxe rechtwinklig. Die Richtungen und Grossen der Ejräfte 
Fy F sind derart^ dass 12 ihre Resultante sein würde, wenn man sie 
parallel zu sich selbst so verpflanzen würde , dass sie die Gentralaxe 
schneiden. Wenn 6 den Winkel zwischen den Richtungen der Kräfte 
Fy F und a ihren kürzesten Abstand bezeichnet , so ist, wie bekannt, 
FF'aw\.B = (tJ2. Wenn die willkürlich wählbare Wirkungslinie 
Yon F derart ist, dass das Moment der Kräfte um sie Null ist, so 
wirken sowohl ^ als i^' länccs dieser Linie in entfirefrenfifesetzten 
Richtungen und beide sind unefdüch gross. 

Mit Hülfe der Analogie erhält man die entsprechenden Sätze für 
die Bewegung der Körper. Jede Bewegung lässt sich durch zwei 
Winkelgeschwindigkeiten darstellen, die eine o um eine Axe, die wir 
nach Belieben wählen können, die andre co' um eine Axe, die im All- 
gemeinen die erste Axe nicht schneidet. Sie heissen conjtigirte Axen, 
Ihr kürzester Abstand schneidet die Gentralaxe rechtwinklig. Diese 
Winkelgeschwindigkeiten sind derart, dass Sl ihre Resultante sein 
würde, wenn ihre Axen parallel zu ihren wirklichen Lagen so verlegt 
würden, dass sie die Gentralaxe schneiden. Ist der Winkel zwischen 
den Axen von gi, io und a ihr kürzester Abstand, so ist oco'asind = VSl, 
Ist die willkührlich wählbare Axe von a derart, dass die Gomponente 
der Geschwindigkeit eines jeden Punktes der Axe in ihrer Richtung 
Null ist (§ 137), so haben die Winkelgeschwindigkeiten o, (q eine 
gemeinschaffliche Axe, entgegengesetzte Vorzeichen und sind un- 
endlich gross. 

§ 238. Die Oeschwindigkeit der Punkte. Die Bewegung eines 
Körpers während der Zeit dt kann, wie in § 219 erklärt wurde, durch 
die Translationsgeschwindigkeit eines Reductionspunktes und eine 
Winkelgeschwindigkeit um eine durch gehende Axe dargestellt 
werden. Wir wollen drei rechtwinklige Axen Oxy Oy, Oz wählen, 
die dem specieUen Zweck, den wir im Auge haben, am besten dienen. 
Diese Axen schneiden sich in und bewegen sich mit Ö, wobei sie 
ihre Richtung im Raum unverändert beibehalten, u, t;, w seien die 
Gomponenten der Translationsgeschwindigkeit von längs dieser Axen 
und (Ogy Oy, CO« die Gomponenten der Winkelgeschwindigkeit. Die 
Winkelgeschwindigkeiten sollen positiv angenommen werden, wenn sie 
denselben Weg um die Axen nehmen, wie die positiven Paare in der 
Statik. So gehen die positiven Richtungen von a>xy (Oyy a, bez. von y 
nach gy von nach Xy von x nach y. 

Die ganze Bewegung des Körpers während der Zeit dt ist be- 
kannt, wenn diese sechs Grössen u, v, u?, cdx; (Oy, (o, gegeben sind. 
Man kann diese sechs Grössen die Componenten der Bewegung nennen. 
Wir wollen nun zusehen, wie man die Bewegung eines Punktes P findet, 
dessen Coordinaten Xy y, z sind. 

Suchen wir die Geschwindigkeit von P parallel zur jer-Axe. PN sei 
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die jEf-Coordinate und PJf ein Loth auf Ox. Die Rotation um Ox er- 
theilt P oflfenbar die Geschwindigkeit m^PM. Ihre Komponente längs 

NP ist a}sPMmiNPM= €a:,y. 
Ebenso ist die Componente in Folge 
der Rotation um Oy gleich — a^x 
und die in Folge der Rotation um Ojs 
Null. Addirt man die Translations- 
geschwindigkeit iv des Coordinaten- 
anfangs, so erhält man fOr die gan/^ 
Geschwindigkeit yonP parallel zu Oz 

und ähnlich die Geschwindigkeiten 
parallel den andern Axen 

u =u '■\- G}yZ — (o*y, 

t?' = v + a>,a? — ©xJBf. 

§ 239. Es ist manchmal nothig, die Darstellung einer gegebenen 
Bewegung yon einem Reductionspunkt auf einen andern zu übertragen. 
Die obigen Formeln setzen uns dazu in den Stand. Nehmen wir z. B. 
an, unser neuer Reductionspunkt liege im Punkt 0' und die Axen ßir 
0' seien denen für parallel. (|, ly, g) seien die Coordinaten von 0' 
und u\ v\ w\ Ox, Oy', o/ die Translations- und Winkelcomponenten 
der Bewegung für den Reductionspunkt 0\ Wir haben nun zwei 
Darstellungen derselben Bewegung, sie müssen für die Translations- 
geschwindigkeiten des Punktes P dasselbe Resultat geben. Daher gilt 

u + Oyi? — o,y = tt' + Q>y{g — ö — ^'{y — n)9 
V + o,ic — oixSi = t?' + o/(a; — |) — ©/(js — g), 
w + ^xV — (OyX= w + (oJ(ff — ri) — cjy\x — I) 

für alle Werthe von a?, y, z. 

Diese Gleichungen liefern m» = o«, o/ = Oy, o/ «= o,, so dass 
also für jeden Reductionspunkt, den man wählen möge, die Winkel- 
geschwindigkeit nach Richtung und Grösse dieselbe bleibt. Siehe § 221. 
Man sieht auch, dass die Ausdrücke ftir u , v\ w denen in § 238 analog 
sind, wie zu erwarten war. 

Man vergleiche damit die entsprechenden Formeln der Statik. 
Sind aUe Kräfte eines Systems drei Kräften X, F, Z^ die an einem 
Reductionspunkt längs dreier rechtwinkliger Axen wirken, zusammen 
mit drei Paaren um diese Axen äquivalent, so sind, wie wir wissen, 
die entsprechenden Kräfte und Paare für einen andern Reductions- 
punkt I, ly, g: 

M'= M+ ZI — Z?, 



X' = X, 

Z' =z. 
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§ 240. Die Sqnivalente Sehranbenbewegnng zu finden. Wenn die 
Bewegung äu/rch die Transilaä(msge8chumdigJceiten (u, v, to) eines BeducHanS" 
punJÜes und die WinJcdgeschumdigkeiten (jOx, fOy, cog) gegeben ist, die 
Ckntrcdaxey die Translationsgeschunndigkeit längs derselben und die Winkel- 
geschwindigkeit um siey d. h die äquivalente Schraubenbewegung m finden. 

Wählt man irgend einen Punkt P auf der Gentralaze zum Re- 
ductionspunkty so sind die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
dieselben wie für den Beductionspunkt 0. Ist iJ2 . die Resultante der 
Winkelgeschwindigkeiten cog, oiy^ m, (§ 233); so sind 

1) Die Bichtungscosinusse der Gentralaxe 

cosa = J, cos/J = J, cosy — ^. 

4 

2) Die Winkelgeschwindigkeit um die Gentralaxe «= H. 

3) Die Gomponente der Geschwindigkeit eines jeden Punktes in 
einer zur Gentralaxe parallelen Richtung ist dieselbe und derjenigen 
längs der Gentralaxe gleich. Siehe § 222 oder § 236. Ist daher 
V die Trauslationsgeschwindigkeit längs der Gentralaxe , so hat man 

F = M cos « + t? cos /J + tc? cos y, 
also 

VSl = U(Ox + VfOp + wm,. 

4) (a?, y, js) seien die Goordinaten von P, d. h. eines Punktes 
der Gentralaxe. Die Translationsgeschwindigkeit von P findet dann 
längs der Gentralaxe statt; daher ist 

19 10 dB 

» ff M 

Dies sind mithin die Gleichungen der Gentralaxe. 

Multiplicirt man den Zähler und Nenner eines jeden dieiser Brüche 
bez. mit tOxy (Oyj (o» und addirt sie, so ergibt sich jeder Bruch 

««, + ««y + u)io^ y 

«*' + »y" + «/ ß 

^»/^ Dieses Verhaltniss heisst der Pfeil der Schraube. 



/ 



§ 241. Die Invarianten. Aus (3) folgt^ dass für jeden Reductions- 
punkt^ den man wählen mag und für jede Richtung der Axen die 
Grösse J= mo, + t^Oy + m?©, inyariabel und gleich Fß ist. Diese 
Grosse kann man daher die Invariante der Componenten nennen. Die 
resultirende Winkelgeschwindigkeit ist ebenfalls invariabel und mag 
die Invariante der Botation heissen. 

Ist die Bewegung derart^ dass die erste der Invarianten Null wird, so 
muss entweder V=0 oder ß,^^0 sein. Es ist dies daher die Bedingung, 
unter welcher die Bewegung entweder eine einfache Translation oder eine 
einfache Botation ist, Soll die Bewegnmg einer einfachen Rotation äqui- 
valent sein, so dürfen ausserdem a^xf Oy, &, nicht sämmtlich Null sein. 
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Die entsprechende Invariante in der StÄtik ist LX'\'MY'\-NZ=^GK 
Verschwindet sie, so sind die Kräfte entweder einer einzelnen resul- 
tirenden Kraft oder einem einzehien Paar äquivalent. 

Beisp. 1. Man suche die Invarianten I und Sl yon(l) zweiWinkelgeschwindig- 
j keiten a», ©', (2) zwei Translationsgeschwindigkeiten v, v\ (3) einer Winkel- 
' geschwindigkeit co und einer Translationsgeschwindigkeit v. Die Resultate sind 

j (1) J=:a)«rsinÖ, (2) / = 0, (3) J = cot? cosö, 

ß«==a»' + cö'" + 2a)a»'cose, Ä = 0, 52 »eo, 

wobei S der Winkel zwischen den Axen der Geschwindigkeiten und r der kürzeste 
Abstand ist. Um den Beweis zu fuhren, wähle man passende Axen und drücke 
die Werthe der sechs Gomponenten t*, t>, w, a>^, a , <d^ für den Coordinaten- 

anfang als Reductionspunkt nach den §§ 238, 239 aus. Der Werth von I folgt 
aus seiner Definition. Man nehme hier r zur a;-Aze und die Axe von od zu der- 
jenigen der z. Das Resultat (2) ergibt sich durch Zusammensetzung der Ge- 
schwindigkeiten. 

Beisp. 2. Die Invariante I einer beliebigen Anzahl von Winkelgeschwindig- 
keiten (Dj, OD,, etc. und von Translationsgeschwindigkeiten Vj, v, , etc. ist die 
Summe der einzelnen Invarianten der zu je zwei zusammengenommenen €re- 
schwindigkeiten oder in algebraischer Form 

J= JSmv cos (p 4- 2(0(0 r sin 6 , 

worin 9 den Winkel zwischen der Richtung von v und der Axe von ad, den 
Winkel zwischen den Axen von cd, ca und r den kürzesten Abstand bedeutet. 

Bei dem Beweis beachte man, dass jede der sechs Bewegungscomponenten 
eine lineare Function von a)j , a>, , etc. ; Vj , t?, , etc. ist. Die Invariante I ist daher 
eine quadratische Function von der Form 

J= -4ii a»i "+ -4j, ©1 a>, + etc. + J?n «i Vj + -^i j ®i ^t + ®^- + ^11 ^'i ' + ^11 *^i ^1 + ^^-t 

worin die Coefficienten von der Grösse von Oj , cd, , etc. , f 1 , t;, , etc. nicht abhängig 
sind. Setzt man alle Geschwindigkeiten jedesmal mit Ausnahme einer einzigen 
gleich Null, so ergibt sich ui^^ =s , A^^ = , etc., Cn^O, etc. Setzt man dann 
alle Geschwindigkeiten jedesmal mit Ausnahme von zweien gleich Null und ver- 
gleicht die Resultate mit den in Beisp. 1 gegebenen, so findet man, dass die 
übrigen Goefficienten die oben angegebenen Werthe haben. 

Beisp. 3. Die Invariante I zweier Schraubenbewegungen (cd, t?), (cd', v') ist 
J= (ov + co't?' + {<ov' + (o'v) cos + «"' r sin d . 

Um es ZI} beweisen, addire man die sechs Invarianten der vier Grössen o, v, 
(o\ v\ je zwei zusammengenommen. 

§ 242. Es hmn die Aufgabe gestellt werden^ die Botationsaae stu 
finden, wenn die Bewegung einer einfachen BotaHon äquivalent ist, Sie 
ist aber offenbar die Centralaxe unter anderem Namen mid schon oben 
gefunden worden. 

§ 243. Eine Schraubenbewegwng hmn so auf ewei verschiedene Arten 
gegeben sein. Es können die sechs Gomponenten der Bewegong^ die 
wir (u, V, Wy (Dx; coy, CD«) genannt haben und die auch von dem 
zur Reduction gewählten Punkt abhängen, oder die Gleichungen der 
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Centralaxe^ die Oeschwindigkeit F längs ihr und die Winkelgeschwindig- 
keit Sl um sie gegeben sein. 

In dem letzteren Fall ist ein üebereinkommen nothig^ um Ver- 
wechselungen in Bezug auf die Richtung der Geschwindigkeiten V 
und Sl zu vermeiden. Die eine Richtung der Axe heisst die positive^ 
die entgegengesetzte die negative Richtimg. V ist dann positiv^ wenn 
es eine Geschwindigkeit in der positiven Richtung mittheilt und ebenso 
Sl positiv^ wenn einer Person^ die mit ihrem Rücken so auf der Axe 
liegt, dass die positive Richtung von ihren Füssen nach dem Eopf 
geht, die Rotation in der Richtung der Zeiger einer Uhr erscheint. 
Dies ist selbstverständlich nur die gewöhnliche Definition eines posi- 
tiven Paares, wie sie in der Statik gegeben wird. Siehe § 231. 

Die Methode, die positive Richtung der Axe zu bestimmen, ist 
leicht verständlich, wenn auch etwas umständlich zu erklären. Um 
den Goordinatenanfang als Gentrum beschreibe man mit dem Radius 
gleich der Einheit eine Kugel und lasse sie von den positiven Richtungen 
der Axen m Xj y^ z getrofiPen werden. Eine zur Gentralaxe Parallele, 
die durch den Goordinatenanfang geht, schneide die Kugel in L und L\ 
Die Richtungscosinusse der Axe seien gegeben, sagen wir, 2, m, n. 
Dann sind (2, t», n) die Gosinusse gewisser auf der Kugel gezogener 
Bogen, die bei Xy y, ss beginnen und z. B. bei L endigen, während 
( — Z, — w, — n) die Gosinusse der Supplementbogen sind, die an 
denselben Punkten Xy y, z beginnen und bei L' endigen. OL ist 
dann die positive und OL' die negative Richtung der Axe. 

§ 244. IHe Lage der Cenirälaxey die Trai^laiionsgeschwindigkeit 
längs derselben und die WinielgesckunndigJceU vm sie sind gegeben; man 
soU die Cotnponenten der Bewegung finden, wenn der Coordinatenanfang 
zum BeductionspunM genommen wird. 

Dies ist offenbar die umgekehrte Aufgabe, wie die eben be- 
sprochene. Die Gleichung der Gentralaxe sei 

x-- f ^ y — g __ z — h 
l m n ' 

worin (Imn) die Richtungscosinusse der Axe sind. F sei die Trans- 
lations-, Sl die Winkelgeschwindigkeit. 

Würde (fgh) zum Reductionspunkt genommen, so wären die 
Gomponenten der Translationsgeschwindigkeit IV, wF, nV und die 
Gomponenten der Winkelgeschwindigkeit ISl, mSl, nSl, Daher sind 
nach § 238, wenn man — /*, — ^, — h statt Xy y, z setzt, die Gompo- 
nenten der Bewegung für den Coordinatenanfang als Reductionspunkt 

u = ZF — Sl(mh — ng)y ©« = ISly 

V =m F— ■ Sl(nf — Ih) , Oy = wß, 

tc7«» n F— Sl(lg — mf)y «o, = nSl, 
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§ 245. Znsammensetznng und Zerle^ng von SchranbenbewegiuigeiL 

GegÄen smd etvei Schraubenbewegungen; man soU sie in eine eimtdne 
Schratibenhewegung msammensetisen und umgekehrt^ wenn eine Schra/uben-' 
bewegung geg^en ist ^ sie in zwei zerlegen. 

In dem ersten Fall wähle man einen passenden Reductionspmikt 
und geeignete Axen. Nach § 244 findet man die sechs Bewegungs- 
componenten jeder Schraubenbewegung für diesen Beductionspunkt. 
Addirt man sie zu je zweien, so ergeben sich die sechs Gomponenten 
der resultirenden Schraubenbewegung und schliesslich aus § 240 die 
Gentralaxe^ die Translations- und Winkelgeschwindigkeit der Schrauben- 
bewegung. 

Umgekehrt lässt sich eine gegebene Schraubenbewegung auf un- 
endlich viele Arten in zwei Schraubenbewegungen zerlegen. Da eine 
Schraubenbewegung durch sechs Gomponenten für irgend einen Re- 
ductionspunkt dargestellt wird, so haben wir bei den beiden Schrauben 
zwölf Grössen zur Verfügung^ von denen sechs erforderlich sind^ um 
die beiden Schraubenbewegungen der gegebenen äquivalent zu machen. 
Es steht daher in unserm Belieben^ wie wir die sechs übrigen Grössen 
wählen wollen. 

So kann man als eine Schraubenaxe eine beliebige gegebene Linie 
wählen mit irgend einer Translationsgeschwindigkeit längs derselben 
und einer willkührlichen Winkelgeschwindigkeit um sie. Die andre 
Schraubenbewegung findet man dann durch Umdrehung dieser an- 
genommenen und die Verbindung der so geänderten mit der ge- 
gebenen Bewegung. Dieser zusammengesetzten Bewegung ist die zweite 
Schraubenbewegung alsdann äquivalent. 

Oder man kann die Bewegung durch zwei Schraubenbewegungen 
darstellen^ deren Pfeile Null sind^ wobei dann noch die Axe der einen 
wiUkührlich wählbar bleibt. Dies sind die conjugirten Axen, von 
denen in § 237 die Bede war. 

Die folgende Art, stoei Schraubenbewegungen 8%i9ammenz%i8etzen, empfiehU sidt, 
wenn der kiHreeste Abstand zwischen ihren Axen der Lage und Grösse «oc^ 5e- 
kannl ist. 

(<o, «), {m\ v") mögen die Winkel- und TranslationageBchwindigkeiten der 
beiden gegebenen, (A, V) der resultirenden Schraubenbewegong sein. Durch Gleich- 
setzung der Invarianten (§ 241) eigibt sich 

ß F= av + «'»' + (fov + n'v) cos 6 + öö' r sin 6 
Ä> = «• + cd'" + 2aicD' cos 6 , 

worin 6 die Neigung der Axen und r ihr kürzester Abstand ist. Aue diesen 
Gleichungen folgt Sl und V. 

Wir wollen zunächst zeigen, dass die Axe der resuUirenden Schrauben- 
bewegung den kürzesten Abstand AA' der Axen der gegebenen Schrauben recht- 
winklig schneidet. Da die Gentralaxe der auf irgend einen Beductionspunkt über- 
tragenen Resultanten von <o, co parallel ist, so muss diese Axe auf AA' senkrecht 
stehen. Da femer AA* die Axen der beiden gegebenen Schrauben rechtwinklig 
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schneidet, so ist die Componente der Geschwindigkeit eines jeden Punktes yonÄÄ' l&ngs 
AA' Null und weil AA' senkrecht auf der Centralaze der resultirenden Schraube steht, 

so muss es auch diese Aze schneiden. 
Schliesslich wollen wir zeigen, dass 
der Abstand $ der Centrälccxe der beiden 
Schravhenbetoegungen von dem MüteU 
punkt C des kürgesten Abstandes durch 

a«J = lr(a>»— cD'«) + (a»t/ — o'ü)sinö 

gegeben ist, wobei die positive Bicktwng 
von £ nach der Axe von o hingeht 

Cri sei ein Loth auf die AA' und die gesuchte Centralaxe Oe enthaltende Ebene. 

Setzt man die Componente der Geschwindigkeit von C längs Cti in Folge der 

beiden Schraubenbewegungen deijenigen, welche die Folge der resultirenden 

Schraubenbewegung ist, gleich, so erh&lt man 

— A£ = t7 sin y — v' sin y' — y roo cos y + y r co' cos y', 

worin y, y die Winkel sind, welche die Axen AF, A' F* der gegebenen Schrauben 
mit der Centralaxe Oz machen. Durch Zerlegung ergibt sich 

A sin y aa 0»' sin , Sl cos y >» o -|- od' cos B , 

Sl sin y'= a> sin , Sl cos y »» cii>'-f~ ^ <^b 6 

und endUch durch Substitution der Werthe von y, y das obige Resultat. 

§ 246. Beispiele. Beisp. 1. Der Ort der Punkte eines sich um einen festen 
Punkt bewegenden Körpers, welche in irgend einem Moment dieselbe resultirende 
Geschwindigkeit haben, ist ein Ereiscylinder. 

Beisp. 2. Von einem festen Punkt werden Badienvectoren gezogen, die 
der Bichtnng und GrOsse nach die Geschwindigkeiten aUer Punkte eines in Be- 
wegung befindlichen starren Körpers darstellen; man beweise, dass die Endpunkte 
dieser Badienvectoren in irgend einem Augenblick in einer Ebene liegen. 

[Coli. Exam.] 

Diese Ebene steht offenbar senkrecht auf der Centralaxe und ihr Abstand 
von ndsst die Geschwindigkeit längs dieser Axe. § 228, Beisp. 1. 

Beisp. S. Der Ort der Tangenten an die Bahnen der verschiedenen Punkte 
derselben Geraden bei der Momentanbewegnng eines Körpers ist ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

AB sei die gegebene Gerade, CD die zu ihr coigugirte. Die Punkte yon 
AB drehen sich um CD und daher gehen die Tangenten sämmtlich durch zwei 
Gkrade, nämlich durch AB und seine folgende Lage A' B' und sind auch sämmt- 
lich einer Ebene parallel, die senkrecht auf CD steht. 

Beisp. 4. Ein Körper unterliege einem Zwang, der zwei Bewegungen A und 
B zulässt, von denen jede durch eine Schraubenbewegung dargestellt werden 
kann und m, m' seien die Pfeile der Schrauben. Der Körper muss dann eine 
Schraubenbewegung zulassen, die aus unbegrenzt kleinen Rotationen adt, m'dt 
um die Axen dieser Schrauben zusammengesetzt ist, die selbstverständlich von 
den Translationen madt, tn'adt begleitet sind. Man beweise, (1) dass der Ort 
der Axen aller dieser Schrauben die Fläche Jf{x*-\-y') >= 2axy ist. (2) Wenn 
dem Körper eine Schraubenbewegung längs einer Erzeugenden dieser Fläche 
mitgetheilt wird, so ist ihr Pfeil C-^-a cos 26^ worin c eine Constante ist, 
die für alle Erzeugungenden dieselbe bleibt und 6 den Winkel zwischen der 
Erzeugenden und der a;-Axe bedeutet. (3) Die Grösse und Lage der Fläche 
werde so gewählt, dass die beiden gegebenen Schrauben A und B mit ihrem 
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richtigen Pfeü auf der Fläche liegen; man zeige, dass nur eine Fläche gezogen 
werden kann, die zwei gegebene Schrauben enthält. (4) Nimmt man irgend drei 
Schrauben der Fläche und yerrflckt einen Körper derart, dass man ihn längs jeder 
einen kleinen Winkel beschreiben lässt, der dem Sinus des Winkels zwischen den 
beiden andern proportional ist, so nimmt der Köiper nach der letzten Verrückung 
wieder dieselbe Lage ein, die er yor der ersten hatte. 

Diese Fläche hat Sir R. Ball, dem man die obigen vier Sätze verdankt, 
CyUndroid genannt. 

Beisp. 6. Eine Momentanbewegung ist durch die Translationsgeschwindig- 
keiten (u, v, w) längs der Coordinatenaxen und die Winkelgeschwindigkeiten 
(^x > ®y * ^m) ^°^ ^^^ gegeben. Man soll sie durch zwei conjugirte Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen, von denen eine um die willkürliche Grerade 

f y—g z—h 



X 



l 



m 



n 



stattfindet. 



Ist St die Winkelgeschwindigkeit um die gegebene Aze, so hat man 






= Ztt + ff^v + nw — 



f, 9, 


h 


«X» %» 


"^z 


1, w, 


n 



worin (J, tu, n) die augenblicklichen Richtungscosinusse sind. 
Die Gleichungen für die conjugirte Aze sind 



X 



OD . (D • CO 

«» y' * 
2 , fn, fi 



^^lu-\-mv-^ntD y 



X 



y, « 



X^ «7 ^^t 



(f—x)u + (ß—y)v+ (Ä— 5)«. 



Diese allgemeinen Gleichungen vereinfachen sich, wenn die specieUen um- 
stände des Problems es erlauben, die Coordinatenaxen so zu wählen, dass einige 
Constanten Null werden. So ist z. B., wenn man die Centralaxe der Momentan- 
beweg^ung zur e-Axe und den kürzesten Abstand zwischen ihr und der gegebenen 
Geraden zur x-Axe nimmt, ii»=0, t7»0, ai^s»0, oo^sO; ^-»0, h = und 

Die erste Gleichung erhält man auf die in § 245 angegebene Art. Man drehe 
Sl um und verbinde es mit der gegebenen Bewegung; die Invariante dieser zu- 
sammengesetzten Bewegung verschwindet alsdann. Hat man die Winkelgeschwindig- 
keit Sl auf diese Weise gefunden, so ist die coigugirte Axe die Centralaxe der 
zusammengesetzten Bewegung und wird wie in § 245 ermittelt. Soll aber die con- 
jugirte Axe unabhängig von Sl gefunden werden, so kann man die zweite und 
dritte Gleichung benutzen. 

Die zweite Gleichung ergibt sich daraus, dass die Bewegungsrichtung eines 
Punktes der conjugirten senkrecht zur gegebenen Axe ist. 

Die dritte lässt sich daraus ableiten, dass die Bewegungsrichtung auch senk- 
recht auf der Geraden steht, die den Punkt mit (/*, g, h) verbindet. 

Diese Resultate gelten scheinbar nicht, wenn die gegebene Bewegung und 
die gegebene Axe derart sind, dass das aus der ersten Gleichung gefundene Sl 
unendlich gross wird. 

Es ist dies jedoch nur ein Grenzfall. Man sieht leicht, dass sowohl der 
zweiten als der dritten Gleichung genügt wird, wenn man x^^f-^-lt^ y = 9-\-^^i 
z^sih'^nt substituirt, d. h. die coi^jugirte Axe fällt mit der gegebenen zusammen. 
Wenn Sl' die Winkelgeschwindigkeit um die conjugirte Axe bezeichnet, so sind Sl 
und Sl' zusammen der resultirenden Winkelgeschwindigkeit der gegebenen Be- 
wegung äquivalent; daraus folgt, dass Sl' ebenfalls unendlich gross ist. In diesem 
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Grenz^all wird also die Bewegung durch zwei unendlich grosse entgegengesetzte 
Winkelgeschwindigkeiten um zwei zusammenfallende Axen dargestellt. 

Ein anderer Grenzfall ist der, in dem die gegebene Axe der Gentralaxe der 
gegebenen Bewegung parallel und die Invariante der Bewegung nicht Null ist. 
Alsdann sind l, m, n proportional a>^, <d , o^ und die zweite Gleichung stellt 

eine Ebene im Unendlichen vor. Die conjugirte Aze liegt daher im Unendlichen 
und die Winkelgeschwindigkeit um sie ist Null. 

Noch ein dritter Grenzfall ezistirt, wenn nämlich die Invariante der ge- 
gebenen Bewegung Null ist. Ist die gegebene Bewegung eine einfache Rotation 
um eine Axe, sagen wir Og, und ist die gegebene Axe nicht parallel Og und 
schneidet es auch nicht, so ist ß = und die conjugirte Axe fällt mit Oe zu- 
sammen. Ist die gegebene Axe parallel Oe oder schneidet es , so kann Sl jeden 
Werth haben und die conjugirte Axe ist die resultirende Axe der gegebenen Ro- 
tation und des umgedrehten Sl. 

Ist die gegebene Bewegung eine einfache Translation paraUel einer Axe Oz 
und steht die gegebene Axe nicht senkrecht auf Oe^ so ist A = und liegt die 
coigugirte Axe im Unendlichen. Steht dagegen die gegebene Axe senkrecht auf 
Oe^ BO kann Sl jeden Werth haben und die conjugirte Axe findet man wie zuvor; 
siehe § 234. 

Bei der analytischen Behandlung dieser GrenzHÜle wird es gut sein, die Axen 
so zu wählen, dass die oben angegebenen Vereinfachungen eintreten können. 

Beisp. 6. Steht die eine coigugirte Axe einer Momentanbewegung senkrecht 
auf der Gentralaxe, so schneidet die andere sie und umgekehrt. Läuft die eine 
conjugirte Axe der Gentralaxe parallel, so liegt die andere in unendlich grosser 
Entfernung und umgekehrt. 

Beisp. 7. Ein Körper wird von irgend einer Lage im Raum in irgend eine 
andere bewegt und jeder Punkt des Körpers in der ersten Lage mit demselben 
Punkt in der zweiten Lage verbunden. Alle so gefundenen Geraden, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen, bilden einen Kegel zweiten Grades. Femer bilden 
die Mittelpunkte aller dieser Linien einen Körper, der im Stande ist, eine unend- 
lich kleine Bewegung zu machen und zwar jeder Punkt längs der Linie, auf 
welcher er liegt. Gayley's Beport to ihe British Assac., 1862. 

§ 247. CharakteiiBtik und Foeas. Wenn die Momentanbewegung eines 
Körpers durch zwei conjugirte Rotationen um zwei zu einander rechtwinklige Axen 
dargestellt wird, so kann man durch jede Axe eine Ebene legen, die auf der 
andern senkrecht steht. Die in der Ebene liegende Axe nennt man die Charakte- 
ristik dieser Ebene und die zu der Ebene senkrechte Axe schneidet sie in ihrem 
Focus. Die beiden Namen rühren von Ghasles her, Camptes Bendus, 1843. 
Auch von den folgenden Beispielen sind einige von ihm, jedoch ohne Beweise. 

Beisp. 1. Man zeige, dass jede Ebene eine Charakteristik und einen Focus hat. 

Die Gentralaxe schneide die Ebene in 0, Man nehme die Componenten der 
Translations- und Winkelgeschwindigkeit in den beiden Richtungen Ox, Oe, von 
denen die erste in der Ebene liegt und die zweite senkrecht auf ihr steht. Die 
Translationen längs Ox, Oe kann man entfernen, wenn man die Rotationsaxen 
paraUel zu sich selbst nach § 284 verschiebt. Auf diese Art wird die Bewegung 
durch eine Rotation um eine in der Ebene liegende Axe und eine zweite um eine 
Axe, die senkrecht zu ihr ist, dargestellt. Es folgt daraus auch, dass die Cha- 
rakteristik einer Ebene der Plrojection der Gentralaxe auf sie parallel ist. 

Beisp. 2. Wenn eine Ebene in dem Körper festliegt und sich mit dem 
Körper bewegt, so schneidet sie ihre folgende Lage in ihrer Charakteristik. Die 
Componente der Geschwindigkeit eines Punktes P der Ebene senkrecht zur Ebene 
ist seinem Abstand von der Charakteristik proportional und die in der Ebene 
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liegende Componente ist dem Abstand vom Focns proportional und steht senk- 
recht auf diesem Abstand. 

Beisp. 3. Wenn zwei coi\jugirte Ajcen eine Ebene in F und G schneiden, 
80 geht FG durch den Focus. Wenn femer zwei coigugirte Azen auf eine Ebene 
projicirt werden, so treffen sie sich in der Charakteristik der Ebene. 

Beisp. 4. Weim sich zwei Axen CM^ CN im Punkt G schneiden, so liegen 
ihre coigugirten Axen in einer Ebene, deren Focus C ist und treffen sich in dem 
Focus der Ebene CMN, 

Es folgt dies daraus, dass die Bewegungsrichtung eines jeden Punktes einer 
Geraden, die eine Axe schneidet, nur dann senkrecht zur Geraden ist, wenn sie 
auch die coxgugirte Axe trifft. 

Beisp. 6. Sind zwei beliebige Axen und ihre conjugirten Axen gegeben, so 
Uegen die vier Geraden auf demselben Hyperboloid. 

Beisp. 6. Die Momentanbewegung eines Körpers ist durch die Translations- 
und Winkelgeschwindigkeiten (v, v, w), (od^, a»„ co,) gegeben; man beweise, dass 
die Charakteristik der Ebene 

Ax + By + Gz -^ B =^ 

die Durchschnittslinie derselben mit der Ebene 

A{fA -|- m^z — «8^) + ^(^ + ®8* — ^'''i^) + ^(^ + «>i y — a),rr) = 
ist und dass sich ihr Focus aus 

u -^ m^z — m^y v -\- to^x — m^z w -\- ta^y — m^x 

ergibt '^ ^ ^ 

Denn die Charakteristik ist der Ort der Punkte, deren Bewegungsrichtungen, 
senkrecht zur Normalen auf die Ebene sind und der Focus ist der Punkt, dessen 
Bewegungsrichtung senkrecht auf der Ebene steht. 

Was wird aus diesen Gleichungen, wenn die Centralaxe die «-Axe ist? 

Beisp. 7. Der Ort der Charakteristiken der Ebenen, die durch eine gegebene 
Gerade gehen, ist ein einschaliges Hyperboloid; dabei ist der kürzeste Abstand 
zwischen der gegebenen Geraden und der Centralaxe die Richtung eines Haupt- 
durchmessers und die beiden andern Hauptdurchmesser halbiren den Winkel 
zwischen der gegebenen Geraden und der Centralaxe und seinen Nebenwinkel. 
Man beweise auch, dass der Ort aller Foci der Ebenen die zur gegebenen Geraden 
conjugirte Axe ist. 

Beisp. 8. Irgend eine Fläche A Uege in einem Körper fest und bewege 
sich mit ihm; die Normalebenen auf die Bahnen aller ihrer Punkte bilden die 
Enveloppe einer zweiten Fläche B. Man beweise, dass, wenn die Fläche B in 
dem Körper festgelegt wird und sich mit ihm bewegt, die Normalebenen auf die 
Bahnen ihrer Punkte die Enyeloppe der Fläche A bilden, so dass also die 
Flächen A und B co^jug^e Eigenschaften besitzen, indem jede Fläche der Ort 
der Foci der Berfihrungsebenen an die andre ist. Man beweise, dass wenn die 
eine Fläche eine Fläche zweiten Grades ist, es dann auch die andre ist. 

Sich bewegende Axen und die Enler'schen Gleichungen. 

§ 248. In § 230 ist gezeigt worden, dass sich die in der Zeit dt er- 
folgende Verrückung eines Körpers, der sich um einen festen Punkt be- 
wegt, durch Drehung des Körpers um drei Gerade OA^ OB, 0(7 construiren 
lasst, wobei der Körper gewisse Winkel m^dt, (o^dt, a^dt beschreibt. Ebenso 
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lässt sich die Verrückung während des nächsten Zeitintervalls dt da- 
durch darstellen, dass man den Körper um drei andre Gerade OÄ, 0B\ 
OC rotiren imd dabei- gewisse andre Winkel (o^dty (o^dt^ (o^'dt be- 
schreiben lässt. Wenn die beiden Axensysteme unendlich nahe bei- 
einander liegen und die Bewegung des Körpers stetig ist, so unter- 
scheiden sich die Winkelgeschwindigkeiten coi', etc. von co' etc. nur 
durch unendlich kleine Grössen. Die Bezugsaxen heissen in diesem 
Fall sich bewegende Axen. Man beachte, dass (o^dt den Rotations- 
winkel um O0 nicht in Bezug auf die sich bewegende Ebene, die OÄ 
und OC enthält, misst, sondern in Bezug auf eine im Baum fest- 
liegende Ebene, die durch die momentane Lage von OC geht. 

§ 249. Oxf Oy, Os seien die rechtwinkligen im Raum festliegenden 
Axen und co«, ©y, o, die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
eines Körpers zur Zeit t OA^ OB, OC seien drei rechtwinklige Axen, 
die sich um den festen Punkt bewegen und o^, cog^ a>3 die Componenten 
der Winkelgeschwindigkeit desselben Körpers zur selben Zeit. Fallen 
die beiden Axensysteme der Lage nach zur Zeit t zusammen, so ist 
Oj "= (Oxf o)^ =» oiy, 0)3 = o«; zur Zeit t -\- dt haben sich aber die 
beiden Systeme getrennt und man kann nicht länger behaupten, dass 
iDj + ^fl^s =^ o« + d(Os ist. 

Wir wollen nun zeigen, dass bis auf kleine Grössen höherer Ordnung 
d(o^ = dog isty wenn die sich bewegenden Axen im Körper fesüiegen. 
ORy OB' seien die resultirenden Botationsaxen des Körpers zu den 
Zeiten t und t -\- dt, d. h. eine Rotation Hdt um OB bringe den 
Körper in die Lage, in welcher OC mit Oa zur Zeit t zusammenfällt 
und eine weitere Rotation Sl'dt um OB' bringe den Körper in die 
benachbarte Lage zur Zeit t -f- dt, während in demselben Zeitintervall 
dt sich OC in die Lage OC bewegt. Nach der Definition des 
Differentialquotienten ist dann 

dm. T • «ß' 008 R'C — Sl 008 RC 

■dr = ^™- df ' 

do^, T • Ä' cos Ä'^r — ß 008 Bz 
-dt ^ ■^™- dt 

Die Winkel BC und Bz sind nach der Voraussetzung gleich. Da 
OC in dem Körper festliegt, so macht es während der Drehung des 
Körpers um OB' einen constanten Winkel mit OB'] daher sind auch 
die Winkel B'C und B'a gleich. Mithin sind die DifFerentialquotienten 
ebenÜEills gleich. 

§ 250. Der vorstehende Satz ist der specielle Fall eines Funda- 
mentaltheorems der Theorie sich bewegender Axen. Das letztere dUr 
gemeine Theorem gut nicht nur für Winkdgeschwindiglceiten, sondern für 
jeden Vector oder jede BicMwngsgrösse, die dem Pardttdogrammgesetis 
unterworfen ist, 

Boath, Dynamik. L 15 
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Nach § 215 dreht sich das bewegliche Axensystem um eine Mo- 
mentanaxe mit einer Winkelgeschwindigkeit, die 6 heissen mag. Oi^O^, 0^ 

seien die Componenten von um die Axen OA, 
OB, 00, In der Figur stellt dann 0^ die Qe- 
schvnndigkeit dar, mit welcher sich ein jeder 
Punkt des Kreisbogens BC längs dieses Bogens 
bewegt, 02 diejenige^ mit welcher sich ein Punkt 
von CA längs CA bewegt u. s. f. 

Fl, Fj, Fg und Fi, Vy, F, seien die Compo- 
nenten eines Yectors in Bezug auf die beweglichen 
Axen OA, OB, 00 bez. auf die festen Axen Ox, 
Oy, Og. ttf ß, y seien die Richtungswinkel von 
Ojef gegen OA, OB, 00] es ist dann F,=Fi cos« 4"^^ cos j8 + Fg cos y und 

-Fjsinylj. 

Fällt die Axe Oz zur Zeit t mit 00 zusammen, so ist a = -^!jc, 
^=2^«, y = und daher 

^»= ^ — V^ — V^ 
dt dt ^^ dt ^^ dt' 

da . 

-jr ist aber die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher sich die Axe OA 
von der momentan mit 00 zusammenfallenden festliegenden Geraden 
Oz entfernt; es ist daher -^ = 0^ und ebenso ^ = — 0v Man 
erhält mithin 

dt ~ dt '^i^« ' «^1' 

und ähnlich 

dt df ^i^i'T ^z^^y ~dr~Tt ^3«^!+ ^'i^Z' 

Ist der Vector F die resultirende Winkelgeschwindigkeit ß eines 
Körpers um die Momentanaxe (§ 233), so ist Fj=aii, V^=(o^, ^ = «»8 
und Vx = Gfjcf Vy = (Oy, Vt = (Dg. Es wird somit 

dm^ d(o 

Liegen die beweglichen Axen im Körper fest, so haben sie dieselbe 
Momentanaxe wie der Körper; es ist also 6 = Sl und daher auch 

da^ dm 

6i = (o^, 02 = cD^. Daraus folgt dann sofort -jj- = -^• 

§ 251. Wir wollen noch ein zweites Beispiel geben, x, y, z 
seien die Goordinaten irgend eines Punktes G, z. B. des Schwerpunktes 
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! eines sich bewegenden Körpers und mögen sich auf die beweglichen 
j Axen OÄ^ OBy OC beziehen, u, v, w seien die Componenten der 
Geschwindigkeit von G parallel zu diesen Axen und X, Z, Z die 
Componenten der Beschleunigung. Da sowohl die resultirende Ge- 
schwindigkeit als die resultirende Beschleunigung Vectoren sind^ so ist 

w = ^ — yÖ3 + ^ösj, X = -^ — vO^ + wO^, 

w = -^ — xe^ + yO^, Z=^—udi + vO,. 

Diese Resultate werden später von Nutzen sein. 

Der hier gegebene Beweis des Fundamentaltheorems für bewegliche Axen 
beruht auf der Methode, die Prof. Slesserin dem Quarterly Jowmdl^ 1868 angewendet 

hat, um zu beweisen, dass — j-^ =» -^— ist. Einen zweiten sehr einfachen Beweis 

dt dt 

findet man in dem Kapitel über bewegliche Axen im Anfang des 2. Theiles dieses 

Buches. 

§ 252. Enler's dynamische Oleiehnngen. Mam> soU die allgemeinen 
Bewegungsgleichungen eines Körpers bestimmen, welcher sich um einen 
festen Punkt bewegt. 

Xj y, z seien die Goordinaten eines materiellen Punktes m auf 
im Baum festliegende Axen Ox^ Oy, Oz bezogen. Nimmt man die 
Momente um die j9-Axe^ so erhalt man nach D'Alembert's Princip 






Sind (Oxj Oy; (Ot die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um 
die Axen^ so ist 

äx dy dz 

— = OyjEf — a},y, -^ = aj,x — ©arjer, -^ = ci,y — a^x. 

Daher 

d^\i da dn 

Diese Werthe sind nun in die Momentengleichung einzusetzen. 

Es seien o^, m^, a^ die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um 
drei rechtwinklige im Korper festliegende Axen OA, OB, OG und 
diese Axen mögen zur Zeit t mit den im Raum festliegenden zusammen- 

dm <2iii 

fallen. Alsdann ist cja. = (Dj, etc. und nach § 249, -r^ = ~dt ^ ®*^* 

Bei der Benutzung von Axen, die im Körper festliegen, hat man 
den Yortheil, dass die Trägheits- und Deyiationsmomente Constante 

16 • 
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sind. Wählt man dann femer zu diesen Goordinatenaxen die Haupt- 
axen für den festen Pnnkt^ so kommt noch die Vereinfachung hinzu, 
dass alle Deviationsmomente Null werden. Substituirt man nun die 

Werthe von -jitf -r^ in die Momentengleichung, so kann man also 
alle Glieder in der Gleichung für ^tf, die nicht y und in der ftir 
-~y die nicht x enthalten, weglassen. Man erhalt auf diese Weise 

Zmia? + y^)^ + £m{a^ - y«) m^m, = K 

Sind A, B, C die Hauptträgheitsmomente für den festen Punkt 0, 
so wird 

C^-(A-B)a,,a>, = N 

und ähnlich 

B ^ - (C - Ä) a,,a,, = M. 
Diese Gleichungen heissen die Euler'schen dynamischen Gleichungen, 

§ 253. Wir wissen, dass nach dem D'Alembert'schen Princip das 
Moment der Effectivkräfte um eine Gerade dem der gegebenen Kräfte 
gleich ist. Aus den Euler'schen Gleichungen ergiebt sich daher, 
dass die Momente der Effectivkräfte um die Hauptaooen für den festen 
PunM durch die linlcen Seiten dieser Gleichungen ausgedrückt werden. 
Liegt kein Punkt des Körpers im Raum fest, so ist die Bewegung 
des Körpers um seinen Schwerpunkt dieselbe, als läge dieser Punkt 
fest. Wenn dann J., J9, C die Hauptmomente fOr den Schwerpunkt 
bedeuten, so liefern die linken Seiten der Euler'schen Gleichungen die 
Momente der Effectivkräfte um die Hauptaxen des Schwerpunktes. Das 
Moment um eine andre durch den festen Punkt gehende Gerade lässt 
sich dann ein£Eu;h dadurch ermitteln, dass man diese Momente nach 
den Gesetzen der Statik zerlegt. 

Beisp. 1. Ist 2T =: Ä(D^* -\- Ba^* -^^ Cm^^, G das Moment der gegebenen 
Kräfte um die Momentanaxe und Sl die resultirende Winkelgeschwindigkeit, zu 

beweisen, dass -rr ^^ GSl ist. 

Beisp. 2. An einem Körper, z. B. der Erde, der sich um einen festen Punkt 
dreht, greifen Kräfte an, wie die Anziehung der Sonne und des Mondes, die eine 
Botation um eine zur Momentanaxe senkrechte Aze Jhervorzubringen suchen. Man 
zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit nur dann gleichförmig sein kann, wenn 
zwei der Hauptträgheitsmomente filr den festen Punkt gleich sind. Die Aze, um 
welche die Kräfte eine Drehung hervorzubringen suchen, ist diejenige, um welche 
der Körper, wenn er sich in Buhe beende, zu rotiren anfangen würde. 
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§ 254. Man bestimme den Druck auf den festen Funkt, 
x^yyZ seien die Coordinaten des Schwerpunktes; sie mögen auf recht- 
winklige im Baum festliegende Axen bezogen werden^ die sich in dem 
festen Punkt schneiden und P, Qy R seien die Gomponenten der Druck- 
kräfte im festen Punkt auf den Körper in der Richtung der Axen. 
Versteht man unter ft die Masse des Körpers, so erhält man 

und zwei ähnliche Gleichungen. 

Drückt man -r^ durch coar; c^^yy cd« aus und substituirt, so erhält 
man weiter 

[da dm^ "| 

mit den entsprechenden beiden andern Gleichungen. 

Lassen wir nun die im Baum festliegenden Axen in dem be- 
trachteten Moment mit den Hauptaxen für den festen Punkt zusammen- 

dm dm^ 

fallen, so können wir för -^ und -^ die Werthe aus den Euler'schen 
Gleichungen substituiren. Es wird dann 

^P + ZmX-iii^z-^y) 
mit ähnlichen Ausdrücken für Q und 22. 

§ 256. Beiflp. G sei der Schwerpunkt des EOrpers; man zeige, dass die 
Ausdrücke auf den linken Seiten der Gleichungen, welche die Druckkräfte auf 
den festen Punkt angeben, die Gomponenten zweier Kräfte sind; die eine, ß'- GH^ 
ist parallel zu GH^ einem Loth auf der Momentanaxe J, unter Sl die resultirende 
Winkelgeschwindigkeit verstanden; die andre, St'^-GKy ist senkrecht zur Ebene 
OGK, wenn GK normal auf der Geraden OJ steht, deren Bichtungscosinusse 

— -j — 0), ©, , — = — ©, (Dj , — j^ — ©j (D, proportional sind und Ä'* die Summe 

der Quadrate dieser GhrOssen bedeutet. 

§ 256. Enler's geometrische Oleichnngen. Man bestimme die 
geometrischen Gleichungen, welche die Bewegung des Korpers im Baum 
mit den Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um drei bewegliche Axen 
OÄ, OB, 00 verbinden. 

Man nehme den festen Punkt zum Gentrum einer Eugel^ deren 
Radius die Einheit ist; X^ Yy Z und A^ByC seien die Punkte^ in welchen 
die Engel von den festen bez. den beweglichen Axen geschnitten wird. 
ZO und BÄ oder ihre Verlängerungen mögen sich in E treffen. Es 
sei der Winkel XZC=^, ZC= ö, J5Ci = 9; man soll die geo- 
metrischen Beziehungen zwischen 0, 9, ^ und a^, oj^y 03 bestimmen. 
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ZC ist ferner ^• 



Ziehe CN seskrecht zu OZ. Da ^ der Winkel ist, den die Ebene 
COZ mit der im Raum festliegenden Ebene XOZ bildet, so ist die 

Geschwindigkeit von C senkrecht 

zur Ebene ZOG gleich CN^, 

was dasselbe ist wie sin 6 -^ , 

weil der Radius OG der Kugel 
der Einheit gleichkommt. Die 
Geschwindigkeit von G längs 

Die Be- 
wegung von G wird daher durch 
-irr und sin ö ^ längs ZG bez. 

senkrecht daau dargesteUt. Die 
Bewegung von G wird aber auch 
durch die Winkelgeschwindig- 
keiten (D^ und CD, längs BG bez. 
GA ausgedrückt. Diese beiden DarsteUungen derselben Bewegung 
müssen daher äquivalent sein. Die Gomponenten längs ZG und senk- 
recht dazu ergeben daher 

de . . 

•^ = ©1 sm 9 + cog cos tp 




sind 



d'^ 



dB 
dt 



®i = :^sm9) 



, = — OjL cos 9> + coj sin 9 

und ähnlich die Gomponenten längs GB und GA 

diff . ^ 
- ,^ sm cos g) 

dB t ätb . ^ . 

flOj := ^ cos 9 + ^ sm ö sm 9 

Diese beiden Gruppen von Gleichtmgen sind identisch; die eine 
lässt sich aus der andern durch algebraische Umformung ableiten. 

Auf dieselbe Art, indem man ein Loth von E auf OZ fäUt, lässt 
sich zeigen, dass die Geschwindigkeit von E senkrecht zu ZE gleich 

-^QUiZE ist, was dasselbe ist wie ^cosö. Die Geschwindigkeit von 
A in Bezug auf E längs EA ist ebenso -^ sin GA und dieses ist 
dasselbe wie -~- Die ganze Geschwindigkeit von A im Baum längs 

AB wird daher durch -^ cos ö + ^ dargestellt. Diese Bewegung 

wird aber auch durch Og ausgedrückt. Wie zuvor müssen die beiden 
Darstellungen derselben [Bewegung äquivalent sein. Man erhält daher 

d'tf) ^ , dq> 
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Hätten wir in ähnlicher Weise die Bewegung eines andern Punktes 
des EörperS; z. B. B, sowohl durch m^, cd^, cj^y als durch 0, % ^ aus- 
gedrückt, so hätten wir andre Gleichungen erhalten; da wir aber nicht 
mehr als drei aneinander unabhängige Rektionen erhalten können, 
so wären wir nur zu Gleichungen gekommen, die algebraische Um- 
formungen der früheren sind 

• 

§ 267. Manchmal ist es nöthig, die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers 
um die festen Axen OX,OYyOZ durch 9, % -^ auszudrücken. Das kann auf folgende 
Art geschehen. a>^, o> , 09^ seien die Winkelgeschwindigkeiten um die festen 
Axen, Sl die resultirende Winkelgeschwindigkeit. Geben wir dem Baum und auch 
dem Körper ausser seiner thatsächlichen Bewegung noch eine Winkelgeschwindig- 
keit — Ä um die resultirende Botationsaxe, so werden die Axen OÄ, OB, OC 
zu festliegenden Axen und die Axen OX, J, OZ bewegen sich mit den Winkel- 
geschwindigkeiten — 09^, — OD — cD^. Wenn wir daher in den obigen Formeln 

fp mit — iffy B mit — 6, ^ mit — qp vertauschen, so wird ©j, m^, a>, zu — ©^, 
— CO , — «^ und wir erhalten 

dO . , dq> . - 

©^ = — -j- sm ^ + ■—■ smO cos -^j 

dB . ^9» • « • . 

«,, = -j- cos 1^ + -5^ sm sm '^, 

" at dt 

dw . , dib 

§ 268. Beisp. 1. jp, 9, r seien die Bichtungscosinusse Ton OZ in Bezug 
auf die Axen OA^ OB, OC; man zeige, dass man zweien der Euler'schen 
geometrischen Gleichungen die symmetrische Form 

dp . da dr , 

geben kann. Die letzte Gleichung kann man durch Differentiation der letzten 
der drei Beziehungen 

p =s — sind cos 9, ^ SB sinO sinqp, r^^cosB 

und Substitution des Werthes von 3- aus § 266 erhalten. Die andern lassen 

dt 

sich nach den Begeln der Symmetrie ableiten. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Bichtungscosinusse einer der beiden Gruppen 
der Euler'schen Axen in Bezug auf die andre durch die Formeln 

cos XA OS — sin '^ sin 9 -f- cos ip cos tp cos B 
cos TA =s cos '^ sin 9 -{- sin t^ cos tp cos B 
cos ZA = — sin cos 9 

cos XB = — sin i^ cos «p ■ — cos ip sin qp cos B 
cos YB as cos-^^ cos qp — sin t\> sin 9 cos B 
cos ZB =» sin B sin 9 

cos XC = sin ö cos v» 

cos YG «== sin 6 sin t^ 

cos ZG = cos B 
gegeben sind. 



232 Kapitel V. Die Bewegung starrer Körper im Baum von drei DimensioneiL 

Um die drei ersieii zu beweisen, yerl&ngere man XT bis es AB in Jf 
schneidet; es ist dann der Winkel XMÄ = Ö, Jf Y = ^, MX = 90« + ^, 
MA = 90* — 9. Das zweite System lässt sich aus dem ersten ableiten, indem 

man fp -\- -»^ statt tp setzt. 

Diese Resultate sind hier zum Nachschlagen zusammengestellt, da sie bei 
den Problemen der höheren Dynamik von Nutzen sind. 

§ 259. Offenbar kann man, statt die Bewegung des Körpers auf die Haupi- 
azen für den festen Punkt zu beziehen, wie es Euler gethan hat, beliebige in 
dem Körper festliegende Axen benutzen. Sie machen aber im Allgemeinen das 
Verfahren so complicirt, dass sie fast nutzlos sind. Wenn jedoch ein Körper 
kleine Schwingungen um einen festen Punkt macht, so dass drei rechtwinklige 
in dem Körper festliegende Azen sich niemals weit Ton drei im Baum festen Axen 
entfernen, so ist es oft von Vortheil, die Bewegung auf sie zu beziehen, auch 
wenn sie keine Hauptaxen sind. In diesem Fall sind Oj, cd,, o, kleine Grössen 
und ihre Producte und Quadrate können yemachlässigt werden. Die allgemeine 
Gleichung des § 252 reducirt sich alsdann auf 

dt dt dt 

worin die Coefficienten die gewöhnliche, ihnen in Kap. I gegebene Bedeutung 
haben. Wir erhalten so drei Gleichungen ersten Grades, die man auf die folgende 
Art schreiben kann 

dt dt dt 

§ 260. CeBtrifiigale RrSfte. Aus den Euler'schen Gleichungen geht hervor, 
dass die ganzen Aenderungen der Oj, «d,, «d^ nicht lediglich der directen Wirkung 
der Klüfte, sondern zum Theil auch den centrifdgalen Ejiiften der materiellen 
Punkte zu verdanken sind, die sich von der Axe, um welche sie rotiren, zu ent- 
fernen suchen. Denn man nehme z. B. die Gleichung 

da. N . A — B 

N 
Von dem Zuwachs da^ in der Zeit dt röhrt der Theil -j^dt von der directen 

Wirkung der Ki&fte her, deren Moment N ist, und der Theil — -^ — lo^to^dt von 

den Centrifugalkr9ften. Es lässt sich dies auf folgende Art beweisen. 

Das Moment der centrifugaien Kräfte eines Körpers, der um eine Axe Ol 
mit der Winkelgeschwindigkeit a rotirt, um die Axe Oz ist {A — B) Oj o,. 

P sei die Lage eines materiellen Punktes m und x, y^ z seine Coordinaten. 
Dann ist x = OB, y « BQ, z = QB. PS sei ein Loth auf Ol, OS^u und 
PS ^ r. Die Centrifagalkraft des materiellen Punktes m ist dann cD'rm, die Ton 
Ol wegstrebt. 

Die Kraft o'rm ist offenbar den vier Kräften m*xm, co^ym, m^zm und 
— oo'um äquivalent, die an P parallel zu x, y, z bez. u angreifen. Das Moment 
von isi^xm um Oz ist — tsl^xym, während ta^ym dasselbe Moment mit dem ent- 
gegengesetzten Vorzeichen hat und das Moment von in^zm um Oz Null ist. Sie 
bringen daher keine Wirkung hervor. 
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Die Kraft — m^utn parallel Olisi den drei Kräften — o»(D|Uni, — cD09,um, 
— ma^um äquivalent, die an P parallel zu den Azen angreifen und ihr Moment 
um Oz ist offenbar aum{<a^y — a^x). Da nun die Richtungscosinusse Yon Ol 



<D. 



m 



-i , -i , -^ sind, so erhält man durch Projection 



09 



der gebrochenen Linie x^y, z auf Ol 



09« 



o>. 



09. 




09 0» 09 

und durch Substitution dieses Werthes von u das 
Moment der Gentrifugalkräfte um Oz 

= (Oj y — 09,«) (o9i a; + a>,y + ©,«) 1», 

= (fl»i *xy + ©i 09, y* + 09j 09, yz — 09i o9, x* — o9,*a?y 

— 09, 09, a;ir)m. 

Schreibt man 2 vor jedes Olied und nimmt an, die Azen der x^ y, z seien Haupt- 
azen, so wird das Moment der Gentnfugalkräfte um die Hauptaze Oz 

«■ ©i 09, £m(y* — as") = 09^ 09, {Ä — B). 

Die Momente der Gentrifogalkräfte um die Hauptazen des Körpers mögen 
mit L\ M\ N' bezeichnet werden, so dass 

i' = (J8 — C)ö),o9, , 3f' == (0— A)a}^€^, N'^(Ä — B) 09, 09, 

ist und G sei ihr resultirendes Paar. Das Paar G heisst dann in der Begel das 
CentrifugaJpaar, 

Daraus, dass L' »1 -^ M' m^ -{- N* a^ =^ ist, folgt, dass die Äxe des Centri" 
fugdlpaares auf der Momentanaxe senkrecht steht. 

Man beschreibe das Trägheitsellipsoid fOr den festen Punkt und die 
Momentanaze möge seine Oberfläche in I schneiden. OH sei ein Loth von 
auf die Berührungsebene in J. Die Bichtnngscosinusse von OH sind Äm^, -SoE^st 
Oo9, proportional. Daraus, dass Äm^L' -{- Bm^M' -}- Cm^N* '=' ist, folgt, dass 
die Aze des Centrifugalpaares rechtwinklig auf dem Loth OH steht. Die Ebene 
10 H ist daher die Ebene des Centrifugalpaares. 

Ist fiÄ;' das Trägheitsmoment des Körpers fOr die Momentanaze, so erhält 

man ^*=^-?yn ^^^ T ^= nk^a* als doppelte lebendige Kraft des Körpers. Es 

lässt sich dann leicht zeigen, dass die Chrösse des Centrifugalpaares G ^^ T tan 9 
Mt, wenn tp den Winkel lOH bedeutet. 

Das Paar erzeugt eine Winkelgeschwindigkeit von bekannter Grösse um den 
Diameter seiner Ebene. Setzt man sie mit der thatsächlichen Winkelgeschwindig- 
keit zusammen, so erhält man die Aenderung in der Lage der Momentanaze. 



} 



AnsdrUcke für die WinkelbewegnngsgrOsse. 

§ 261. Wir wollen nun geeignete Formeln für die Winkelbewegungs- 
groBse eines Korpers um irgend eine Axe zu ermitteln suchen. Auf 
ilire Wichtigkeit ist schon in § 74 hingewiesen worden. In der That 
können die allgemeinen Bewegrungsgleichungen eines starren Körpers, 
wie sie § 77 gibt, nicht eher yollständig ausgedrückt werden, als man 
nicht diese Formeln gefunden hat. Es gibt zwei allgemeine Methoden. 

Erstens kann man die Bewegung auf drei im Raum festliegende 
Axen Ox, Oy, Os beziehen. Zu diesem Zweck muss man die Winkel- 



234 Kapitel V. Die Bewegung starrer Körper im Raum Ton drei Dimensionen. 

bewegungsgrösse um eine feste Gerade auf hinreichend einfache Art 
durch die Goordinaten des Körpers auszudrücken suchen (§ 72). Wir 
benutzen dazu den allgemeinen in § 77 bewiesenen Satz 

d /WinkelbewegungsgrösseX / Moment der \ 

dt\ um eine feste Gerade / \gegebenen Kräfte/ 

Zweitens kann man die Bewegung auf ein geeignetes System recht- 
winkliger beweglicher Axen beziehen, h^, \y Äj seien die Winkel- 
be wegungsgrössen um drei rechtwinklige Axen OAy OB, OGy Z», Jf, N 
die Momente der gegebenen Kräfte um diese Axen. Da die Winkel- 
bewegungsgrSssen sich nach dem Parallelogrammgesetz zusammen- 
setzen und zerlegen lassen, so hat man nach § 250 

§ 262. Die Winkelbe wegangsgrSsse nm die ie^-Axe. Die Momentan- 
bewegung eines Körpers um einen festen Punkt ist durch die Winkel- 
geschwindigkeiten fOx, üOyy cog um drei Axeny die sich in diesem Punkt 
treffen, gegeben; man soll die Winkelbewegungsgrösse um die ss-Äxe finden. 

X, fff z seien die Goordinaten eines materiellen Punktes m des 
Körpers und m', t?', w' die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
parallel zu den Axen. Nach § 76 ist dann das Moment der Winkel- 
bewegungsgrösse um die je^-Axe 

\ = I]m(xv — yu'). 

Substitiiirt man u' = OyZ — a),y, v = oj^x — o)«^ nach § 238, 
so erhält man 

A3 = Zm{x^ -|- y*) CO, — {Smxz) ©, — {Zmyz) Oy 

und auf ähnliche Weise die Winkelbewegungsgrössen um die x- 
imd y-Axe 

Äi = Zm{y^ + i5i*) <o« — (JSmxy) <0y — {Smxz) mg , 

Äj = Sm{z^ +^*) c>y — (£myz) oa, — (2Jmyx)wx' 

Die Goefßcienten von cd«, csy, (o» sind hierin die Trägheits- und Deviations- 
momente für die sich in dem festen Punkt schneidenden Axen. 

§ 263. Oibt es in dem Korper keinen festen Punkt, so muss man 
die sammtlichen sechs Componenten der Bewegung benutzen. Die 
Form des Resultates hängt von dem Punkt ab, den man zum Beductions- 
punkt macht, und wird sehr einfach, wenn man den Schwerpunkt dazu 
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nimmt. Aus den in den §§ 73, 74 angeführten Gründen ist er im 
Allgemeinen der geeignetste Punkt. 

Ojgr sei die Axe, für welche die Winkelbewegungsgrösse gesucht 
wird, Oxy Oy die beiden andern Axen, die mit Oz ein System recht- 
winkliger Axen bilden, x, y, z seien die Coordinaten des Schwerpunktes. 
Die Momentanbewegung des Körpers sei, wie in § 238, durch die 
Translationsgeschwindigkeiten w, v, w des Schwerpunktes parallel zu 
den Bezugsaxen und die Winkelgeschwindigkeiten m^, co^, o« um drei 
parallele sich im Schwerpunkt treffende Axen dargestellt. 

Nach § 74 ist die Winkelbewegungsgrösse um Oz der um eine 
parallele Axe, welche durch den als festen Punkt betrachteten Schwer- 
punkt geht, gleich, zusammen mit der Winkelbewegungsgrösse der 
ganzen im Schwerpunkt vereinigten Masse. Die erste ist im vorigen 
Paragraphen gefunden worden und die letzte ist offenbar M(xv — yu). 
Die gesuchte Grösse ist daher 

M{xv — yu) + Zm{x^ + y^) o, — (Umxz) ßj« — {Smyz) (Oy, 

M ist hierin die ganze Masse des Körpers und die CoefGicienten 
von CDx, (Dy, CD« sind die Tragheits- und Deviationsmomente für die 
Axen, welche sich im Schwerpunkt schneiden. 

§ 264. Bewegliche Axen. Wenn die Bezugsaxen sich im Raum 
bewegen, so wird die Bewegung des Körpers wahrend der Zeit dt 
mittelst der Componenten der Bewegung so construirt, als ob die Axen 
für den Moment im Bamn festlägen. Siehe § 248. In den soeben ge- 
fundenen Ausdrücken für die Winkelbewegungsgrösse sind die Axen 
zwar als im Baum festliegend angenommen, aber sonst durchaus be- 
liebig. Wählt man sie derart, dass das System der beweglichen Axen 
zur Zeit t mit ihnen zusammenföUt, so geben die Formeln die Winkel- 
bewegungsgrössen um die beweglichen Axen för diesen speciellen 
Moment, mögen sie nun dieselben Lagen im Baum noch länger ein- 
nehmen oder nicht. Die Formeln sind daher dmcluius cJlgemein gälMg 
und Uefem die augenblicMichen WinJcetbewegungsgrössen^ mögen die 
Axen festliegen oder nicht. 

Liegen die gewählten Axen im Baum fest, so sind die Coefficienten 
von Oa-, Oy, ©, in dem Ausdruck fÖr Äg im Allgemeinen veränderlich 
und ihre Aenderungen können complicirten Gesetzen unterliegen. Als- 
dann ist es vortheilhafter, in dem Körper festliegende Axen zu wählen, 
wie es Euler in seinen Bewegungsgleichungen, § 252, gethan hat. 

Bewegt sich ein Körper um einen festen Punkt und ist seine 
augenblickliche Bewegung durch die Winkelgeschwindigkeiten aij, cd,, ©j 
um die im Körper festen Axen Ox\ Oy, Ofl gegeben, so ist die 
Winkelbewegungsgrösse um die tf-ksiQ 



I 
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worin C, E, D absolute Constante sind^ nämlich 

C = I]m(x'^ + y «), E = Zmx'/, D = Umy/. 

Sind die im Körper festen Axen Hauptaxen^ so yerschwinden die 
Deviationsmomente und man erhält die Winkelbewegungsgrössen in 
den einfachen Formen 

worin Ä, B, C die Hauptträgheitsmomente des Körpers fQr den 
Goordinatenanfang sind, von dem angenommen ist, dass er im Baum 
festliege. 

Auf diese Art kommt man m einem neuen Beweis der EvHer^ sehen 
Gleichungen. Substituirt man diese Werthe von h^, h^y h^ in die 
Gleichungen für die beweglichen Axen (§ 261), so wird die erste 

^^ (Arn,) - (£«,,) Ö3 + (Co,) e, = L 

und, da die beweglichen Axen im Körper festliegen, also 6^ = (d^, 
0^ = (O3 ist (§ 250), so nimmt die Gleichung die Euler'sche Gestalt an 

A^-(B-C)m,io, = L. 

Der Beweis scheint kürzer zn sein als der in § 252 gegebene; in der That 
sind beide dieselben. Beide hängen von einem speciellen Fall des Fundamental- 
satzes über bewegliche Axen ab (§§ 249, 260); der eine erfordert die Substitution 

für -TTj-, -j^- mit Weglassung gewisser Glieder, der andre die gleichwerthige 

Substitution för u\ v' (§ 262). 

§ 265. Eine für die Praods bequeme Anleitung^ die Winkethe- 
wegungsgrössen eines Korpers um ein System fester oder beweglicher Axen 
au finden. 

Suchen wir unter der Voraussetzung, der Körper drehe sich um 
einen festen Punkt 0, nach einem Axensystem Ox\ Oy'j Oz\ für 
welches sich die Winkelbewegungsgrössen leicht ermitteln lassen, so 
wird dies im Allgemeinen ein im Körper festliegendes Axensystem sein 
und die Grössen h^^ h^\ h^ sind alsdann im letzten Paragraphen ge- 
geben worden. 

Sind die Richtungscosinusse eines jeden der beiden Axensjsteme 
in Bezug auf das andre durch das Diagramm wie in § 217 
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gegeben, so ist die Winkelbewegungsgrösse um die ^er-Axe, da Momente 
dem Parallelogrammgesetz unterworfen sind, 



} 
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Die Einfachheit des Verfahrens hangt von der geeigneten Wahl des 
Hülfsaxensystems Ox\ 0^, 0/ ab. Im Allgemeinen sind die Haupt- 
axen des Körpers für am yortheilhaftesten. Alsdann wird 

Es sind noch co^^ oj^y od^] a^, \f c^ durch die Goordinaten des Körpers 
auszudrücken (§ 72). Sind diese Goordinaten die Euler'schen Winkel 
$, fpy ^y so findet man die gesuchten Ausdrücke ausführlich in den 
256 und 258. 



§ 266. Ist der Körper einaxig, so dass also zwei HauptträgheitS" 
momente A imd B einander gleich sind, so lassen sich zwei einfache 
Ausdrücke für die WitJcdbeivegungsgrössen um die Axen Ox, Oy, Oz 
finden. 

Erstens, Zwei Goordinaten des Korpers seien die Euler'schen 
Winkel ö, ^ der Symmetrieaxe. Die Axen Ocd, Oz' mögen mit OE, OC 
(Fig. S. 230) zusammenfallen. Alsdann ist 9)=0 und aus der Figur ergibt 

sich, dass (d^ = — -^ sinö, <®8 ="J7 ^^^ ^* ^^® Winkelbewegungs- 
grossen um OXy O^y Oz' gleich Am^y Ato^y Cod^ sind, so findet man 
' durch einfache Zerlegung 

\ = ^1 — sin^ -jr — sinö cosö cos^ ~\ + Ccoj sinö cos^^, 
Äj = -4.1 cos^ -jr — sinö cosö sin^ -^J + Ccöj sinö sin^, 
Ä8 = -4.sin^ö^+ Ccöjcosö. 

Man könnte für cog seinen Werth aus der dritten Euler'schen 

geometrischen Gleichung einsetzen; damit würde man aber -— in die 

Gleichungen einführen und im Allgemeinen ist es vortheilhafter, statt 

dessen Oj beizubehalten. 

Auf diese Weise werden die WifikelhewegungsgrÖssen eines ein- 

oaÄgen Körpers um hdidnge Gerade dwrch die Richtungswinkel der Axe 

des Körpers und die Witücdgeschwindigkeit um sie ausgedrückt 

Zweitens. Statt der imsyinmetTiBchen Coordiiiaten ß^rff kann man die Richtungs- 
( coBinnsse £, t), £ der Aza des Körpers benutzen. Nach dem in § 76 angegebenen 
^ Verfahren wollen wir den Körper durch ein System von Massenpunkten gleichen 
/ Trägheitsmoments ersetzen. 

\ Die Winkelbewegungsgrössen des Körpers um die Hauptaxen fdr den festen 

Punkt sind Äa^, Aa^, Cm^. An die Axe OC mögen nun ein oder mehrere 
' imaginäre materielle Punkte derart befestigt werden, dass ihr vereinigtes Trägheits- 
moment fär ein von aus auf OC errichtetes Loth gleich Ä ist. Diese Massen- 
punkte mögen sich mit der Axe herumdrehen. Die Bewegung der Axe ist durch 
die Winkelgeschwindigkeiten «Uj, o, gegeben und die Winkelbewegungsgrössen 
dieser Punkte um die Axen OA, OB sind daher offenbar J.a>i, Äa^, Sie sind 
dieselben, wie die des Körpers. Die Winkelbewegungsgrösse der Punkte um 
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OC ist offenbar Null. Die WinkelbewegongsgrOssen des Körpers um OJ., OB, 
OC sind mithin dieselben, wie die der Massenpunkte zusammen mit einem Moment 
0<D, um OC, Aus dem Parallelogrammgesetz folgt, dass dieselbe Gleichheit für 
alle Azen besteht. 

Folglich ist die Winkelhetoegungsgrösse eines einaxigen Körpers um eine 
beliebige durch gehende Axe dieselbe, wie die eines oder mehrerer derart an seiner 
Axe angebrcuihten Massenpunkte, dass ihr vereinigtes Trägheitsmoment für gleidi A 
ist, zusammen mit der Winkelbewegwngsgrösse Cm^ um die Axe. 

Ein einzelner materieller Punkt werde in einem Abstand vom Coordinaten- 
anfang, welcher der Einheit gleich ist, auf die Axe des Körpers gesetzt. Seine 
Masse wird daher durch A dargesteUt. (£ ri S) seien die Coordinaten des materiellen 
Punktes, auf die Azen x, y, e bezogen, also auch die Bichtungscosinusse der Axen. 
Die Winkelbewegungsgrössen um die Coordinatenaxen sind also 






Wollen wir lieber 6, tp, tff statt der Bichtungscosinusse |, i2i ^ benutzen, so 
setzen wir fflr J, i], J ihre Werthe £ = sin 6 cos^, ij :== sin sin ^, f ^ cosö. 
Die Substitution ia die letzte Gleichung ist leicht auszuführen, wenn man sich 
an den Satz der Differenzialrechnung erinnert: ^dt} — ijdS = r^d'^- (Vergl. § 76.) 
Wir kommen so wieder zu denselben Ausdrücken für die Momente h^, h^, A^ 
wie zuvor. 

Wenn der einaonge Körper kleine Schwvngwngen macht und die Axe OC der 
Axe Oz immer so nahe bleibt, dass man die Quadrate von d vernachlässigen 
kann, so ist 

J = cos '^, 7j = 8in'^, f=l, 



I • 



Ä,= A^+Cm^n 

Diese Formeln für die Winkelbewegungsgrössen um die festen Axen sind sehr 
einfach. 

Bewegt sich der Körper frei im Raum, so benutze man den Schwerpunkt 
statt des festen Punktes. Es ist dann am besten, an die Axe zwei gleiche materielle 
Punkte auf beiden Seiten und in gleichem Abstand vom Schwerpunkt so zu be- 
festigen, dass der Schwerpunkt des gedachten Systems mit dem des Körpers zu- 
sammenfällt. Die Winkelbewegungsgrösse des freien Körpers um irgend eine 
Gerade ist alsdann dieselbe, vne die des Punktesystems zusammen mit dem Paar 
Co, um die Axe. 

Beisp. 1. Ein Körper, der nicht nothwendigerweise einaxig zu sein braucht, 
dreht sich um einen festen Punkt 0. Drei materielle Punkte werden in solchen 
Abständen a, &, c von an die Hauptaxen befestigt, dass 

Jtfa« = y (B + C — .4), Mb^ ^\iß + A — B), JJf c» = j (^ -f J? — C) 

ist. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrösse des Körpers um eine be- 
liebige durch gehende Gerade derjenigen der Punkte gleich ist. Es folgt dies 
unmittelbar aus § 75. 
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Beisp. 2. Ein der Schwerkraft tmterworfener Stab wird gezwungen auf dem 
Mantel eines glatten Umdrehungskegels zu bleiben, dessen Spitze zugleich der Auf- 
hängungspunkt des Stabes ist. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit des Stabes 
um die Axe des Kegels dieselbe ist, wie die eines einfachen Pendels von der Länge 

o sin cc 

Y • a . ^ , wo a die Länge des Stabes , a den halben Winkel an der Spitze des 

Kegels und ß den Winkel bedeutet, den die Axe des Kegels mit der Verticalen 
macht. [St. John's CoU.] 

Um die Momente der EfPectivkrilfte zu finden, vereinige man die Masse in 
einem Punkt gleichen Trägheitsmomentes und zur Ermittlung der Momente der 
gegebenen Kräfte im Schwerpunkt. Setzt man die Momente um die Axe des 
Kegels gleich, so ergibt sich das Resultat sofort. 

Beisp. 3. Die Hauptträgheitsmomente eines Körpers für den festen Punkt 0, 
um den er sich dreht, sind sämmtlich gleich. 0, qp, ^ sind die Euler'schen Coordi- 
naten der in dem Körper festliegenden Axen OÄ, OB, OC; man zeige, dass die 
Winkelbewegungsgrössen um die im Raum festliegenden Axen bez. 

dB . . ^ d(p^ 



sind. 



r A / ' dd . . ^ dw\ 

\ = A { — sin 1^ -T- + sm ö cos ^ ^ I » 

r A ( de ... , d(p\ 

h^= Ä^ cos^ ^- + sine sin V ~~j , 



h 


m. 
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§ 267. Beisp. 1. Die Bewegung eines Körpers ist durch die Translations- 
geschtoindigkeiten (u, v, w) des Schwerpunktes und die Winkelgeschwindigkeiten 
(®x> <>Oyi ^m) 9^9^^i f'^^ beweise, dass die Winkelbewegungsgrösse um die Gerade 

^~ = ^ ^ «s "" dem Ausdruck 
l m n 

gleich ist, worin M die Mcuse des Körpers bedeutet, h^, \, \ die in § 262 an- 
gegebenen Werthe haben und (}, m, n) die augenblicklichen BicMungscosinusse der 
gegebenen Geraden sind. 

Dies kann mit Hülfe des in § 74 bewiesenen Satzes geschehen. Die Winkel- 
bewegungsgrösse um eine Parallele zu der gegebenen Axe ist offenbar Ui^-^mh^-^nh^ ; 
alsdann hat man die Winkelbewegungsgrösse der ganzen im Schwerpunkt ver- 
einigten Masse um die gegebene Gerade zu ermitteln und beide Resultate zu 
addiren. 

P (siehe die Figur S. 216) sei der Punkt (fgh). Wir wollen zuerst die Winkel- 
bewegungsgrösse um ein System von Axen suchen, die den gegebenen Coordinaten- 
axen parallel sind und P zum Anfang haben. Offenbar ist die Verlängerung von 
NP die neue e-Axe. Das Moment der Geschwindigkeit des Coordinatenanfangs 
um NP ist, wie man sieht, u • MN — v- OM, was das Nämliche ist, wie 
011 g — f}f^ und dreht in positiver Richtung um NP. Ebenso sind die Momente 
der Geschwindigkeiten von um die zu x und y Parallelen vh — wg und 
wf — uh. Multiplicirt man diese drei Momente bez. mit (n, 7, m), so erhält man 
das Moment der Geschwindigkeit des Schwerpunktes um die Gerade. Multiplicirt 
man dieses mit J9f , so findet man die Winkelbewegunsgrösse der im Schwerpunkt 
vereinigten Masse. Das gesuchte Resultat ergibt sich daraus unmittelbar. 
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§ 267. Beisp. 2. Die Winkelbewegungsgrösse eines Körpers um die Momentan" 
axe und ebenso um eine Axe zu finden, weiche die Momentanaxe rechtwinklig 
schneidet. 

Nimmt man die Momentanaxe zur 0-Aze, so kann man die in § 262 ge- 
gebenen Ausdrucke för h^^ h^, h^ benutzen. 

Im vorliegenden Fall ist oi^ = 0, m^=:0 und a>^ = A, unter 52 die resul- 
tirende Winkelgeschwindigkeit des Körpers verstanden. Die Winkelbeweg^ungs- 
grossen um die x-, y-, e-Axea sind daher bez. 

Äj = — (Smxz)Sl, Ä^ = — (Smyz) Ä, ä^ = i:m{x^ + y") ß. 

Daraus folgt, dass die Winkelbewegpingsgrösse um irgend eine auf der 
Momentanaxe Oz senkrechte Oerade Ox nur dann Null ist, wenn das Deviations- 
moment fär die beiden Axen Null ist. 

Um sich dies vollständig klar zu machen, bedenke man, dass die Winkel- 
geschwindigkeiten 00^, CO , a^ nur dazu benutzt wurden, die Bewegung des 
Körpers v^hrend der Zeit dt z\x construiren. Ist Oz die Momentanaxe (vergleiche 
die Figur S. 216), so bewegt sich der in P liegende materielle Punkt des Körpers 
senkrecht zur Ebene PLO^ die Richtung seiner Geschwindigkeit ist also nicht 
parallel zu Ox und schneidet auch Ox nicht. Die Greschwindigkeit des Punktes 
hat daher ein Moment um Ox, obwohl Ox senkrecht auf der Momentanaxe steht. 
Versteht man unter 6 den Winkel PMN und unter r die Gerade PJ!f , so ist 

, dB dz dy , 

r -TT— = V -; z -— = r'o» — xzm — xva . 

dt ^ dt dt * **«, •«'ywyi 

so dass also die Winkelgeschwindigkeit -^ des materiellen Punktes P um Ox, 

vorausgesetzt dass o^ = 0, co^ ^ ist, nur dann verschwindet, wenn der Punkt 
entweder in der xy- oder der yz '"Ebene liegt 

Beisp. 3. Eine Gerade OL dreht sich um den festen Punkt so, dass 

-j- =s JV ist, unter h die WinkelbewegungsgrÖsse eines Körpers um OL und unter 
dt 

N das Moment der gegebenen Kräfte verstanden. Man beweise, dass jeder Punkt 

von OL sich senkrecht zu der Ebene bewegt, die ihn und die resultirende Axe 

der WinkelbewegungsgrÖsse für enthält. 

Beisp. 4. Eine dreieckige Lamelle AGB, deren Masse M ist, dreht sich mit 
der Winkelgeschwindigkeit m um die Seite CA. Man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrÖsse um die Seite CB gleich — Mab sin'Cco ist, wenn a und b 
die Seiten sind, die den Winkel C einschliessen. 

Beisp. 6. Zwei Stäbe OA, AB sind bei A durch ein G^enk verbunden 
nnd an dem festen Punkt aufgehängt. Das System dreht sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit (D um eine durch gehende verticale Gerade so, dass die beiden 
Stäbe in einer verticalen Ebene liegen. 0, (p sind die Neigungen der Stäbe gegen 
die Yerticale, a, b ihre Längen, M, M' ihre Massen; man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrÖsse um die verticale Axe 

CD [/| Jtf + 3f' ) a* sin«e + M'ab sinö siny + j M'bUm^tp] 

ist. 

Beisp. 6. Einem graden Kegel, dessen Spitze festliegt, wird die Winkel« 
geschwindigkeit o um seine Axe OC mitgetheilt, während seine Axe zugleich im 
Raum in Bewegung gesetzt wird. Der halbe Winkel an der Spitze des Kegels 

ist — 9c und seine Höhe h, 6 die Neigung der Axe gegen eine feste Gerade Oz 

und '^ der Winkel, den die Ebene zOC mit einer durch Oz gehenden festen 
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Ebene macht. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrösse um Oz gleich 
— MK^ Ifon^Q Tf "^ T^ ^^ ^) ^^> luiter M die Masse des Kegels verstanden. 

Beisp. 7. Ein Stab J.^ ist mittelst eines Fadens an dem festen Punkt 
aufgehängt ifnd bewegt sich auf irgend eine Art. (Z, m, n), (|7, g, r) sind die 
Bichtungscosinusse des Fadens und des Stabes in Bezug auf rechtwinklige Azen 
Ox^ Oy, Oe\ man zeige, dass die WinkelbewegungsgrOsse um die £r-Axe 

ist, wenn M die Masse des Stabes und a, b die Längen des Stabes und des Fadens 
bedeuten. 

§ 268. Als Beispiel, wie diese Ausdrücke für die Winkelbewegungs- 
grösse eines Körpers anzuwenden sind, wollen wir sie zur Lösung 
zweier Probleme über die Bewegung eines Körpers im Raum von 
drei Dimensionen benutzen. Die Bezugsaxen liegen bei ihnen im 
Raum fest, die Benutzung beweglicher Axen behalten wir uns für 
später Yor. Weiteres findet man in dem zweiten Band, in welchem 
ein ganzes Kapitel von Beispielen und Erläuterungen den verschiedenen 
Methoden zur Bestimmung der Bewegung der Körper im Raum von 
drei Dimensionen gewidmet ist. 

Bewegung eines Kreisels. 

Problem 1. Ein einaxiger Kreisel dreht sich auf einem voUkammen rauhen 
Tiseh derart, dass seine Äxe nahezu verticdl bleibt; man finde die kleinen Schwingungen 
des Kreisels^). 

sei die Spitze, OC die Axe des Ereisels. C und Ä 
seien die Trägheitsmomente fftr die Axe OC und ein durch 
gehendes Loth auf OC. Da der Schwerpunkt G des 
Kreisels in seiner Axe liegt, so haben die gegebenen Kräfte 
kein Moment um 0(7. Es ist femer A=^B und daher nach 
Euler* 8 dritter dynamischer Gleichung 

Die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um seine Axe bleibt daher immer die- 
selbe. <o, «i n sei diese constante Winkelgeschwindigkeit. 

{,!],( seien die Richtimgscosinusse von OC in Bezug auf Axen, die im 
Baum festliegen, nämlich Ox^ Oy, Oz^ von denen Oz vertical ist. Da die Axe 
des Kegels stets nahezu vertical bleibt, so hat man ^»1, während £, i} kleine 
Grössen sind, deren Quadrate man vernachlässigen kann. Es sei l =^ OG und 
die Masse werde durch die Einheit dargestellt. 




1) Die allgemeine Bewegung eines Kreisels unter der Wirkung der Schwere 
wird im zweiten Band besprochen werden. Die kleinen Schwingungen unsym- 
metrischer und geneigter Kreisel ebenso wie eine kurze historische Uebersicht 
findet man an derselben Stelle. 

Bouth, D/iMmik. L 16 
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Die Momente der an G angreifenden Schwerkraft nm die Axen findet man 
nach den gewöhnlichen Formeln 

wobei X=0, Y=0, ^=s — g die Componenten der Schwere sind. Die Winkel- 
bewegongsg^össen des Körpers um dieselben Axen sind nach § 266 

Daraus folgt nach § 261 



• • 



Die Gleichung, die man aus der Winkelbewegungsgrösse um die j^-Axe 
erhält, zeigt nur wieder, dass o, constant ist, was wir schon aus den Euler'schen 
Gleichungen abgeleitet haben. 

Um die Gleichungen aufzulösen, setze man 

i = P cos(,»« + f), n^Q sin(f*< + /); 
man findet durch Substitution dieser Werthe 

und daraus 

Ay^ + ^^ = + C7«ft. 

Es ist nicht nöthig, beide Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen. 
Wählen wir das eine, so besteht die Wirkung des andern nur darin, dass es das 
Vorzeichen von fi und damit nur die bis jetzt unbestimmten Constanten Q und f 
ändert. Ohne Einbusse an Allgemeinheit können wir daher das obere Zeichen 
wählen. Dadurch werden die beiden resultirenden Werthe von fi positiv und 
P r= Q. Die Werthe von (t» sind 

^^ ^a"^ 2A 

Bezeichnet man sie mit fi^ und ^, so erhält man 

£ « P, cos(f4t + Q + P, co80i,e + /;), 
ri^P, sin(^t + f,) + P, smd^t + /;), 

worin P^, P,, f^, /*, vier Constante sind, die durch die Anfangswerthe von 

J, ij, -^, -^ bestimmt werden. Die Anfangswerthe der Coordinaten wollen wir 

durch den Index Null darstellen. Es wird dann 

£o = Pi cos^i + P, cos^,, 
ri^ — Pj sin^i +P, sin^,, 

^ = PifH 8ia^ + P,^ sin^,, 

^ = -Pi f*i cos fi + ^iN cos/; . 
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Daraus folgt 



< • 



Sind 0, 'ip die Winkelcoordinaten der Aze, so erhält man 

e« = g«+t,»=Pi»+p,'+2P.p,co8[ö»,-ft)«+/,-/;], 

Nimmt man an, P^ und P, wären einander nicht gleich, so kann, wie man sieht, 
niemals verschwinden, d. h. die Aze des Kreisels kann niemals genau vertical 

werden. Ebenso kann -^ nur dann verschwinden, wenn Pi P^ (f<i H~ fH) grösser 

als P^'f»! + P,*f4 ist, d. h. die Ebene ZOC dreht sich um OZ entweder mit 
zeitweisen ümkehrüngen der Richtung oder immer in derselben Richtung, je nach- 

P ß* 

dem -^ zwischen -^ und der Einheit liegt oder nicht. 

Soll Pj »= P, sein, so muss Anfangs 

sein. Dies erfordert, dass -^ Anfangs von ^Cf^i + fs) ^^un kleine Grössen von der 

Ordnung P differirt. Alsdann behält -^ während der Bewegung sein Vorzeichen 

und die Aze wird in constanten Intervallen vertical. 

f^ — ^1 
Wir haben angenommen, die Werthe von f» seien sowohl reell als ungleich. 

Ist der Werth von n so klein, dass die Werthe von f» imaginär werden, so ent- 
halten die Werthe von f und tj reelle Ezponentialgrössen. Alsdann bleiben diese 
Werthe im Allgemeinen nicht klein. Es zeigt dies an, dass der Kreisel nicht 
so schnell um seine Axe rotirt, dass die Axe vertical bleiben könnte. Er ver- 
läset seine Anfangslage. 

Ist Cn' =» ^gÄl, so sind die beiden Werthe von fi reeU und gleich. Als- 
dann wird, wie man leicht sieht, den Gleichungen durch 

6 - Pj co8(ikt + A) + P,tcoB{fjLt + /;), 
n^P, smQit + Q + P^t sin(^< -f Q 

genügt, so dass also die Bewegping im Allgemeinen unstabil ist. Die Axe des 
SLreisels kann nur dann nahezu vertical bleiben, wenn die Anfangsbedingungen 
derart sind, dass P, sb o ist. 

Beisp. Ein einaxiger Körper rotirt um seine Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit n. Zwei unausdehnbare Fäden sind an zwei Punkten der Axe in gleichen 
Abständen b von dem Schwerpunkt G des Körpers befestigt. Die andern Enden 
der Fäden werden an zwei im Baum festliegende Punkte geheftet. Die Länge 
eines jeden Fadens ist a und seine Spannung T. Die Masse des Körpers ist die 

Einheit. Man beweise, dass die Periode — der Linearschwingungen von G durch 
ap^ s= 2 r, die Perioden — der Winkelschwingungen der Axe dagegen durch 

Äq^ — Cnq = 2T(o + ^)— gegeben sind. 

16* 
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Bewegung einer KngeL 

§ 269. Problen 2. Die Betoegung einer Kugel auf einer vollkommen rauhen 
Ebene eu finden. 

Die Ebene möge die :t;y- Ebene sein und 
Fy F' die Componenten der Beibmig am Be- 
rührongsponkt parallel diesen Axen. X, Y seien 
die Componenten der gegebenen Er&fbe, die am 
Mittelpunkt angreifen sollen, a sei der Radius 
der Kugel, k der Trägheitsradius för einen Durch- 
messer und ihre Masse sei die Einheit. 

Die WinkelbewegungsgrOssen um die der 
x- und y-Axe parallelen Durchmesser sind ^'a^ 
und A;'oi,. Diese Sichtungen liegen im Raum fest; nach § 77 oder § 161 
ist daher 

V^^Wa, k*^ = -Fa. 
dt at 

Sind u und v die Geschwindigkeiten des Schwerpunktes parallel den Axen, 
so ist femer 

dt ^^^' dt ^ 

und da der Berührungspunkt der Kugel und der Ebene nicht gleitet, 

f* — ao, ^0, V — am^ «» 0. 
Durch Elimination von F^ F\ Oi und cd, ergibt sich 

du ^ "* T ^^ — <** y 
~di~~ a* + k* ' di~ a* + k* 

Es sind dies die Bewegungsgleichungen einer Kugel, die sich wie ein mate- 
rieller Punkt ohne Rotation auf einer glatten Ebene unter der Wirkung derselben, 

aber im Verhältniss von a* zu a* -f- Ä:* reducirten Kräfte bewegt. Da Ä" = -^ o* 
ist, so lässt sich dies so aussprechen: 

Wenn eine homogene Kugel unter der Wirktmg ganz beliebiger Kräfte, deren 
Besultante durch das Centrum der Kugel geht, auf einer vollkommen rauhen festen 
Ebene rollt, so ist die Bewegung des Centrums dieselbe als ob die Ebene glatt wäre 
und sämmtiicJ^ Kräfte auf fünf Siebentel ihres früheren Werths reducirt ioilrden^), 

Beisp. 1. Die Ebene ist nicht vollkommen rauh, der Reibungscoef&cient jedoch 

2R 
grösser als ~-^ , unter B die resultirende gegebene Kraft parallel zur Ebene und 

unter Z die Normalkraft verstanden. Man beweise, dass die Reibung immer gross 
genug ist, um die Kugel vor dem Gleiten zu bewahren. 

Beisp. 2. Eine Kugel wird auf eine schiefe Ebene gesetzt, die rauh genug 

ist, um Gleiten zu verhüten und ihr eine Geschwindigkeit in irgend einer Richtung 

mitgetheilt. Man zeige, dass ihr Mittelpunkt eine Parabel beschreibt. Wenn 

F die horizontale Anfangsgeschwindigkeit des Mittelpunktes und a die Neigung 

u F* 

der Ebene gegen den Horizont bedeutet, so ist der Parameter — — ; 

6 ^Bina 



1) Dieser Satz wurde von dem Verfasser als Problem in den Mathematical 
Tripos, 1860 gegeben ; siehe die Lösungen von diesem Jahr. Einen andern Beweis 
findet man im 2. Band, aus welchem sich auch der entsprechende Satz für den Fall 
ergibt, in welchem die Kugel auf einer andern Kugel rollt. 
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Beisp. 3. Eine homogene Kugel rollt auf einer vollkommen rauben Ebene 
unter der Wirkung einer Kraft, die dem Quadrat des Abstandes von einem Punkt 
in der Ebene, in der sieb das Centrum bewegt, umgekehrt proportional ist. Man 
beweise, dass ihr Centrum einen Kegelschnitt beschreibt und dass, wenn die Kugel 
in dem Augenblick, in welchem der Abstand ihres Centrums von dem Sitz der Krafb 
ein Viertel der Hauptaze der Bahn wird, an einen glatten Theil der Ebene kommt, 
die Hauptaxe der Bahn plötzlich in dem Verhältniss 7 : 18 reducirt wird. 

[Trin. ColL] 

Beisp. 4. Eine homogene Kugel bewegt sich ohne Botation unter der Wirkung 
einer Centralkraft derart auf einer glatten horizontalen Ebene, dass das Centrum 
der Kugel eine Ellipse beschreibt, in deren Brennpunkt sich der Sitz der 
Kraft befindet. Die Kugel gelangt an einen Theil der Ebene, der vollständig 
rauh ist, zu einer Zeit, zu welcher der Abstand ihres Centrums von dem Sitz 

der Kraft — tel der grossen Axe ihrer Bahn ist; man zeige, dass die grosse 

w 

Axe in dem Verhältniss 7 : 6 -{- 2n kleiner wird. Kommt die Kugel wieder an 
den glatten Theil der Ebene, wenn der Abstand ihres Centrums von dem Brenn- 
punkt derselbe Theil der grossen Axe ist, wie zuvor, so wird die Länge der 
grossen Axe wieder in demselben Verhältniss vermindert. 

Beisp. 5. Zwei Kugeln von gleichem Volumen, aber verschiedenen Massen, 
ziehen sic^ nach dem Newton'schen Gesetz an und rollen auf einer rauhen Ebene. 
Man zeige, dass beide in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt Ellipsen 
beschreiben, die diesen Punkt zu einem Brennpunkt haben. 

§ 270. In der Regel werden die Hauptaxen zu Bezugsaxen gewählt, weil die 
Momente der Effectivkräfte für sie äusserst einfach sind. Die etwas langen Glei- 
chungen in § 252 reduciren sich auf die einfache Euler'sche Gestalt, wenn man 
sie auf die Hauptaxen bezieht. Manchmal jedoch ist es von Vortheil, andre 
Axen zu wählen, falls diese den geometrischen Bedingungen des Problems besser 
entsprechen. Die Discussion solcher Axen behalten wir uns far den zweiten Theil 
vor. Wenn aber die Bewegung stetig ist, die Winkelgeschwindigkeiten also con- 
stant sind, so nehmen die Gleichungen in § 262 auch ohne Reduction manchmal 
eine so einÜEiche Form an, dass sie ohne Schwierigkeit aufzulösen sind. 

Beisp. Em schwerer Körper ist mittelst zweier Gelenke an eine horizontale 
Axe befestigt, um welche er sich frei drehen kann. Die Axe lässt man mit gleich- 
förmiger Winkelgeschtoindigkeit a um eine verticäle, sie im Punkt schneidende 
Gerade rotiren. Man soll finden, unter welchen Bedingungen der Körper einen con- 
stanten Winkel mit der Verticcäen macht. 

Die horizontale im KOrper befestigte Axe nehme man zur 5 -Axe. Die Ver- 
ticäle liegt dann in der xy- Ebene und möge mit der x- bez. y-Axe die Winkel 

B und -^ n — B machen. Das ganze System dreht sich um die Verticäle mit 

der Winkelgeschwindigkeit m. Durch Zerlegung erhält man daher o^ »= o cos 0, 
»BS «sind, 09^=r0. Da diese Winkelgeschwindigkeiten constant sind, so wird 
die allgemeine Momentengleichung des § 262 

Um 'N zu finden, zerlegen wir das Gewicht "NLg parallel zu den Axen; es 
ist dann X = — 3f ^ cos 6 , F « — Mg sin Ö , Z = , imd wenn {x,y, z) die 
Coordinaten des Schwerpunktes sind, N=^ xY — yX. Die gesuchte Beziehung 
zwischen m und 6 ist daher 

a^[coB2e2mxy-~jBin2B2m(x^—y^] «= Mgixänd-^y cos 6). 
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Die Integrale £mxy und JSm{x* — y") kann man durch die Ti^heits- und 
Deviationsmomente des Körpers auf die gewöhnliche Art ausdrücken. 

Probleme über gleichförmige Bewegung lassen sich oft leicht durch directe 
Anwendung des D'Alembert^schen Princips lösen. So beschreibt in dem eben be- 
sprochenen Problem jedes Element des Körpers mit gleichförmiger Winkelge- 
schwindigkeit einen horizontalen Kreis, dessen Mittelpunkt in der verticalen Aze 
liegt. Ist r der Radius des Kreises, so hat die Effectivkrafb mat^r, die an dem 
Element ang^ift, die Richtung des Radius. Der Körper lässt sich daher so an- 
sehen, als ob er im Gleichgewicht wäre unter der Wirkung seines Gewichtes 
und eines Systems von Kräften, die direct von der verticalen Aze aus wirken und 
dem Abstand von dieser Axe proportional sind. Die oben gefundene Gleichung 
erhält man, wenn man die Momente um Oz nimmt. 

Beisp. 1. Wird dem Körper ein Stoss in der Richtung der z-Axe gegeben 
und lässt man ihn um die Yerticale mit derselben Winkelgeschwindigkeit, wie 
zuvor, rotiren, so hat dies, wie man zeigen möge, keinen Einfluss auf die Neigung 
des Körpers gegen die Verticale. 

Beisp. 2. Der Körper sei eine schwere Scheibe, die sich um eine horizontale 
in ihrer Ebene liegende Aze Oz drehen kann; man zeige, dass die Ebene der 
Scheibe vertical steht, solange k^m^ nicht grösser als gh wird, unter h den 
Abstand des Schwerpunktes der Scheibe von Oz und unter k den Ti^heitsradius 
für 0« verstanden. 

Beisp. 3. Wenn der Körper eine kreisförmige Scheibe ist, die sich um eine 
horizontale auf ihrer Ebene senkrechte und ihren Umfang schneidende Aze drehen 
kann, so lässt sich zeigen, dass die Winkelgeschwindigkeit o, wenn 6 den Winkel 
bedeutet, den die Tangente an die Scheibe bei dem Gelenk mit der Verticalen 
macht, durch m*a Bind ^^ g gegeben ist. 

Beisp. 4. Zwei gleiche Bälle A und B werden an die Enden zweier gleicher 
dünner Stäbe Äa, Bb befestigt. Die Enden a und b sind durch G^enke mit 
einem festen Punkt verbunden und das Ganze wird um eine verticale durch 
gehende Aze, wie bei dem Regulator einer Dampfinaschine, in Rotation gesetzt. 
Werni die Masse der Stabe vernachlässigt wird, zu zeigen^ dass die Botationszeit der 
Schioingtmgsdauer eines Pendels gleichkommt ^ dessen Länge der verticale Abstand 
jeder Kitgel von den Gelenken bei ist. 

Beisp. 5. Wenn in dem vorigen Beispiel m die Masse eines jeden dünnen 
Stabes, M die einer Kugel, l die Länge eines Stabes, r der Radius einer Kugel, 
h die Tiefe eines jeden Mittelpunktes unter dem Gelenk bedeutet, so ist die Länge 
des Pendels 

Ä M(l + rr+^mP 



' + *" M{l + r) + ^ml 



Endliclie Botationen. 

§ 271. Sind die Rotationen, welche zusammenzusetzen sind, ihrer Grösse 
nach endlich, so ist das Verfahren zur Ermittlung ihrer Resultanten etwas com- 
plicirt. Wie schon in § 229 erwähnt wurde, sind solche Rotationen in der Dynamik 
der Systeme starrer Körper nicht von grosser Bedeutung. Wir wollen daher nur 
einige Sätze kurz erwähnen, welche dieselben für den Fall unendlich kleiner Be- 
wegung schon besprochenen Sätze in besseres Licht zu setzen im Stande sind. 
Wir beginnen mit dem Satz, der dem Parallelogramm der Winkelgeschwindig- 
keiten entspricht. 
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Der Satz von Rodrignei. Ein Körper erleidet nacheinander zwei Rotationen, 
1) eine Botation um eine Äxe UÄ von der Amplitude 6, 2) eine darauf folgende Rota- 
tion um eine Axe OB von der Amplitude 6' ; die beiden Axen liegen im Raum fest. 
Man 8oU die Rotationen zusammensetzen. 

Die anf OA^ OB aufgetragenen Längen C' 

BoUen diese Rotationen auf die in § 281 er- ^^-''' *"-,^ 

klärte Art darstellen. 

Die Richtungen der Axen OA^ OB 
mögen eine Kugel, deren Gentrum in 
lieg^, in A und B treffen. Auf dieser Eugel 
trage man an BA in der der Rotation um 
OA entgegengesetssten Richtung den Winkel 

BAC gleich -r- ^ ^"^ ^^^ ebenso den Winkel 
ABC gleich — ^, doch in derselben Rich- 
tung, in der die Rotation um OB erfolgt und die Bogen mögen sich in ö schneiden. 
Schliesslich trage man noch die Winkel BAC und ABC gleich BAC bez. 
ABC auf der andern Seite von AB auf. 

Die Rotation B um OA bringt jeden Punkt P in 00 in die Gerade OC 
und die folgende Rotation 6^ um OB bringt den Punkt P wieder zurück nach 
OC. Die Punkte von OC sind daher nach der doppelten Rotation in ihrer 
früheren Lage und OC ist deshalb die Axe der einzelnen Rotation, durch welche 
die gegebene Y errückung des Körpers sich herstellen lässt. Die Gerade heisst 
die resultirende Rotationsaxe. Wird die Reihenfolge der Rotationen umgekehrt, 
so dass der Körper zuerst um OB und dann um OA rotirt, so würde OC die 
resultirende Axe sein. Lägen die Axen OA^ OB m dem Körper fest, so würde 
die Rotation 6 um OA die Axe OB in eine Lage OB' bringen. Der Körper kann 
dann von seiner ersten in seine letzte Lage durch die Rotationen 0, 6' um die 
im Raum festliegenden Axen OA, OB' gebracht werden. Dieselbe Gonstruction 
liefert mithin wieder die Lage der resultirenden Axe und die Rotation um sie. 

Um die Grösse ö" der Rotation um die resultirende Axe 00 zu finden, be- 
merken wir, dass ein in OA angenommener Punkt P durch die Rotation 6 um 
OA nicht in Bewegung gesetzt wird und durch die darauf folgende Rotation 6^ 
um OB in eine solche Lage P' kommt, dass PP' durch die Ebene OBC recht- 
winklig halbirt wird. Die Rotation ff' um OC muss aber dem Punkt P dieselbe 
Verschiebung geben; daher ist für den Normalfall ff' das Doppelte des Aussen- 
winkels zwischen den Ebenen OCA und OCB. Wird die Folge der Rotationen 
umgekehrt, so ist die Rotation um die resultirende Axe OC das Doppelte des 
Aussenwinkels bei C, welcher dem bei gleich ist. Obwohl also die Lage der 
resultirenden Rotationsaxe von der Folge der Rotationen abhängt, so ist doch der 
resultirende Rotationswinkel von ihr unabhängig. 

§ 272. Eine Rotation, deren Amplitude das Doppelte eines Innenwinkels 
des sphärischen Dreiecks ABC beträgt, ist der Rotation gleich und entgegen- 
gesetzt, deren Amplitude das Doppelte des zu ihm gehörigen Aussenwinkels ist. 
Denn da die Summe der beiden Winkel n ist, so unterscheiden sich die zwei 
Rotationen nur durch 2n und es leuchtet ein, dass eine Rotation um einen Winkel 
2» die Lage eines Punktes des Körpers nicht ändern kann. Es ist dies nur eine 
andre Art den Satz auszusprechen, dass ein Körper, der sich um eine feste Axe 
dreht, von einer gegebenen Lage in eine andre durch Drehung um die Axe sowohl 
in der einen als der andern Richtung gebracht werden kann. 

§ 278. Dem Satz über die Zusammensetzimg endlicher Rotationen kann man 
folgende Fassung geben: 
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Ist AB C ein gphäirisuhes Dreieck, so ist eine Botatum um OA von C tiodb B 
hin von der Amplitude gleich dem doppelten inneren Winkel bei A, gefolgt von einer 
BoUxtion um OB von A nouih C hin von einer Amplitude gleich dem doppelten 
inneren Winkel hei B der EotcUion um OC von B ncuih A hin, deren Amplitude 
dem doppelten inneren Winkel hei C gleichkommt, gleich und entgegengesetzt. 

Man merke, dass die Reihenfolge, in welcher die Azen zu nehmen sind, bei 
dem Umgang um das Dreieck den Rotationen entgegengesetzt ist. 

Da die Beweise des § 271 in ihren Grundzügen von Rodriguez herrühren, 
so hat man dem Satz seinen Namen gegeben. Die Abhandlung von Rodriguez 
findet man im 6. Band von Liouville's Journal, 1840. 

Beisp. Wenn zwei Rotationen 0, d' um zwei Axen OA^ OB, die senk- 
recht aufeinander stehen, zu einer einzigen Rotation 9 um die Axe OG vereinigt 

werden, so ist 

ff B & ff 

tg COA =« tg — cosec — , tg COB = tg -• cosec — und 



9 
eos|- 



e ff 

cos — cos -TT 

2 2 



§ 274. Der Sjlvegter'sehe Satz. Aus dem Satz von Rodriguez lässt sich 
sich der Sylvester' sehe dadurch ableiten, dass man das Polardreieck A'B'C 
zieht. Da die Seite B'C das Supplement des Winkels A ist, so unterscheidet 
sich eine der Richtung und Grösse nach durch 2 B'C dargestellte Rotation von 
der durch 2Am der entgegengesetzten Richtung dargestellten durch eine Rotation 
von der Amplitude 2n. Eine Rotation 2« kann aber die Lage des Körpers nicht 
ändern, daher sind die beiden Rotationen 2 B'C* und 2A der Grösse nach 
äquivalent, dagegen der Richtung nach entgegengesetzt. Ist daher A'B'C ein 
heliehiges sphärisches Dreieck, so bewirkt eine Botation zweimal B'C\ gefolgt von 
einer Botation zweimal CA', dieselbe Verrückung des Körpers vjie eine Botation 
zweimal B'A'. Unter einer Rotation B'C versteht man dabei eine Rotation um 
eine zur Ebene B'C senkrechte Axe, die den Punkt B' nach C bringt. 

§ 276. Den folgenden Beweis des vorstehenden Satzes hat Prof. Donkin 
in dem Phü. Mag. für 1851 gegeben. ABC sei ein beliebiges Dreieck auf einer 
im Raum festliegenden Kugel, aßy ein Dreieck auf einer gleichen und con- 

centrischen Kugel, die sich um ihren Mittelpunkt 
bewegen kann. Die Seiten und Winkel von aßy 
sind denen von ABC gleich, aber anders an- 
geordnet, indem das eine Dreieck das umgekehrte 
oder Bild des andern ist. Wird das Dreieck 
aßy in die Lage I gebracht, so dass die den 
Winkel a enthaltenden Seiten in denselben grössten 
Kreisen mit den den Winkel A enthaltenden liegen, 
so kann es offenbar längs AB in die Lage II 
und dann längs B C in die Lage HI gleiten und 
kann ebenso auch durch Gleiten längs ACia diese 
letztere Lage gebracht werden, aßy aber längs 
AB gleiten lassen ist äquivalent damit, sowohl ß sAb a längs eines Bogens, der 
doppelt so gross als ^£ ist, um eine auf die Ebene AB senkrechte Axe be- 
wegen. Dasselbe gilt, wenn das Dreieck längs BC oder AC gleitet. Zweimal 
die Rotation AB, gefolgt von zweimal der Rotation BC, bewirkt mithin dieselbe 
Yerrückung wie zweimal die Rotation AC. 

I 

§ 276. Rotationspaare. Sollen die Rotationen um zwei parallele Axen zu- 
sammengesetzt werden, so bedarf das Verfahren von Rodriguez nur einer ge- 
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ringen Aendemng. Statt Bogen anf einer Engel zn ziehen, lege man Ebenen 
durch die Axen, welche mit der die beiden Azen enthaltenden Ebene dieselben 
Winkel wie zuvor machen. Ihre Durchschnittslinie ist die resultirende Axe. Ein 
speoieller Fall verdient Beachtung. Wenn «» — ^ ist, so liegt die resultirende 
Aze im Unendlichen. Eine Rotation um eine im Unendlichen liegende Axe ist 
aber offenbar eine Translation. Eine Rotation 6 daher um eine Axe OAy gefolgt 
von einer gleichen und entgegengesetzten Rotation um eine parallele Axe CB^ im 

Abstand a von OA^ ist einer Translation 2a sin -j 6 äquivalent, welche die 

Richtung der Sehne des von einem beliebigen Punkt in OA beschriebenen Bogens 
hat und senkrecht auf der Ebene steht, die durch OA geht und mit der die Axen 

enthaltenden Ebene den Winkel ^ 6 macht. Dies folgt auch auf einfache Art 

aus § 228. 

§ 277. Conjvgirte Rotationen. Jeät gegebene Verrückung eines Körpers lässt 
sich durch etoei endliche BoUxtianen darstellen, von denen die eine um eine beliebige 
gegd>ene Gerade und die andre um eine zweite Gerade stattfindet, welche d%e erste 
niehi noihwendigerweise schneiden mtisS' Wenn eine Verrückui^^ so dargestellt 
wird, so heissen die Axen cof^ugirte Axen und die Rotationen conjugirte Rotationen, 

OA sei die gegebene Gerade und die gegebene Yerrfickung sei durch die 
Rotation 9 um eine Gerade OB und die Translation OT dargestellt. Wir 
wünschen die Rotation um 022 in zwei Rotationen zu zerlegen, eine um OA^ 
die andere auf sie folgende um OB, wenn OB eine auf OT senkrechte Gerade 
ist. Zu diesem Zweck verfahren wir, wie in § 271 und beschreiben eine Kugel, 
deren Mittelpunkt und Radius die Einheit ist. OJ., OB, OT mögen sie in 

Af B, T schneiden. Den Winkel ABB machen wir dem Supplementwinkel von -^ 

fC 

gleich, verlängern BB nach B, so dass TB ^m ^ ist und verbmden A und B. 

Nach dem Sylvester' sehen Satz wird nun die Rotation q> durch eine Rotation 
um OJ., die wir B nennen wollen, und die darauf folgende um OB, die 9* 
heissen mag, dargestellt. 

Nach § 276 ist die Rotation & einer gleichen Rotation ^ um eine parallele 
Axe CD zusammen mit einer Translation äquivalent, welche man so einrichten 
kann, dass sie die Translation OT aufhebt. Dieser Fall tritt ein, wenn der 

Winkel, den OT mit der Ebene von OB, CD macht, y (« — ö*) ist und auf 

der einen oder andern Seite von OT je nach der Richtung der Rotation liegt 

und wenn der Abstand r zwischen OB und CD derart ist, dass 2r sin y O'» OT ist. 

Auf diese Art ist die ganze Ver- 
rückung auf die Rotation 6 um OA, 
gefolgt von der Rotation & um CD 2 

reducirt worden. 

§ 278. Znaammensetcnng von 
Sekranbentowegvngen. 2ki>ei aufein- 
ander folgende Verrückungen eines 
Körpers kann man durch zwei sucees- 
sive Schraubenbewegungen darstellen. 
Man soll diese zusammensetzen. 

Der EOrper möge zuerst eine C* 
Rotation um die Axe OA mit der 
Translation a und dann die Rotation ^ 

um CD mit der Translation a' haben. OC sei der kürzeste Abstand zwischen OA 
und CD und mOge der leichteren Darstellung wegen die y-Axe sein. sei der 
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Goordinatenanfang und die x-Axe parallel zu CD^ so dass also 0^ in der xz- 
Ebene liegt. Es sei OC =^ r und der Winkel ÄOx = a. Man ziehe die Ebene 

xOT so, dass sie mit der xz-^hene den Winkel -r- 6^ macht; sie schneide die 

2^ j?- Ebene in OT. Femer ziehe man eine zweite Ebene J. 012, die mit der xz 'Ebene 

den Winkel -^ ^ ma^ht und die Ebene xOT in OB schneidet. 

Man verlängere Ä bis zu einem in der Figur nicht angegebenen Punkt P, so 
dass PO =^ a ist, und P sei der Reductionspunkt, auf welchen die ganze Ver- 
rückung des Körpers bezogen wird. Die Rotation $' ist einer Rotation 6' um Ox 

zusammen mit einer Translation 2r sin y 0' längs OT nach § 223 äquivalent. 

Nach § 271 ist die Rotation 6 um OÄ^ gefolgt von 6^ um Ox gleichwerthig mit 
der Rotation Sl um OB, wenn ß, der doppelte Winkel ÄBT ist, so dass 

sin Y A = — cos — S cos yÖ' + sinyösinYO* cos a 

ist. Die ganze Yerrückung wird nun dargestellt durch (1) eine Translation des 
Reductionspunktes P nach 0, (2) die Rotation Sl und (3) eine weitere Translation, 

welche die Resultante der Translationen 2rsin y^ längs OTund a' längs Ox 

ist. Nach § 219 können diese Yerrückungen in beliebiger Reihenfolge vor- 
genommen werden, da sie sich sämmtlich auf denselben Reductionspunkt be> 
ziehen. Man kann sie daher in eine einzige Schraubenbewegung auf die in § 226 
angegebene Art zusammensetzen. Sie heisst die resultirende Schraubenbewegiing. 
Eine Schraubenbewegung, die dieser resultirenden gleich und entgegengesetzt ist, 
bringt den Körper wieder in seine ursprüngliche Lage zurück. 

Die Rotationsamplitude der resultirenden Schraubenbewegung ist Sl und ihre 
Axe ist nach § 220 parallel zu OB. Aus § 271 ergibt sich , dass der Sinus der 
halben BotcUionsamplitude einer jeden Schraubenbewegung dem Sinus des Winkels 
zwischen den Axen der beiden andern Schraubenbewegungen proportional ist. 

Um die Translation längs der Axe der resultirenden Schraubenbewegung zu 
finden, muss man nach § 222 die Projectionen der drei Translationen OT, a, a' 

auf OB addiren. Die Projection von T ist 2 r sin y ö' cos TB « 2 r cos Ty • cos TB, 

also der doppelten Projection des kürzesten Abstandes r auf die Rotationsaxe 
gleich. Bezeichnet T die gesuchte Translation, so hat man 

T =i 2r cos By + a cos BÄ + «' cos Bx. 

§ 279. Sind die zusammenzusetzenden Schraubenbewegungen einfache Rota- 
tionen, so ist a = 0, a = und es lässt sich leicht zeigen, dass 

Tsin ya= 2rsiny6siny^sintt 

ist. In § 277 ist bewiesen worden, dass man jede Yerrückung durch zwei con- 
jugirte Rotationen auf unendlich verschiedene Art darstellen kann; aus demYorigen 

ergibt sich nun, dass in allen diesen Fällen rsinyOsinyO' sina sich gleich 

bleibt. Sind die Rotationen unbegrenzt klein und adt bez. <odt gleich, so wird 

daraus ^ r<o<o'{df)* sina, d.h. das Product aus einer Winkelgeschwindigkeit und 

Vi 

dem Moment ihrer conjugirten Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist iur alle 
dieselbe Bewegung darstellenden conjugirten Winkelgeschwindigkeiten dasselbe. 
Beisp. 1. Sind die zusammenzusetzenden Schraubenbewegungen einfache 
endliche Rotationen, so lässt sich zeigen, dass die Gleichungen für die Axe der 
resultirenden Schraubenbewegung 

y cos y ö* — «sin y ö* = r sin y 6* cos 9 cotg y Sl 



; 
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sind, worin 9 den Winkel xOE und Sl die resnltirende Rotation bedeutet. Die 
erste Gleichung drückt aus, dass die Centralaze in der Ebene liegt, welche die 
von aus auf 022 in der Ebene xOB senkrecht gezogene, die Translation in 
dieser Richtung darstellende (Gerade rechtwinklig halbirt; die zweite, dass die 
Centralaxe in einer zu TOB parallelen Ebene liegt, welche den in § 226 be- 
stimmten Abstand von TOB hat. 

§ 280. Die Geschwindigkeit der Punkte. Die Formeln sind etwas compli- 
cirter als die entsprechenden in § 288 fOr unendlich kleine Bewegungen. 

Die VerrOckung eines Körpers ist dwrch eine Botation von der endlichen 
ÄmplitHde B um eine Äxe Ol gegeben^ die du/r<^ den Coordinatenanfang geht und 
deren Bichtungscosvnusse {l, m, n) sind. Man soU die 
dadurch bedingten Äenderungen der Coordinaten (o;, y, z) 
eines Punktes P finden. 

Statt den Körper zu verrücken, wollen wir die 

^ Coordinatenaxen um den gleichen Winkel 6 und um 

dieselbe Aze 07, jedoch in entgegengesetzter Richtung 

rotiren lassen. Das Problem wird dann die Umkehrung 

des in § 217 besprochenen. 

Die Axen Ox^ Oy, O0 mögen nach dieser Ro- 
tation die Lagen Ox\ Oy\ 0/ einnehmen; die neuen J9' 
Coordinaten von P seien ^ . 

«' = 35 + dx^ y' — y + dy, / =>= z -^ Sz 

und a, p, 7 die Richtungswinkel von Ol auf beide Azensysteme bezogen. Die 
Axen mögen eine Kugel vom Radius gleich der Einheit in Ä^B,C; Ä\ B\ C* treffen. 
Durch Projection erhält man 

a/ =: rc cos AAÜ -f y cos BA + z cos CA!^ 

aus dem sphärischen Dreieck IAA' 

sin Y AA' =» sin a sin y 9 

und ans den beiden sphärischen Dreiecken BIA^ BIA 

SS cos a cos ß -}- sin « sin ^ cos Z, 

cos BA' «» cos a cos /) -j- sin a sin ß cos (^-f 0), 

worin Z den Winkel AIB bezeichnet. Beachtet man, dass 2 « cos a, m » cos ^, 

n «B COS 7 ist, so ergibt die erste Gleichung tgZ =^ — ^— und die zweite 

Im 

cosB^A'—Zm — Zm(cos6— tgZsinO)« sine(— n + Ztntg ydV Auf ähnliche 

Weise erhält man durch Aenderung des Vorzeichens von 6, 

cos C J.' » sin /ff» -f Intg^ei, 
also 

cosecö^Ä-B — ajtgyd + mz — ny + Ztg -~d(Za; + f»y4-nÄ) . . (1) 

und ähnliche Ausdrücke f3r dy^ dz. 

Wenn der Coordinatenanfang eine Translation hat, deren Componenten 
parallel den Axen Ox, Oy, Oz durch a, 5, e dargestellt werden, so müssen diese 
zu den obigen Werthen von dx, Sy, dz addirt werden. 

Ninmit man an, die VerrUchung sei durch eine Translation (a, 5, e) und eine 
Botation $ um die Axe (Z, f», n) gegeben, so ergeben sich die Gleichungen der 
Centralaxe ohne Schwierigkeit. Die gesuchte Axe ist parallel zu Ol (§ 226) und 
die Translation längs derselben der Projection der Translation des Coordinaten- 
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anfangs auf sie gleich (§ 222). Jeder Punkt auf der Centralaze muss daher den 
Gleichungen 

=, _y = _ = Ja + m6 + nc (A) 

genügen. Sind /*, g, h die Coordinaten des Fusspunktes des vom Goordinatenanfimg 
auf die Gentralaxe gefällten Lothes, so ist 

2f >^ a — l(al -{-bm-^ cn) — {bn — cm) cotg — Ö 

mit ähnlichen Ausdrücken für g, h. Die Gleichung der Gentralaxe nimmt dann die 
einfache Gestalt an 

x—f y—g e—h 

l m n 

um den Ausdruck fOr /* zu erhalten, setze man f^ g^ h statt x^y^ z in den 
Werthen von dx^ dy, dz. Bezeichnet man die rechte Seite der Gl. (A) der Kürze 
wegen mit K und beachtet, dass fl -{- gm -\~ hn ^= ist, so erhSit man 

IK—a^ (— figjB + f»Ä — ng) sinö 

und zwei ähnliche Gleichungen. Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit 
— tg Y 0, n bez. — m und addirt, so wird 

(a-iZ)tg-|-Ö — (&n-cm)-/^(l + tg»-ie)Bin6, 

woraus sich der gesuchte Werth von f sofort ergibt. 

Wenn £, 17, i die Goordinaten des Mittelpunktes der ganzen Verschiebung eines 

Punktes P bezeichnen, so ist | = ä + y ^rc, etc. Die Ausdrücke für die Gompo- 

nenten der Verschiebung nehmen dann die Gestalt an 

»«-a + 2tg-i-e[«(j-|c)-«(,,-|fe)] (2) 

Dies stimmt mit den von Bodriguez gefundenen Resultaten überein. Um die 
Gleichungen (2) zu erhalten, beachte man, dass ein Körper, der um Ol durch 
einen Winkel 6 gedreht wurde, wenn man ihn rückwärts um denselben Winkel 
rotiren lässt, seine frühere Lage wieder einnimmt. Setzt man daher x + dx, etc. 
anstatt x^y, z auf der rechten Seite der Gl. (1) und ändert das Vorzeichen von B, 
so erhält man dieselbe linke Seite mit — dx und — an Stelle von dx und 6, 
Es wird also 

coBecedx^ + (x+dx)tg^e+m(z+dz) — n(y+dy) — ltgYB[l(x+dx)-\ }. 

Bedenkt man, dass ldx-{- mdy -{- ndz «^ ist, weil nur Rotation stattfindet, 
§ 222, 80 findet man durch Addition 

a«=-2(wti— nijjtgle, 

worin 1^ « a; -|- -^ ^^ 1 ^^' ^^ Goordinaten des Mittelpunktes der durch die Rota- 
tion allein bewirkten Verrückung sind. Hat der Goordinatenanfang ebenfalls eine 
Translation, die durch a, &, c dargestellt vnrd, so sMiessen wir diese in die Werthe 
von 8x, Sy^ dz ein. Weil £, 17, £ die Goordinaten des Mittelpunktes der ganzen 

Verrückung sind, so setze man {^ «» | — -r-a, etc. Man erhält dann unmittelbar 
die Gleichungen (2). 

Da die ganze Verschiebung eines Punktes der Gentralaxe längs dieser Axe 
stattfindet, so sind £,!],{; auch die Goordinaten eines Punktes der Gentralaxe. 
Die Gleichungen der Gentralaxe kann man daher auch bilden, indem man die 
Werthe von dx, dy, dz in (A) substituirt. 
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§ 281. Durch Benutzung der Formeln für dx, dy, 9 z Jcawn man die Compo- 
nenten der ganzen Verschiebung eines Punktes P in Folge zweier Schrauben- 
bewegungen finden, die der ReÖhe nach um zwei durch beliebige Punkte (f, g, h), 
(T) /) ^') gehende Axen (2, m, n), (l\ m\ W) stattfinden. Bezeichnet man die Rotationen 
und Translationen mit (ft, v), {&, v'), so sind die Verschiebungen von {xyz) in 
Folge der ersten 

ix ^vl + sinö[— f(a: — /) + m{z — h) — n(y — g) + HP}, 
worin 

P^l{x — f) + miy — g) + n(z — h) und * = tglö 

ist, mit ähnlichen Ausdrücken für 9y, 9z. 

Die Verschiebungen 9^x^ 9^y^ 9)Z in Folge der zweiten Schraubenbewegung 
ergeben sich, wenn man x-\'9x—f^ etc. für rc, y, «r ; T, m', n' für 2, m, n und ö*, t?' für 0, t? 
setzt. Addirt man beide, so erhält man die ganze Verschiebung dx^=^9x-\-^x^ etc. 
in Folge beider Schraubenbewegungen. Das Verfahren bietet weiter keine Schwierig- 
keiten dar, nur ist das Resultat im Allgemeinen etwas lang. Wir kommen so zu 
dfrei linearen Ättsdrücken für die Componenten Jx^ Jy, Az der ganzen Ver- 
schiebung in Folge beider Schraubenbewegungen. Sie haben die Form 

z/a5 = a -f Ax -f By + Cz 
und ähnlich für äy^ dz. 

Um die Centralaxe der beiden Schraubenbeufegungen zu finden^ beachte man, 

dass der Ort von Punkten, deren Verschiebungen gleich und parallel sind, eine 

der resultirenden Schraubenaxe parallele Gerade ist, § 220. Setzt man daher 

jdx =^ a, dy ^=b^ dz =^ z^ so erhält man drei Gleichungen ersten Grades, von 

welchen immer zwei die Verhältnisse von x, y, z bestimmen und daher die 

Richtungscosinusse der Centralaxe angeben. Sie seien X, f», v. Die Gleichung 

der Centralaxe ist dann 

dx dy dz , , r , 



Kapitel VI. 

Die Bewegangsgrösse. 

§ 282. Das Kapitel hat die üeberschrift ^^Bewegungsgrosse^ er- 
halten^ obgleich nur ein Theil seines Inhalts durch sie ausgedrückt 
wird. Am besten lasst sich der Inhalt des Kapitels in dem folgenden 
Problem aussprechen. Die Umstände der Bewegung eines Systems 
zur Zeit t^ sind gegeben; zur Zeit ^ bewegt sich das System unter 
anderen Umständen; man soll die Beziehungen bestimmen, welche 
zwischen den beiden Bewegungen existiren. Die Art, auf welche 
diese Aenderungen durch die Kräfte bewirkt werden, ist nicht Gegen- 
stand der Untersuchung. Wir wollen nur bestimmen, welche Aende- 
rungen in der Zeit ^ — t^ vorgegangen sind. Ist die Zeit ^ — ^q sehr 
klein und sind die Kräfbe sehr gross, so wird es zum allgemeinen 
Problem der Momentankräffce. Auch dieses soll in dem Kapitel be- 
handelt werden. 

Das System möge auf beliebige feste Axen Oxy Oy, Oe bezogen 
werden. Die sechs allgemeinen Bewegungsgleichungen lassen sich dann 
nach § 71 in der Form schreiben 

Zm j^ = £mZ, 
Integrirt man sie von ^= ^o ^^^ ^=k> ^ ergibt sich 



«0 



Eine beschleunigende Krafb F greife an einem in Bewegung be- 
findlichen materiellen Punkt m wahrend der Zeit ^ — ^o ^^ ^^^ diese 
Zeit werde in Intervalle getheilt, von denen jedes gleich dt ist. In 
der Mitte eines jeden solchen Intervalls ziehe man von der Lage aus, 
die m in diesem Augenblick hat, eine Linie, welche den Werth, den 
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mFdt in demselben Augenblick besitzt^ der Richtung und Grosse nach 
darstellt. Die Resultante dieser Ejräfte^ wie man sie in der Statik 
findet^ heisst die ganze in der Zeit tj^ — t^ zur Verwendung gekommene 

Kraft So ist jmZdt die Gomponente der ganzen Ejraft parallel der 

ir-Aze. Aus den Gleichungen geht nun hervor^ dass 

(1) die durch beliebige Kräfte hervorgebroMe Aenderung der Gompo- 
nente de^ Bewegtmgsgrösse eines Systems ssu einer bdiebigen 2jeit der 
ganzen Componente der Kraft in derselben BicMung gleich ist imd dass 

(2) die durch beliebige Kräfte bewirkte Aendenmg des Moments der 
Bewegungsgrösse des Systems um eine Gerade zu einer beliebigen 2jeit 
dem garten Moment dieser' Kräfte um dieselbe Gerade gleich ist. 

Ist das Interyall ^ — t^ sehr klein^ so ist ^^die ganze Eraft^^^ die 
zur Verwendung gekommen ist^ das gewöhnliche Mass einer Momentan- 
krafb und die vorstehenden Gleichungen sind identisch mit denen 
in § 85. 

Es ist nicht nöthig^ die beiden Sätze aus den Bewegungsgleichungen^ 
wie wir es gethan haben ^ abzuleiten; das folgende allgemeine Theorem, 
das den beiden obigen Sätzen in Wirklichkeit äquivalent ist, ergibt 
sich leicht aus dem D'Alembert'schen Princip. 

§ 283. Fnndamentalsatz. Wenn die Bewegungsgrösse eines Massen- 
Punktes eines sich bewegenden Systems, wie in der Statik, so zusammenr 
gesetzt und zerlegt wird, als cb sie eine an der augenblicMichen Lage des 
Massenpunktes angreifende Kraft wäre, dann sind die Bewegungsgrössen 
aller Massenpunkte zur Zeit ^ den Bewegungsgrössen zu einer früheren 
Zeit t^ zusammen mit den ganzen Kräften, die während des Intervalls 
gewirkt haben, äquivalent. 

Die Sache lässt sich auf Grand des D'A lern her fachen Principe klarer dar- 
stellen, wenn man sie etwas ausführlicher behandelt Mnltiplicirt man die Masse 
m eines Pimktes P mit seiner Geschwindigkeit v, so ist das Product die Bewegungs- 
grösse mv des Massenpunktes. Wir woUen sie der Richtung und Grösse nach durch 
die Gerade PP' darstellen, die von dem Massenpunkt aus in der Richtung seiner 
Bewegung gezogen wird. Zum Zweck der Zusammensetzung und Zerlegung kann 
man (nach den Regehi der Statik) diese darstellende Gerade in der Richtung der 
Bewegung in eine beliebige Lage bringen; sie möge sich also mit dem Punkt be- 
wegen. Greift an dem Massenpunkt in irgend einem Augenblick eine äussere Kraft 
mJP an, so wird in der Zeit dt eine neue Bewegungsgrösse mFdt erzeugt. Sie 
kann ebenfalls durch eine Gerade dargestellt und mit dem mv des Punktes zu- 
sammengesetzt werden. Agiren und reagiren zwei Massenpunkte während der 
Zeit dt mit der Kraft B aufeinander, so werden den Punkten zwei gleiche und 
entgegengesetzte Bewegungsgrössen (nämlich Rdt) mitgetheüt. Nimmt man alle 
Punkte zusammen, so ist, wie man sieht, die Aenderung ihrer Bewegungsgrössen 
der Resultante aller mFdt, die auf das System gewirkt haben, gleich. Da dies 
fElr jedes Zeitelement gilt, so ist es auch für jedes endliche Intervall ^ — t^ gültig. 
Weil aber die Restdtante aller mFdt als die ganze Kraft definirt worden ist, so 
ergibt sich der obige Satz unmittelbar. 
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Falls keine Erafte mit Ausnahme der ireirenseiticren Einwirkungen 
der Massenpunkte aufeinander an dem System angreifen, sind, .Tln 
sieht y die Bewegungsgrossen aller Massenpunkte des Systems zu be- 
liebigen zwei Zeiten äquivalent. 

Die beiden Principien der Erhaltung der Translationsbewegungs- 
grösse und der Flachen kann man so aussprechen: 

Wemn die an einem System angreifenden Kräfte deraH sind, dass 
sie längs einer gewissen festen Geraden keine Componente besitzen, dann 
ist die Bewegung derart^ dass die Componente der TranslaMonsbewegungs- 
grösse längs dieser Linie consUmt ist. 

Wenn die Kräfte so sind, dass sie um eine gewisse feste Grerade 
kein Moment haben, dann ist das Moment der Bewegungsgrösse oder die 
Sectorenbewegungsgrösse (§ 76) um diese Gerade constant. 

Offenbar sind diese Satze nur specielle Fälle der in § 78 be- 
wiesenen Theoreme. 

§ 284. Die Centralkraft als Beispiel. Ein einzelner Massenpunkt 
m beschreibe eine Bahn um ein Eraftcentrum 0. v, v seien seine 
Geschwindigkeiten in irgend zwei Punkten P^ P' seines Wegs, mv', 
welches längs der Tangente in P' wirkte^ würde dann, wenn umgekehrt^ 
im Gleichgewicht mit dem längs der Tangente in P wirkenden mv 
zusammen mit der ganzen Centralkraft von P bis P' stehen. Sind 
p, p die Längen der von auf die Tangenten in P, P' gefällten 
Lothe, so ergeben die Momente um 0, vp =^ v p'^ mithin ist vp 
während der Bewegung constant. Treffen sich femer die Tangenten 
in T, so muss die ganze zur Verwendung gekommene Centralkraft 
längs der Linie TO wirken und lässt sich nach den Regeln für die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten durch t;, v ausdrücken. 

Beisp. Zwei Punkte von den Massen m, m bewegen sich um dasselbe Ejrafb- 
centrum. Sind %, H die Sectorengeschwindigkeiten eines der beiden Punkte, zu 
beweisen, dass mh-^wllk durch einen Zusammenstoss zwischen den Punkten nicht 
g^üidert wird. (§ 76.) 

§ 285. Drei Massenpunkte als Beispiel. Drei Massenpunkte mögen 
vom Zustand der Ruhe ausgehend einander anziehen^ ohne dass äussere 
Kräfte an ihnen angreifen. Die Bewegungsgrössen der drei Punkte sind zu- 
sammen in jedem Augenblick den drei An&ngsbewegungsgrössen äqui- 
valent und sind daher im yorliegenden Fall im Gleichgewicht. Daher 
müssen sich in jedem Augenblick die Tangenten an ihre Bahnen in 
einem Punkt schneiden imd wenn man Parallele zu ihren Bewegungs- 
richtungen so zieht; dass sie ein Dreieck bilden, so sind die Bewegungs- 
grössen der einzelnen Punkte den Seiten dieses Dreiecks proportionaL 

Sind es n Massenpunkte , so lässt sich auf dieselbe Art zeigen, 
dass die n durch mv, m'v, etc. dargestellten Kräfte im Gleichgewicht 
sind und dass die Geraden, welche man parallel zu den Bewegungs- 
richtungen und proportional den Bewegungsgrössen der Punkte, an 
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einem beliebigen Punkt beginnend^ zieht^ ein geschlossenes Polygon 
bilden. 

Die Bichtungslinien der an den drei Punkten angreifenden resul- 
tirenden Anziehungskräfte ly F\ F" schneiden sich ebenfalls in einem 
Pimkt. Denn sind Xy Yy Z die Wirkungen zwischen den Punkten 
m'm"y m"my mm' der Reihe nach, so ist F die Resultante von — Y 
und Z; JT von — Z und Z, F" von — Z und Z pie drei Kräfte 
Fy F'y F" stehen daher im Gleichgewicht^) und ihre Richtungslinien 
müssen sich in einem Punkt 0' schneiden. Auch ist die Gfrosse einer 
jeden dem Sinus des Winkels zwischen den Richtungen der beiden 
andern proportional Der Punkt (X liegt im Allgemeinen nicht fest 
und fallt mit nicht zusammen. 

Ist die Anziehung dem Abstand direct proportional^ so fallen die 
beiden Punkte Oy 0' mit dem Schwerpunkt G zusammen und liegen 
während der Bewegung im Raum fest. Denn es ist aus der Statik 
bekannt, dass unter dieser Voraussetzung die ganze Anziehung eines 
Systems von Massenpunkten auf einen der Punkte dieselbe ist, als 
wenn das ganze System in seinem Schwerpunkt vereinigt wäre. 0' fällt 
daher mit Q zusammen. Da femer jeder Punkt vom Zustand der 
Ruhe ausgeht, so ist die Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes 
Null und daher, nach § 78, G ein fester Punkt. Da weiter jeder Punkt 
vom Zustand der Ruhe ausgeht und einem festen Punkt G zugetrieben 
wird, so bewegt er sich auf der Geraden, welche seine Anfengshige 
mit Qr verbindet fällt daher mit Q zusammen. Wenn die An- 
ziehung dem Abstand direct proportional ist, so hängt, wie in der 
Dynamik der materiellen Punkte bewiesen wird, die Zeit, welche dazu 
nothig ist, das Gentrum der Kraft von der Ruhelage aus zu erreichen, 
von dem Abstand dieser Ruhelage nicht ab. Daher erreichen alle 
Massenpunkte des Systems Q zu derselben Zeit und treffen sich da. 
Bezeichnet ^m die Summe der durch ihre Anziehungen auf die gewöhn- 
liche Art gemessenen Massen, so ist diese Zeit, wie bekannt, j • 

Aehnliche Theoreme gelten, wenn die Kräfte anderen Gesetzen 
folgen. Beispiele dazu werden am Ende des nächsten Paragraphen ge- 
geben und ihre Auflösung kurz angedeutet. 

§ 286. Die drei Punkte von Laplaee als Beispiel. Drei Pmkte^ deren 
Mcissen m, nC, m" sind und die ekh gegenseitig anziehen, werden so geworfen, dass 
das durch Verbindung ihrer Lage in jedem Moment gebildete Dreieck seiner An- 
fangsgestaU immer ähnUch bleibt Man soll bestimmen, %mter welchen Bedingungen 
der Wurf stattfinden muss. 

Der Schwerpunkt muss sich entweder in Buhe befinden oder sich gleich- 
förmig auf einer Geraden bewegen. Wir können daher annehmen, er befinde sich 



1) Der Beweis ist nur eine nähere Ausfahrung des folgenden: Die drei 
Er&fte JP, F\ F" stehen nach D'Alembert's Princip im Gleichgewicht, weil 
sie die inneren Reactionen eines Systems dreier Körper sind. 

Bottthi DTSftmik. 1 17 
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in Rühe and nachher die Bedingungen für den Warf verallgemeinem, indem wir 
jedem Massenpunkt eine Zneatzgeschwindigkeit ertheilen, die der Bichtong parallel 
ist, in welcher der Schwerpunkt sich bewegen soll. sei der Schwerpunkt, 
P, P', T** die Lagen der Massenpunkte zur Zeit U Nach der Voraussetzung sollen 
dann die L&ngen O'P^ 0P\ OP" stets proportional und die Winkelgeschwindig- 
keiten um gleich sein. Da das Moment der BewegungsgrOssen des Systems 
um sich immer gleich bleibt, so ist 

mr^n + mV*n+ m'V n = C!on8tante, 

wenn r, /, /' die Abstände OP^ OP'^ OP" und n ihre gemeinschaftliche Winkel- 
geschwindigkeit bedeuten. Da die Verhältnisse r : / : /' constant bleiben, so 
folgt aus dieser Gleichung, dass mr^n constant ist, d. h. dass OP gleiche Sectoren 
in gleichen Zeiten beschreibt. Nach Newton*s zweitem Princip ist daher die 
resultirende an P angreifende Kraft nach gerichtet. 

9, 9', 9" seien die Seiten P'P", P"P^ PP' des durch die Massenpunkte 

IWfliflfil* 

gebildeten Dreiecks und die Anziehung sei der proportional. Dann ist, 

(Abstand)* 

da die resultirende an m angreifende Anziehung yon fn', m" durch geht, 

^ sin rPO - ^r Bin P'PO 
9 9 

tmd, weil der Schwerpunkt ist, 

m'Q' sin P'PO — m"Q sin r'PO. 

Entweder liegen daher die drei Massenpunkte in einer Geraden oder es ist 
^"*+* « ^'*+i. Ist jk -B — 1, so ist die Anziehung dem Abstand proportional, 
ist k dagegen nicht — — 1, so wird q = q" und das Dreieck muss gleich- 
seitig sein. 

Nimmt man an, die Massenpunkte würden in Richtungen geschlendert, die 
gleiche Winkel mit ihren AbstSnden yom Schwerpunkt machen und mit Qe- 
schwindigkeiten, die diesen Abständen proportional sind und setzt man femer 
YorauB, die resultirenden Anziehungen nach dem Schwerpunkt hin seien diesen 
Abständen proportional, so gelten in allen drei Fällen dieselben Bedingungen am 
Ende der Zeit dt und so besiAndig weiter. Die drei Punkte beschreiben daher 
ähnliche Bahnen auf ähnliche Art um den Schwerpunkt. 

Erstens wollen wir annehmen, die drei Massenpunkte Ifigen in derselben 
Geraden. Um eine bestimmte Vorstellung zu gewinnen, liege m zwischen m und 
w" und zwischen m und m\ Da die auf jeden Punkt wirkende Anziehungs- 
kraft dem Abstand des Punktes von proportional sein muss, so müssen die drei 
Anziehungen, in der Richtung PP" gemessen, nämlich 

m' m" m" m__ m m 

(pp'f {pp"f ' (r'P'f (prf • {pp^'f {rp"f 

proportional OP, OP*. OP" sein. Da ZmOP = ist, so liefern die sich daraus 

ergebenden beiden Gleichungen im Ganzen nur eine Gleichung. Setzt man z »^ pp^ 
so dass also 

OP OP' PP' 

m' + w"(l -f«) " — m + m"z " w + m' -f «" 
ist, so erhält man 

was mit dem Resultat übereinstimmt, welches Laplace fand, der sich zuerst 
mit diesem Problem beschäftigte. 
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Falls die Anziehung dem Newton^ sehen G^esetz folgt, ist Ä; «» 2 und wird die 
Gleichung 

m««[(l +iEr)»— 1] - m'(l + gy (l - if«) — w" [(1 + jb?)» — ««] — 0, 

welche vom f&nften Grad ist und daher immer eine reelle Wurzel hat. Die linke 
Seite der Gleichung hat entgegengesetzte Vorzeichen för j9 := und z^=»(x>, daher 
ist diese reelle Wurzel positiv. Es ist also immer möglich die drei Massen so 
zu werfen, dass sie in einer Geraden bleiben. Laplace bemerkt, dass, wenn m 

3/ / ■ // 

die Sonne, m' die Erde, m" der Mond ist, g nahezu den Werth 1/ — ^ — = -^ 

erh&lt. Wären daher ursprünglich die Erde und der Mond in dieselbe Gerade 
mit der Sonne gebracht worden in Abständen von der Sonne, die zu 1 und 

l-f'-Tjo' proportional sind, und wären ihre Geschwindigkeiten anfänglich diesen 

Abständen parallel und proportional gewesen, so würde der Mond stets in Opposition 
zur Sonne geblieben sein. Der Abstand des Mondes yon der Erde wäre zu gross 
gewesen, als dass er im Zustand beständiger Verfinsterung hätte sein können und 
es würde deshalb jede Nacht Vollmond gewesen sein. LiouTille hat indess in 
den AddiHons ä la Cannaissance des Temps^ 1846 nachgewiesen, dass eine solche 
Bewegung unstabil wäre. 

Die Bahnen der Punkte sind ähnliche Ellij)sen, die den Schwerpunkt zum 
gemeinschaftlichen Brennpunkt haben. 

Ztoeüens sei die Anziehung dem Abstand proportional. In diesem Fall ist 
die an jedem Massenpunkt angreifende Anziehungskraft dieselbe, als wenn die 
drei Punkte im Schwerpunkt vereinigt wären. Jeder Punkt beschreibt eine Ellipse, 
die den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, in derselben Zeit. Nothwendige Be- 
dingungen fSr den Wurf sind, dass die Wur%eschwindigkeiten den Anfangs- 
abständen vom Schwerpunkt proportional sind und dass ihre Richtungen gleiche 
Winkel mit diesen Abständen machen. 

Drittens mögen sich die Massenpunkte in den Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks befinden. Die resultirende, am Punkt m angreifende beschleunigende 
Kraft ist 

— cos P'PO + ^ cos P"PO. 
9 Q 

Die Bedingung, dass die an den Punkten angreifenden Ejräfte ihren Ab- 
Blanden von proportional sein müssen, zeigt, dass das Verhältniss dieser Kraft 
zu dem Abstand OP dasselbe für alle Massenpunkte ist. Da nach einem Satz 
über den Schwerpunkt 

m'Q" cos P'PO + m"Q cos P"PO = (w + f»'-f m") OP 

ist, so wird dieser Bedingung o£fenbar anfangs genügt, wenn ^ o» ^' ss ^". Wenn 
daher die Massenpunkte mit Geschwindigkeiten geworfen werden, die diesen Ab- 
ständen proportional sind und in Richtungen, die gleiche Winkel mit OP^ OP* 
bez. OP" machen, so werden sie aus demselben Grund, wie zuvor, stets in den 
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bleiben. 

Eine Besprechung der Stabilität dieser Bewegung findet man im zweiten Theil 
dieses Werkes. 

Beisp. 1. Man zeige, dass, wenn die drei Massenpunkte sich in den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks befinden und einander nach dem Newton 'sehen 
Gesetz anziehen, ihre Bahnen ähnliche Ellipsen sind, die zum gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt haben. Man finde die Dauer der Periode. 

^ Beisp. 2. Drei ungleiche Massenpunkte, die sich anziehen wie die umgekehrte 

, 1;^ Potenz des Abstandes, werden im Zustand der Ruhe auf die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks gesetzt. Man beweise, dass sie sich schliesslich in ihrem 
' gemeinschaftlichen Schwerpunkt treffen. 
/ 17» 
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Die Laplace 'sehen Wurfbedingangen sind erfSllt. Die Punkte bleiben daher 
stets auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, und diese Ecken bewegen sich 
direct auf den Schwerpunkt zu. Die drei Massenpunkte beschreiben daher 
grade Linien und kommen gleichzeitig in an. Die Uebergangszeit ist durch 

gegeben, worin ^ ^^ m -{' m' -\' m" und q eine Seite des anfänglichen gleich- 
seitigen Dreiecks ist. Das Integral kann man in Gammafiinctionen ausdrücken, 

wenn man y^'^oi g oder y setzt, je nachdem k kleiner oder grösser ab die 

Einheit ist. Wenn k=^Z ist, kann die Integration ohne Schwierigkeit aus- 
gef&hrt werden. 

Beisp. 8. Wenn das Sonnensystem nur aus Sonne, Erde und Mond, die sich 
in einer Ebene bewegen, best&nde, zu beweisen, dass 

8{E+]ISYH+ {8+E+3£) EMh « Constante 

ist, worin h die Sectorengeschwindigkeit eines Punktes auf dem Mond um die Erde 
bedeutet, dessen Masse der Einheit gleich gesetzt wird und H die Sectorengeschwin- 
digkeit des Schwerpunktes der Erde und des Mondes um die Sonne bezeichnet. 
Man beweise auch, dass, wenn die Sonne im Baum festläge. 
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dt (E + M)^ 

ist, wo r, r' die Abstände der M und E von 8 und A den doppelten Inhalt des 
Yon den drei Körpern gebildeten Dreiecks bezeichnet. 

[St. John's Coli., 1896.] 
G sei der Schwerpunkt des ganzen Systems, K der von E und M. a sei 
die Winkelgeschwindigkeit im Baum von EM, ^ die yon 8K. Die doppelte 
Sectorenbewegnngsgrösse des ganzen Systems um O ist nun constant, die von E 
und M, nach § 74, 

(E . KE^ + M . KM^ <o + (E+ M)' GK* • fl 

und die yon 8 ist 8- G8* • Sl. Gegeben ist h »> EM* • «, JBT » 8K* • A; 
auch die Abstände KE, KM, GK, G8 kann man, wie aus der Definition des 
Schwerpunktes bekannt ist, durch die Abstände EM, 8K und die Massen 8, Ey M 
ausdrücken. Substituirt man und setzt die Summe der Sectorenbewegungsgrössen 
einer Gonstanten gleich, so ergibt sich die erste Gleichung sofort. Die zweite 
erhält man dadurch, dass man die Momente um 8 und K nimmt. 

Beisp. 4. JacobVs Theorem. Ein freies System yon Massenpunkten bewegt 
sich nur unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen Anziehungen und die Kräfte- 
function TJ ist eine homogene Function n^>^ Grades. Man beweise, dass 

4!i SmB* = 2(n -I- 2) CT -f 2C 
at 

ist, worin 2{j, JK,, etc. die Abstände der Massenpunkte m^, m^, etc. von ihrem 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt und C eine Constante ist. Wenn die Anziehung 
umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes yariirt, zu beweisen, dass 

ZmR* ^A + Bt + Ct* 

ist. (Vorlesungen Über Dynamik, 1864, herausgegeben yon A.Cleb8ch, Supplement 
band, S. 22.) 

Durch einfache Di£ferentiation erhält man 



m 
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und, wenn man die Summen fär die Coordinaten Xj y^ z und fär alle Massen- 
punkte nimmt, da ü homogen ist, 

d* 

^ (2mr*) — 22mv^ -= 2nZ7. 

Nach dem Princip der lebendigen Kraft (§ 188 oder § 360) ist 

2mv^ = 2 IT + C, C — 2mv^* — 2 ^o » 
wenn ü^ der Werth der KrSitefunction im Anfangszustand ist. Daraus folgt 

J^ Ziwr" — 2(n + 2) CT + 2(7. 
Nun ist 

da aber keine äusseren Ejrftfie ezistiren, so ist -rr constant und deshalb } J 

dt dt* 

Null. Da das Gleiche für y und z gilt, so folgt daraus der zu beweisende Satz 

unmittelbar. 

Beisp. 5. Drei Massenpunkte, die einander umgekehrt wie die dritte Potenz 
des Abstandes anziehen, werden in beliebige Lagen im Zustand der Biihe gebracht. 
Man leite aus Jacobi's Theorem ab, dass ein Zudammenstoss stattfinden muss. 



.// 



bevor die Zeit t, die sich aus t*£ — |— »» SmB* ergibt, vorüber ist. 

Da die Massenpunkte vom Zustand der Buhe ausgehen, so ist B s» und 

C«= — 2Cr^-a — S — j— , wenn q die Seite des Dreiecks bedeutet, welche die 

Anfangslagen von m', m" verbindet. Femer ist A das Anfangsträgheitsmoment 
der drei Massenpunkte in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt. Wir 
bemerken, dass C negativ und Ä positiv ist und dass die quadratische Gleichung 
Ä + et* ^0 reelle Wurzeln hat. 

Stossen zwei Massenpunkte während der Bewegung gegeneinander, so sind 
wie man aus der Gleichung der lebendigen Kraft ersieht, ihre Geschwindigkeiten 
in diesem Moment unendlich gross. Die ganze darauf folgende Bewegung wird 
durch den Zusammenstoss afficirt. Findet er nicht vor der durch Ct* »» — A 
gegebenen Zeit statt, so ist offenbar in diesem Moment 2m B* »» 0; die Massen- 
punkte müssen daher in Berührung sein. 

Aus dem Jacobi' sehen Theorem ergibt sich femer, dass die Anordnung 
unseres Sonnensystems nicht stabil sein könnte, wenn die Attraction dem um- 
gekehrten Cubus des Abstandes proportional wäre. Denn sind die Wurzeln 
der Gleichung A -{- Bt -\- Ct* » reell, so müssen sich die Massenpunkte nach 
einer endlichen Zeit treffen; sind sie imaginär, so muss, da A ein Trägheitsmoment 
und also positiv ist, C positiv sein und es müssen mithin die Radien vectoren 
einiger Planeten unendlich gross werden, wenn t unendlich gross wird. 

€riU die Jacobi'sche Gleichung ganz unbegrenzt? 

Könnte man annehmen, dass zwei Massenpunkte, wenn sie sich treffen, 
ohne Widerstand der eine durch den andern hindurchgehen, so Hesse sich er- 
warten, dass die Gleichung 

ZmB* m^A + Bt + Ct* 

zu jeder Zeit ihre (Mltigkeit behielte. Wenn aber C negativ und t hinlänglich 
gross ist, so haben die beiden Seiten der Gleichung entgegengesetzte Vorzeichen, 
so dass also die Gleichheit nicht unbegrenzt stattfinden kann. 



262 Kapitel VI. Die Bewegungsgrösse. 

Die Ursache dieses Widerspruchs liegt in der Unstetigkeit, welche bei dem 
ZasammentrefFen zweier Massenpimkte eintritt^). Wenn die Massenpnnkte m, m' 
den sehr kleinen Abstand x Ton einander haben, wird schliesslich (dx/di)*=^Eyx*j 
worin E* '*=* m -]- m' ist. Daraus erhält man durch Ausziehen der Wurzel 
dx/dt >» :t: -^/^ • N&hem sich die Punkte einander, so muss man der Wurzel das 
negatiye Vorzeichen geben, weil x positiv und dx/dt negativ ist. Wenn die Massen- 



1) Um die Sache klarer zu machen ^ wollen wir annehmen, ein einzelner 
Massenpunkt P gehe vom Zustand der Buhe im Punkt Ä aus und werde yon 

einer Centralkraft JP«- ^^ , welche in liegt , angezogen. Ist OP ^ x^ so er- 



hält man «• — C— a/lPdoj — C + ^ 

%/ X 



Anfangs ist für x^^a, v^O , daher C «» — fi/a*. Wenn der Massenpunkt 
durch- den Coordinatenan&ng gegangen ist, gilt för die Geschwindigkeit t?' der 
gleiche Ausdruck, wenn man C statt C setzt. Sind v^, v^ die End- und An- 
fangsgeschwindigkeiten der beiden Bewegungsperioden, so ist i^^'* — v^\ weil es 
der doppelten von J^ auf einer Strecke, die absolut Nidl ist, verrichteten Arbeit 
gleichkommt, för jedes noch so grosse F Null. Daher ist C'»» C . 

Nimmt man die Quadratwurzel, so wird 

Bei der Annäherung des Massenpunktes an muss das negative Vorzeichen ge- 
nommen werden, weil v negativ und x positiv ist. Wenn der Massenpunkt 
passirt hat, ist das positive Vorzeichen zu nehmen, weil v sein Vorzeichen be- 
hält und X negativ wird. In unserm Problem wechselt daher die Wurzel das 
Zeichen und geht im Goordinatenanfang durch die Unendlichkeit. Diesem 

Zeichenwechsel kann man dadurch Rechnung tragen, dass man ^V^ negativ 
oder positiv nimmt, je nachdem der Massenpunkt sich auf der positiven oder 
negativen Seite des Eraftsitzes befindet. 
Es ist nun 

daher 

Die Zeit t werde negativ und positiv genommen von der Epoche an, zu 
welcher der Massenpunkt durch das Centrum der Kraft geht. Für t «» o ist dann 
a; as 0, xv^^^Yfb und also 

x*^:f2Yiit^^t\ 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem der Massenpunkt 
sich auf der positiven oder negativen Seite des Centrums der Kraft befindet. Der 
Punkt schwingt in gleichen Bogen auf beiden Seiten des Centrums der Kraft und 
die rechte Seite der Gleichung wird nie negativ. 

Die Ansichten über die richtige Interpretation der Gleichungen fdr die 
Punkte, an welchen entweder die Geschwindigkeit oder die Kraft unendlich gross 
wird, sind sehr auseinandergegangen. Wir verweisen den Leser auf eine Ab- 
handlung von Asaph Hall in Bd. 8 des Messender of MathemaUcs, 1874, wo die 
sich etwas widersprechenden Resultate von Euler, Montucla, Laplace, Plana 
U.A. kurz zusammengestellt sind. Die Sache hat mehr theoretischen als praktischen 
Werth; in Wirklichkeit kommen solche Fälle nicht vor. 
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punkte einander paesiren, wechselt der Abstand x sein Vorzeichen bei dem Durch- 
gang durch Null, der momentane Werth der Qtst^viovndigkeit bleibt jedoch ungeändert^ 

dsa 
die Quadratwurzel muss also das positive Vorzeichen erhalten; x -tt wechselt da- 

her das Zeichen; es muss mithin die Constante "E unstetig sein und plötzlich bei dem 
Zusammentreffen der beiden Massenpunkte ein andres Vorzeichen annehmen. Jeder 
Zusammenstoss marldrt daher einen Abschnitt, mit welchem ein neues Problem 
beginnt und die Werthe der willkürlichen Gonstanten von Neuem bestimmt 
werden müssen. 

§ 287. Lebende Wesen als Beispiele. Beisp. 1. Ein Mann wird an eine 
yerticale Axe gebunden, die ohne Reibung rotiren kann, und hat nur seine Arme 
frei Das System ist anfangs in Ruhe; man erkläre, wie der Mensch durch Be- 
wegung seiner Anne im Raum seinen Körper herumdrehen kann. 

In welcher Weise der Mann auch seine Arme bewegen mag, die ganze 
Sectorenbewegungsgrösse um die Axe ist nach § 283 jedenfalls Null. Er möge 
seinen rechten Arm dicht an seine Seite legen, ihn dann seitwärts ausstrecken 
und so nach vom bewegen, dass der Arm den vierten Theil eines horizontalen 
Kreises beschreibt. Er ziehe dann den Arm ein und bringe ihn so wieder in 
seine Anfangslage. Offenbar hat jeder Punkt des Armes und der Hand einen 
Sector um die Axe von der Rechten zur Linken beschrieben. Der Körper des 
Mannes muss sich daher um die yerticale Axe Yon der Linken zur Rechten um 
einen solchen Winkel drehen, dass die ganze Sectorenbewegungsgrösse Null ist. 
Durch Wiederholung des Verfahrens kann er seinen Körper um jeden beliebigen 
Winkel drehen. 

Auf diese Art kann eine Person, die auf einem vollkommen glatten Tisch 
aufrecht steht, sich um eine yerticale durch ihren Schwerpunkt gehende Axe 
drehen und nach jeder beliebigen Richtung Front machen. 

Beisp. 2. Eine Person liegt auf einem yoUständig glatten Tisch auf dem 
Rücken; man erkläre, wie sie sich herumdrehen und mit dem Gesicht nach dem 
Tisch zu liegen kommen kann. 

Sie strecke einen Arm aus und schlage mit ihm auf den Tisch; auf diese 
Art erl^lt sie WinkelbewegungsgrOsse um ihre Axe. Hat sie sich so um zwei 
rechte Winkel gedreht, so schlägt sie wieder mit ausgestrecktem Arm oder Armen 
auf den Tisch und kann so die Bewegung zum Stillstand bringen. Dieselbe 
Wirkung bringt sie heryor, wenn sie einen Theil ihrer Kleidung seitwärts weg- 
wirft. Schliesslich kann sie auch die im letzten Beispiel beschriebene Methode 
benutzen. 

Beisp. 8. Man erkläre, wie es kommt, dass eine Katze, die man mit den 
Beinen nach oben aus hinreichend grosser Höhe herabfallen lässt, auf ihre 
Füsse fällt. 

Während des ersten Stadiums des Falles streckt die Katze ihre Hinterbeine 
fast senkrecht zur Körperaxe aus und zieht die Vorderbeine dicht an den Nacken 
an. Li dieser Lage dreht sie den Vordertheil des Körpers um einen so grossen 
Winkel, als sie kann, während der hintere Theil sich um einen kleineren Winkel 
in entgegengesetzter Richtung dreht, so dass die ganze Sectorenbewegungsgrösse 
um die Axe (wie in Beisp. 1) Null ist. In dem zweiten Stadium des Falles h&lt 
sie die Beine umgekehrt, indem die hinteren dicht am Körper anliegen und die 
yorderen ausgestreckt sind. Die Katze dreht nun den hinteren Theil ihres Körpers 
um den grossen Winkel, während der vordere Theil um den kleinen Winkel 
rotirt. Das Resultat ist, dass sich beide Theile der Katze um die Axe durch 
etwa gleiche Winkel herumdrehen. 

In der IfffOwre vom 22. Nov. 1894 findet man eine Reihe von Photographien 
einer fallenden Katze, die aus Marey's Artikel in den Compies Bendus CXIX, 
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1894 reprodncirt sind. Die richtige Erkl&mng schreibt man Gayon zu. In dem- 
selben Band der Comptee Bendus bringt Maurice Leyy eine mathematische 
Begründung des Vorganges und zeigt wie ein Mann in einem leeren Baum sich 
ohne Anfangsgeschwindigkeit und ohne den Beistand einer äusseren Kraft um 
seine Axe herumdrehen kann. Lecornu (ibid.) erklärt auch, wie eine Schlange durch 
innere beständig wiederholte Bewegungen ihren Körper um ihre Längsaze drehen 
kann, ohne ihre äussere QestaU oder ihre Lage im Baum zu ändern. Vergl. auch 
die Aufsätze Yon Marcel Deprez, Picard und Appell in demselben Bd. und 
das BuU. de la soc, math., Nov. 1894. 

Beisp. 4. Eine Person ist in einen leichten Verschlag eingeschlossen, der 
auf einem rauhen Boden steht. Man zeige, durch welche Bewegungen er die 
Beibung dazu benutzen kann, den Verschlag und sich selbst beliebig weit längs 
des Bodens fortzubewegen. 

Er schreite von dem einen Ende aus den Verschlag entlang, aber nicht so 
schnell, dass die Reibung unzureichend wäre, den Verschlag in Buhe zu erhalten. 
Er bewegt so seinen eignen Schwerpunkt und erlangt BewegungsgrOsse. Indem 
er dann aufspringt, hebt er den Kasten vom Boden in die Höhe und trägt ihn 
mit sich. Wenn die Schwere den Kasten wieder auf den Boden senkt, wiederholt 
er die Operation. Eine andere Methode ist in Kap. ü, Beisp. 3 angegeben. 

Man hat die Beobachtung gemacht, dass gewisse mezicanische FruchthiÜsen, 
die man Springbohnen nennt, sich mittelst einer Reihe von Sprüngen in Bewegung 
setzen. Man fand, dass jede Bohne ein Thierchen enthielt, das beträchtlich kleiner 
als die Höhlung war, in der es eingeschlossen sass. Die Art, wie das Thier die 
Bohne auf eine Entfernung, die zwei bis dreimal so lang als die Bohne ist, zum 
Springen bringt, hat sich nicht recht aufklären Jassen. Man sehe Chatnber^g 
Journal, 1896; Boyal Botanical Society, 1894. 

Beisp. 5. Zwei Eimer, deren Gewichte m, m' sind, werden an einem dünnen 
unelastischen Seil, das über eine feste Rolle läuft, au%ehängt; in dem Mittel- 
punkt des Bodens des einen Eimers sitzt ein Frosch, dessen Gewicht ^ ist. In 
einem Moment augenblicklicher Ruhe der Eimer springt der Frosch vertical so in 
die Höhe, dass er grade das Niveau des oberen Randes seines Eimers erreicht. 
Man beweise, dass das Verhältniss der absoluten Länge h' des verticalen Auf- 
stiegs des Frosches im Raum zu der Länge h seines Eimers, und die Zeit t, welche 
verfliesst, bis der Frosch wieder auf dem Boden seines Eimers ankommt, durch 

(w -f t»' + (*)• Ä' « 2m'(m 4- w') h, m'gt^ = 4(m + w') Ä 

gegeben ist, wobei die letzte Gleichung von dem Gewicht des Frosches nicht abhängt. 

[Walton's Problem, Math. Tripos, 1864.] 

Beisp. 6. Man zeige, dass eine Person, welche sich auf einer Schaukel 
schwingt, den Schwingungswinkel dadurch vergrössem kann, dass sie sich am 
höchsten Punkt zusammenkrümmt und sich am tiefsten Punkt längs des Seiles 
aufrichtet. 

2 a, 2 & seien die Längen des Mannes, wenn er sich bückt und wenn er auf- 
recht steht; My m die Massen der Schaukel und des Mannes; I das Trägheits- 
moment der Schaukel und c der Abstand ihres Schwerpunktes von ihrem Auf- 
hängepunkt. Zuerst kommt das System mit der Person in gebückter Lage vom 
Zustand der Ruhe aus einen Winkel a herab und hat in seiner tiefsten Lage die 
Winkelgeschwindigkeit a>. Wenn nun plötzlich die Person aufsteht, so wird die 
Winkelgeschwindigkeit od in o' umgeändert. Zuletzt steigt dann das System 
einen Winkel ß hinan. Man hat daher 



wonn 



Äm^ = 4flfi4' 8in*y «, ^o» = B«, Ba'« — IgB sin«| /J, 
A^I+m(l'-ay + '^ma\ Ä^ itfc + w(Z — a) 
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ist und man £, ^ aus Ä^ Ä' erhält, wenn man h statt a schreibt. Die erste 
und dritte Gleichung ergeben sich aus dem Princip der lebendigen Kraft, die 

zweite aus dem der Fl&chen. Daraus folgt an* — p/eia^Y^^''^'^'/^^' ^^ ^^^ 
aber JL'>>£', weil &>>a ist, und J.>>jB, weil man bei Schaukeln die Länge l 
des Seiles gewöhnlich grösser als die Höhe der Person nimmt. Folglich ist ß 
grösser als a. 

Man betrachte die Gleichung Am ^ Bau'; jedesmal, wenn die Person sich 
aufrichtet, verringert sich das Trägheitsmoment und wächst mithin die Winkel- 
geschwindigkeit. An dem höchsten Punkt, an dem sich das System momentan 
in Buhe befindet, wird die Winkelgeschwindigkeit durch das Bücken nicht ver- 
ändert, dagegen das Trilgheitsmoment vergrössert. Durch fortgesetztes Wieder- 
holen der beiden Bewegungen wird die Winkelgeschwindigkeit bei jedem Durch- 
gang durch den tiefsten Punkt grösser. Das Moment der Schwere ist femer beim 
Herabkommen der Schaukel grösser, als beim Aufsteigen; aus beiden Ursachen 
vermehrt sich die Amplitude der Schwingung. 

§ 288. PlStzliehe Fixirungen. Ein starrer Körper bewegt sich 
frei auf bekannte Art im Baum. Plötzlich wird eine Gerade im Körper 
fixirt oder ihre Bewegung in irgend einer gegebenen Weise geändert. 
Man soll finden , welche Aenderungen in der Bewegung des übrigen 
Körpers Tor sich gehen. 

Probleme wie diese werden sammtlich mit Hülfe desselben mecha- 
nischen Princips gelöst. Die Aenderung der Bewegung wird durch 
Momentankrafte hervorgebracht, die an Punkten dieser Geraden an- 
greifen. Daher ist nach § 283 die Wihkdbewegungsffrösse des Körpers 
um die Axe diesdbe nach wie vor der Aenderung, Dies dynamische 
Princip liefert eine Gleichung, die zur Bestimmung der folgenden 
Bewegung des Körpers um die Gerade ausreicht. 

Diesen Satz kann man auch in einem allgemeineren FaU benutzen. 
Man nehme an, wir hätten ein System in Bewegung befindlicher Körper, 
die plötzUcb starr mit einander verbunden sind und gezwungen werden, 
sich um eine Axe zu drehen. Die darauf folgende Winkelgeschwindigkeit 
um diese Axe lässt sich dann dadurch finden, dass man die Winkel- 
bewegungsgrösse des Systems um diese Axe nach der Aenderung der- 
jenigen vor der Aenderung g:leich setzt. 

Bei der Anwendung dieses Principes auf verschiedene Körper 
empfiehlt es sich, verschiedene Methoden zur Ermittlung der Winkel- 
bewegungsgrösse zu gebrauchen. Dks folgende Yerzeichniss soll den 
Leser bei der Auswahl des für jeden speciellen Fall geeignetsten Ver- 
fahrens unterstützen. 

§ 289. Fall 1. Der Körper sei eine Scheibe, die sich auf be- 
liebige Art in ihrer eignen Ebene bewegt und die Axe, deren Be- 
wegung geändert wird, stehe senkrecht auf ihrer Ebene. Die Lösung 
findet man in § 171. 

§ 290. Fall 2. Der Körper sei eine Scheibe, die sich um eine 
in ihrer Ebene gelegene Momentanaxe Ox mit der Winkelgeschwindig- 
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keit d heramdreht. Sine Axe Oaf^ die ebenfalls in ihrer Ebene liegt, 
werde plötzlich fixirt 

In diesem Fall ist die Ermittlang der Winkelbewegongsgrosse 
so einfach^ dass es am besten ist^ wenn wir auf die Grundprincipien 

zurückgreifen, de sei ein 
t^ ^^ Element der materiellen 

Flache der Scheibe; y^y' 
seine Abstände von Ox^ 
Ox\ Dann sind ym^^m 
die Geschwindigkeiten 
Ton dfS grade vor und 
grade nach dem Stoss. 
Die Momente der Be- 
wegungsgrosse um Ox' 
grade vor- und grade nachher sind deshalb y^mdö und if^m'd6. 
Nimmt man die Summen für die ganze Fläche der Scheibe, so er- 
gibt sich 

mU^^d6 = m2]yf/d6 (1). 

Erstens seien Ox, Ox' einander parallel, so dass also im Un- 
endlichen liegt, h sei der Abstand der Axen, daher ff =y — h Es 
wird dann 

aUy'^dö = a)[27y*dtf — hZydff], 

A, Ä. seien die Tragheitsmomente der Scheibe fBr Ox bez. Ox^ y der 
Abstand des Schwerpunktes von Ox^ M die Masse der Scheibe. Man 
erhält 

A& =m{A — Mhy). 

Zweitens seien Ox^ Ox' einander nicht paralleL sei der Goordi- 
natenanfang und der Winkel xOx'=cc] es ist dann ^'«»ycosa — xsma, 
F sei das Deviationsmoment der Scheibe um Oxy Oy^ wobei Oy senk- 
recht auf Ox steht. Durch Substitution in (1) findet man 

Ä(o = (o{A cos a — I sin a). 

Beisp. 1. Eine elliptische Scheibe mit der Ezcentricität e dreht sich um 
einen Parameter. Plötzlich wird dieser Parameter losgelassen und der andere 

fixirt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit . , ihres früheren Werthes 
beträgt. ^"*"** 

Beisp. 2. Eine Scheibe von der Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks AGB 
dreht sich um die Seite AC, Plötzlich wird AG losgelassen und BG festgehalten. 

BG 

Wenn G der rechte Winkel ist, so beträgt die Winkelgeschwindigkeit ^-jr, ihres 

früheren Werthes. ^^^ 

Beisp. 8. Die Ebene eines Rechtecks ABGD steht yertical und seine untere 
Kante AB hat eine horizontale Lage und liegt im Raum fest. Bei einer leichten 
Störung dreht sich das Rechteck um AB und in dem Augenblick, in dem seine 
Ebene horizontal ist, wird die Seite AD festgehalten und AB losgelassen. Es 
dreht sich jetzt um AD und wenn die Ebene wieder yertical steht wird AB fest- 
gehalten und AD losgelassen. Man zeige, dass die Endwinkelgeschwindigkeit um 
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AB durch die Gleichung «•«» — ^^ ^ — gegeben, ist, worin AB ^^ ^a 
und AD^2b. "^^ 

Beisp. 4. Ein Punkt in einer Lamelle, welche um eine in ihrer Ebene ge- 
legene gegebene Momentanaxe rotirt, wird plötzlich festgehalten. Man zeige, dass, 
wenn die neue Momentanaxe senkrecht auf der früheren stehen soll, der Punkt auf 
einer Hyperbel liegen muss, deren eine Asymptote rechtwinklig zur gegebenen 
Axe und deren andere in Bezug auf die Trägheitsellipse für den Schwerpunkt zu 
ihr cozgngirt ist. 

§ 291. Fall 3. Der Körper drehe sich um eine MomentanAxe Ol 
mit der bekamiten Winkelgeschwindigkeit a> und eine Axe 0I\ welche 
sie in einem Punkt schneidet^ werde plötzlich festgehalten. 

ly m, n seien die Bichtungscosinusse von Ol in Bezug auf die 
Hauptaxen fOr und V^ in, vi die Richtungscosinusse von 0I\ Dann 
sind nach § 264 die Winkelbewegungsgrossen um diese Hauptaxen 
grade vor dem Stoss Afoly Brnm^ Cmn. Die Winkelbewegungsgrosse 
um Ol' grade vor dem Wechsel ist daher nach § 265 

(AIV + Bmm' + CnW) «. 

Ist €9 die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um 0I\ grade nachdem 
Or im Baum festgelegt wurde^ so ist die Winkelbewegunsgrosse 

Durch Oleichsetzung der beiden Ausdrücke erhalt man dann a/. 

Beisp. 1. Ein massiver gerader Kegel, dessen halber Winkel an der Spitze 
a ist, rotirt um eine Erzeugende. Plötzlich wird eine andere Erzeugende festgelegt 
und die beiden Ebenen, welche die Erzeugenden und die Axe enthalten, sind um 
den Winkel 9 gegeneinander geneigt Man zeige, dass das Yerhältniss der 
Winkelgeschwindigkeiten 

[2 + (4 + n) cos qp] : [6 + n] ist, wo n » tg*a. 

Beisp. 2. Wenn ein Eöiper um einen festen Punkt rotirt, so heisst das 
halbe Product aus dem Trägheitsmoment fOr die Momentanaxe und dem Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit die lebendige Erafb. T sei die lebendige Exaft des 
Körpers, wenn er sich ^i um die Axe Ol dreht und T\ wenn die Axe Ol' 
plötzlich festgelegt wird. Man construire das Trägheitsellipsoid fOr den Punkt 
und $ sei der Winkel zwischen den excentrischen Linien (§ 40) der beiden Axen 
07, or. Man beweise, dass T' « Tcos'^. Daraus folgt, dass die lebendige 
Kraft jedesmal verringert wird, wenn eine neue Axe festgelegt wird. 

§ 292. Fall 4 Die Bewegung des Körpers sei durch die Bewegungs- 
componenten u, v, w^ cd«, (Oy, a, gegeben und der Schwerpunkt sei der 
Reductionspunkt. Die Gleichung der Geraden, deren Bewegung plötzlich 
geändert wird^ sei 

l m n ' 

worin ly m^ n die augenblicklichen Bichtungscosinusse sind. 

Man nehme an^ die Gerade werde plötzlich im Raum fixirt. Die 
Winkelbewegungsgrösse vor der Fixirung ist in § 266 gegeben. Ist ©' 
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die Winkelgeschwindigkeit um diese Gerade nach der Fixirung, so ist 
die Winkelbewegungsgrösse J©', worin / in § 17, Beisp. 9 gegeben 
ist. Setzt man beide Ausdrücke gleich, so ergibt sich cd'. 

§ 293. Man nehme femer an, die Bewegung, welche der Geraden 
plötzlich aufgezwungen wird, werde durch die Geschwindigkeiten 
Uj Vy W eines Punktes P der Geraden und die Winkelgeschwindig- 
keiten Oj 9; i> dargestellt. Die Bewegung des Körpers kann dann 
durch die Translationsgeschwindigkeiten Uy F, W des nämlichen 
Beductionspunktes P und die Winkelgeschwindigkeiten -|- AI, 
q>-\-Slmy if'\- Sin ausgedrückt werden, worin Sl die einzige unbekannte 
Grösse ist. 

Die Winkelgeschwindigkeiten 0, 9, ip kann man, um die gegebene Bewegung 
der Geraden darzuetellen, auf unendlich verBchiedene Art w&hlen, weil eine Winkel- 
geschwindigkeit um die Gerade die Linie selbst nicht bewegt. W&hlt man nun 
6, (p, 'tp so, dass die Componente 10 -f mq> -\- n*^ um die Gerade Null ist, und 
sind (Z, m, n) die augenblicklichen Kichtungscosinusse der Geraden, so ist Ä die 
Winkelgeschwindigkeit des EOrpers um die Axe grade nach dem Wechsel. 

Diese Grösse A, ihre Bedeutung mag sein, welche sie wolle, findet 

man durch Gleichsetzimg der Winkelbewegungsgrössen um die Axe vor 

imd nach dem Wechsel. Diese Momente kann man so au&tellen, wie 

in § 266 erklärt wurde. 

§ 294. Wird die der Geraden plötzlich aufgezwungene Bewegung 
dadurch dargestellt, dass man die Geschi^indigkeiten zweier Punkte 
P, P' der Geraden gibt, und stellen die Bewegungscomponenten u , v\ w\ 
^x, <Oyy Wg für den Schwerpunkt als Reductionspunkt die gesuchte 
Bewegung des Körpers nach dem Wechsel vor, so lassen sich die 
Winkelbewegungsgrössen vor und nach dem Wechsel niederschreiben, 
wie in § 266 angegeben wurde. Setzt man sie gleich, so erhalt man 
die dynamische Gleichung. Die Gomponenten der Geschwindigkeiten 
von P und P' kann man nach § 238 finden und den gegebenen 
Werthen für die erzwungenen Geschwindigkeiten gleichsetzen. Wir 
erhalten so im Ganzen sechs tmabhängige Gleichimgen zur Ermittlung 
der sechs Bewegungscomponenten nach dem Wechsel. 

Beisp. 1. Eine elliptische Scheibe befindet sich in Ruhe. Plötzlich wird 
das eine Ende der grossen und das eine der kleinen Axe gezwungen, sich senk- 
recht zur Ebene der Scheibe mit der Geschwindigkeit ü bez. V zu bewegen. 

Man zeige, dass der Schwerpunkt sich mit der Geschwindigkeit -j {Ü-^ V) zu 

bewegen anfängt. 

Beisp. 2. Eine elliptische Scheibe befindet sich in Buhe. Plötzlich wird 
das eine Ende des Parameters gezwungen sich parallel zur grossen Axe mit der 
Geschwindigkeit U zu bewegen, 'v^hrend sich das andere senkrecht zur Ebene 
der Scheibe mit der Geschwindigkeit W bewegt. Man zeige, dass die Gompo- 
nenten der Geschwindigkeit des Centrums parallel den Axen der Scheibe 

U —Ue W 



sind. 



2' 2(1 — e")' 2(l + 4c") 
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Beisp. 8. Eine frei in ihrer Ebene, welche vertical ist, rotirende Kreisseheibe 
fällt anf eine andere ihr gleiche Ereisscheibe, deren Ebene horizontal ist und 
welche sich um eine feste verticale durch ihr Gentrum gehende Aze dreht. Im 
Augenblick des Zusammenstosses werden die beiden Scheiben starr miteinander 
Terbunden. Wenn der Punkt des Zusammenstosses einen Radius des horizontalen 
Kreises halbirt, zu zeigen, dass sich die Winkelgeschwindigkeit um die feste 
yerticale Aze anf die H&lfte reducirt. 

Beisp. 4. Die Bewegung eines freien KOrpers sei durch die Oomponenten 
tt, ü, 10, 0»^, « , «9^, auf irgend einen Beductionspunkt bezogen, gegeben. Die 

plötzlich einer Geraden ertheilte Bewegung werde durch die Oomponenten ü^ F, TT, 
Ö, 9, ^ dargestellt und auf denselben Beductionspunkt bezogen. Die relative 
Bewegung ist dann durch die Oomponenten u — CT, v — F, etc. gegeben. Man 
nehme an, sie seien die gegebenen Grössen und finde die Oomponenten der Be- 
wegung nach dem Wechsel unter der Voraussetzung, dass die Gerade plötzlich 
festgelegt yrird. Diese Oomponenten seien u', v\ etc. Man beweise, dass die gesuchte 
Bewegung dann durch die Oomponenten Z7-|- u, F-|- v\ etc. dargestellt wird. 
Dies Verfahren, die Läsu/ng zu finden, kann man das zwr Biuhe Bringen der 
Geraden nennen. 

§ 295. Fall 5. Manchmal wird statt einer Geraden ein einzelner 
Pankt P des Körpers ergriffen und gezwungen sich auf gegebene Art 
zu bewegen. AladATm bleibt die Winkelbewegungsgrösse um jede durch 
den festgelegten Punkt gehende Gerade unverändert. Wählt man drei 
geeignete sich in dem Punkt schneidende Azen und setzt die Winkel- 
bewegungsgrösse um jede vor dem Wechsel der nach dem Wechsel 
gleich^ so erhält man drei dynamische Gleichungen. Ausserdem hat 
man die geometrischen Gleichungen nach § 238 , welche ausdrücken^ 
dass die Oomponenten der Geschwindigkeit von P den gegebenen 
Oomponenten der dem Punkt aufgezwungenen Geschwindigkeit gleich 
sind. Auf diese Art kommt man zu sechs Gleichungen für die Er- 
mittlung der sechs Oomponenten der Bewegung. 

§ 296. Wir wollen ein Beispiel zu diesem Yer&hren betrachten. 
Man nehme an, die Bewegung des Körpers sei durch die Oomponenten 
u^ Vy Wy agy Oy, o}, gegebcn, sein Schwerpunkt sei der Reductionspunkt 
und der Punkt P mit den Ooordinaten f, g^ h werde plötzlich fest- 
gdegt. Ay B, C, D, E, F seien die Trägheits- und Deyiationsmomente 
des Körpers fOr die durch den Schwerpunkt gehenden Axen und die 
mit einem Strich yersehenen Buchstaben mögen die entsprechenden 
Grössen für die durch P gehenden parallelen Axen darstellen. Slxy Slyy Sl, 
seien die gesuchten Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um die sich 
in P schneidenden Axen^ die denen des Schwerpunktes parallel sind. 
Dann liefern die Gleichungen der Bewegungsgrössen 

Am» — Fmy — Eo), + M(vh — wg) = AH, — F*Sly — KSl, , 

— Fa» + B(Oy — Daj, + M{wf— uh) = — FSl» + B'Sly — I/a,, 

— Em» — Dmy + Cm, + M(ug— vf) — JB'Ä, — J7ßy + C'Ä, . 
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Man sieht, dass die Gleichungen sich viel einfacher gestalten, wenn 
man die Axen so wählt, dass das eine System aus Hauptaxen besteht. 

§ 297. Wenn der Korper grade, ehe der Punkt P festgehalten 
wird, um eine durch den Schwerpunkt G gehende Axe Gl rotirt, so 
yerschwinden aus den Gleichungen die Ausdrücke, welche die Ge- 
schwindigkeiten des Schwerpunktes enthalten. Sie lassen nun eine 
leichte geometrische Deutung zu. Die Gleichung des TragheitseUipsoids 
fdr den Schwerpunkt ist 

^2P+ BT^+ CZ^— 22) rZ— 2EZX — 2FXY— M^. 

Es ist daher klar, dass die linken Seiten der Gleichungen den Bichtungs- 
cosinussen der Diametralebene proportional sind, welche einer Geraden 
conjugirt ist, deren Bichtungscosinusse ((d«, Oy, co«) proportional sind. 
Ebenso sind die rechten Seiten, wenn man das Tragheitsellipsoid fOr P 
construirt, den Bichtung^cosinussen der Diametralebene, welche zur Axe 
(A«, Ay, A«) gehört, proportional. Dieser Art stehen die Momentan- 
axen vor und nach dem Festlegen von P in der Beziehung sm einander , 
dass ihre congugirten Diametrald>enen in Beeng a/uf die Trägheitsdlipsaide 
für G hee. P einander paraUd sind. 

Dieses Resultat lässt sich auch ohne Schwierigkeit aus § 118 ab- 
leiten. Die Bewegung des Körpers um die Axe Gl kann durch ein 
Momentanpaar in der zu Gl conjugirten Diametralebene in Bezug auf 
das Tritgheitsellipsoid fdr G hervorgebracht werden. Nehmen wir nwn 
an, der Körper beßnde sich in Buhe und P liege fest, und lassen dieses 
Paar auf ihn einwirken. Es folgt dann aus § 118, dass sich der Körper 
um eine Axe PI' zu drehen beginnt, deren zugehörige Diametral- 
ebene in Bezug auf das Trl^heitsellipsoid f&r P der Ebene des Paares 
parallel ist. 

Die Richtung des Stosses bei P lasst sich auch leicht finden. 
Der Schwerpunkt, der sich in Ruhe befiemd, beginnt sich plötzlich 
senkrecht zu der durch ihn und die Axe PF gelegten Ebene zu be- 
wegen. Dies ist daher offenbar die Richtung des Stosses. 

§ 298. Beisp. 1. Eine Kugel auf dem Breitengrad 90® — ß ist an einem 
Punkt ihrer Oberfläche aufgehängt und befindet sieh unter der Einwirkung der 
Sduoere im Oleiehgewicht. Plötglich Jiört die Botatüm der Erde auf; man eoü die 
Bewegung der Kugel bestimmen. [Math. Tripos, 1867.] 

G sei daa Centrum der Kugel, ihr Aufhängungspunkt und a ihr Badius. 
C sei der Mittelpunkt der Erde. Man nehme an, die Figur, S. 271, sei bo gezeichnet, 
dass sich die Kugel von dem Beobachter entfernt. Ist o die Winkelgeschwindigkeit 
der Erde und CG '^ ita, so rotirt die Kugel um eine zu C7P, der Erdaze, parallele 
Axe Gp mit der Winkelgeschwindigkeit o, w&hrend sich ihr Schwerpunkt mit 
der (Geschwindigkeit nasinO - a bewegt. 

OC, Op und das auf der Ebene 00, Op errichtete Loth seien die Axen 
der X, y bez. $ und A^, A , A^ die Wiiücelgeschwindigkeiten um sie, grade 

nachdem die Rotation der Erde aufgehört hat. 
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Nach § 296 aind die Winkelbewegongsgrössen um Ox grade Tor und grade 
nach dem StUlstand einander gleich; daher 

worin itfib' das Trägheitsmoment der Eugel f&r 
einen Durchmesser ist. Femer sind die Winkel- 
bew^gnngsgrOssen um Oy einander gleich; daher 

und schliesslich auch die um Oje;; daher 

— 3f*»Ä,. 
Löst man diese Gleichungen auf, so wird 



^¥ Aj* -I- a" 7 




+ 
imd A^nocosO. Durch Addition der Quadrate Yon 52«, iQ„, A. erhält man 



a*_a*[cOB*0+ r 



-8 + »>*V.:-. 



)'"in»«]. 



worin A die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre Momentanaxe ist. 

Beisp. 8. Ein Punkt von der Masse itf , der keine Geschwindigkeit besitzt, 
wird plötzlich an die Oberfläche der Erde in dem Endpunkt eines Badiusvectors 
befestigt, der den Winkel 6 mit der Erdaze macht. Wenn E die Masse der Erde 
vor dem Hinzukommen yon M ist, A und G ihre Hauptträgheitsmomente ftir den 
Mittelpunkt und m die Winkelgeschwindigkeit um ihre Aze ist, zu beweisen, dass 

Ä " "^ (E-\-M)AC+EMCr^QfM^e' 

. ^ ^ , E+M A 

co<«9-cotgO + -X_._____ 

ist, unter Sl die Anfangswinkelgeschwindigkeit um eine zur Erdaze parallele Aze 
und unter tp den Winkel verstanden, den die Anfangsrotationsoze mit der Erd- 
aze bildet. 

Beisp. 8. Ein regelmässigeB homogenes Prisma, dessen Normalschnitt ein 
regelmässiges Polygon von n Seiten ist, rollt auf einer vollkommen rauhen Fläche. 
Man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit, wenn die Rotationsaze von der 
einen Kante auf die andere übergeht, in dem Yerhältniss 



redudrt wird.. 



2gr 2ir 

2 + 7 cos — :84*C0B — 
• n n 



§ 299. AllmSlige AendernngeiL In den obigen Beispielen waren 
die Aendemngen der Bewegung plotzlicli; man verfahrt jedoch ebenso^ 
wenn sie allmalig vor sich gehen. 

Beisp. 1. Ein Kügelchen von der Masse m gleitet längs eines kreisförmigen 
Drahtes von der Masse M und dem Radius a und der Draht kann sich frei um 

einen verticalen Durchmesser drehen. Man beweise, dass — » 1 4- 2 -^^r ist, wo 

0» M 
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CD, 52 die Winkelgeschwindigkeiten des Drahtes zu der Zeit sind, zn welcher die 
Kugel sich an dem Ende eines horizontalen bez. eines verticalen DnrehmesserB 
befindet. 

Beisp. 2. Wenn die Erde sich albn&lig durch Ausstrahlung von W&rme so 
zusammenzieht, dass sie sich in Bezug auf ihre physische Beschaffenheit und 
Gestalt immer ähnlich bleibt, zu beweisen, dass, wenn jeder Badiusvector sich 
um den n^^ Theil seiner Länge zusammengezogen hat, sich die Winkelgeschwindig- 
keit um den 2n^^ Theil ihres Werthes yermehrt hat, wobei n klein ist. 

Beisp. 8. Zwei Eisenbahnzfige, Yon denen jeder die Masse M hat, gehen 
in entgegengesetzten Richtungen von dem Pol längs eines Meridians ab und 
kommen gleichzeitig auf dem Aequator an; man beweise, dass die Winkel- 

geschwindigkeit der Erde um _ , ihres Werthes abnehmen würde; unter a 

den Radius des Erdäquators und unter Ek^ das Trägheitsmoment der Erde um 
ihre Axe der Figur yerstanden. 

Welche Wirkung wurde es haben, wenn nur ein Zug yon dem Pol nach 
dem Aequator fähre? 

Beisp. 4. Eine Fliege lässt sich senkrecht auf einem Blatt Papier nieder, 
das auf einer glatten horizontalen Ebene liegt, und schreitet auf der Curye 
r = f{ß) yoran, die auf dem Papier aufgezeichnet ist und deren Gleichung sich 
auf den Schwerpunkt des Papiers als Coordinatenanfang bezieht. Man nehme an, 
die Fliege sei im Stand sich ohne zu gleiten auf dem Papier zu bewegen und 
zeige, dass ihre Winkelgeschwindigkeit im Baum um den gemeinschaftlichen 

Schwerpunkt des Papiers und der Fliege /mfV Ti;«j_ i* "J* ^"^» worin M 

und m die Massen des Papiers und der Fliege und k den Trägheitsradius des 
Papiers um seinen Schwerpunkt bedeuten. Man leite daraus die Bahn der Fliege 
im Raum ab. 

Beisp. 6. Nimmt man an, das Eis schmelze in den Polarregionen zwanzig 
Grad um jeden Pol herum etwa 31 cm dick, so reicht dies aus, jene Flächen 
83 cm tief oder die ganze Erde 2 cm tief unter Wasser zu setzen, wobei das 
Niyeau des Meeres sich nur um die kaum merkbare Differenz yon 2 cm oder 
2,6 cm heben würde. Die Geschwindigkeit der Erde als Chronometer würde da- 
durch um den zehnten Theil einer Secunde pro Jahr yerlangsamt werden. Dieses 
Beispiel wie das nächste sind dem Fhü. Mag., 1866 entnommen. Man yerdankt 
beide Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelyin. 

Bedeutet E die Masse der Erde, a ihren Radius, k ihren Trägheitaradius für 
die Polaraxe, o ihre Geschwindigkeit yor dem Schmelzen, so ist nach dem Prin- 

cip der Flächen — = — y,,, cos ö (1 + cos Ö) , worin M die Masse des ge- 
schmolzenen Eises und zwanzig Grad ist. Setzt man für die Buchstaben ihre 
bekannten Zahlenwerthe ein, so findet sich 9n leicht. 

Beisp. 6. Durch das Fallen yon Meteoren, die yon allen Seiten die Erde 
erreichen, hat sich auf der Erde eine h Meter dicke Staubschicht gebildet, wobei 
h klein ist. Man zeige, dass die Aenderung in der Länge des Tages nahezu 

^ eines Tages beträgt, wenn a den Radius der Erde in Metern, q und 2> 

die Dichtigkeiten des Staubes bez. der Erde bedeuten. Man drücke das Resultat 
in Zahlen aus, wenn die Dichtigkeit des Staubes doppelt so gross als die des 
Wassers und h *« 0,016 ist. 

Oppolzer {Asttimümische NachriMeny Nr. 2678) und später H. A. Newton 
(American Journal of Science, Vol. XXX, 1884) haben die Wirkungen untersucht, 
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welche das Aufschlagen von Meteoren und ihre Anziehungskraft durch die Schwere, 
wenn sie in die Nähe dor Erde kommen, ohne sie zu treffen, auf die Erde 
ausüben. 

Beisp. 7. Eine spiralförmige Röhre yon kleinem gleichmässigen Querschnitt 
kann sich frei um eine yerticale Axe drehen, in welcher ihre beiden Enden liegen. 
Eine variable Quantität Q Flüssigkeit tritt pro Secunde in das obere Ende ein 
und fliesst aus dem unteren heraus. M ist die Masse der Bohre, m der in ihr 
enthaltenen Flüssigkeit; man zeige, dass 

{M + m) ifc"a> + Q jrsbitpds 

constant ist, wenn tp der Winkel ist, den die Tangente an die Bohre in irgend 
einem Punkt P mit der Ebene bildet, welche P und die Axe enthält. Maxwell 
hat ein ähnliches Experiment gemacht, um zu bestimmen, . ob die Elektricität 
BewegungsgrOsse habe. Man sehe seine EltctricHy, Vol. U, Art. 574. 

§ 300. Das Princip der Translationsbewegungsgrösse kann ebenso 
wie das der Flächen dazu benutzt werden^ die allmaligen durch einen 
Wechsel der Massen bewirkten Aenderungen zu bestimmen. Im All- 
gemeinen verfahrt man wie folgt. 

An einem Körper von der Masse My dessen 6eschwindigkeits- 
componente parallel der ^-Axe v ist^ greife eine endliche Kraft X 
an. Der Korper möge einen kleinen Theil m = — dM seiner Masse 
in jedem Zeitelement dt verlieren. Man soll seine Bewegungsgleichung 
finden. In der Zeit dt vergrössert die Kraft die Translationsbewegungs- 
grösse um Xdty während die durch Verringerung der Masse verlorene 
BewegungsgrOsse mv ist. Der Gewinn an BewegungsgrOsse beträgt 
aber im Ganzen dF(J9fi;); daher ist die Bewegungsgleichung 

d{Mv) = Xdt + vdM, 
also 

^Tt=^ W- 

Man erhält dieselbe Gleichung, wenn man unter M die Masse des EOrpers 
grade nach dem Verlust des Elementes m versteht. Setzt man dann die beiden 
Ausdrücke für den Gewinn an BewegungsgrOsse in dem nächsten Zeitelement ein- 
ander gleich, so hat man Mdv =^ Xdt. 

Wir wollen nun weiter annehmen^ der Körper nehme um eine 
Masse m = dM in der Zeit dt zu und die Componente der Geschwindig- 
keit dieses Zuwachses grade vor seiner Verbindung mit M sei v\ Der 
vollständige Gewinn an BewegungsgrOsse ist nun Xdt in Folge der 
Kraft und mt;' in Folge des Zusammenstosses^ welcher durch die 
plötzliche Verbindung der Massen M und m, die verschiedene Ge- 
schwindigkeit haben^ hervorgerufen wird. Die Bewegungsgleichung 
lautet daher 

d(Mv)=^Xdt + vdM. (2), 

Ist v' = Vy so erhält man wieder das frühere Resultat. 
Nach der in § 85 gegebenen Regel sollte die endliche Kraft X 
bei der Bestimmung der Wirkung einer Momentankraft vernachlässigt 

BoQth, DysAmik. I. 18 
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werden, m ist aber als eine dM gleiche Grrosse unendlich klein, die 

Aenderung der Bewegungsgrösse durch den Stoss ist daher eine kleine 

Ghrösse von derselben Ordnung wie Xdt Die Kraft X muss mithin 

hier in die Gleichung eingeschlossen werden. 

Die Yorstehenden S&tze sollen durch die Auflösimg einiger Probleme über 
die gradlinige Bewegung von Fäden erläutert werden, während wir uns vor- 
behalten die krummlinige in dem zweiten Band zu besprechen. 

^ Beisp. 1. Ein gleichförmiges Seil von der Länge 2L hängt über eine kleine 

/ glatte Bolle ^ die in der Höhe L über einem unelastischen Tisch angebracht ist, 

f und an jedem Ende des Seiles ist eine Masse befestigt, die der Masse des halben 

' Seiles gleichkommt. Anfangs befindet sich die eine Masse P sehr nahe bei der Bolle, 

iTährend die andere Q auf dem Tisch neben dem halben aufgerollten Seil liegt. 

Die obere Masse wird nun losgelassen; man beweise, dass die grösste Höhe, bis 

zu welcher die untere sich eventuell erheben kann, ^L ist, worin | sich aus der 

Gleichung fi + 2 log (l - y {) = -g- ergibt. j-gt. john's Coli., 1896.] 

Es gibt drei Stadien der Bewegung. Zuerst senkt sich P und werden 
successive (mit der Gfeschwindigkeit ©' = 0) die Glieder der aufgewickelten Kette 
von dem Haufen weggenommen und der sich bewegenden Kette hinzugefSgt. Da 
die Masse von P der Masse einer Länge L der Kette gleich ist, so hat man, 
wenn x =s J.P, 

d[ix + 2lr) t;] = xgdt 

Multiplicirt man mit {x^2L)v und integrirt, so findet man, dass P auf 

dem Tisch mit der Geschwindigkeit v^ ankommt, die aus 9,'«= — Zrjf folgt. In 

diesem Augenblick findet ein Stoss statt; P vmrd durch den Tisch zur Buhe ge- 
bracht, aber die Kette und Q bewegen sich. Ist v^ die Anfangsgeschwindigkeit 

von Q, so hat man SmLv^ ^= 2mLvi^ ^^ ^t= X^i- Zuletzt steigt das 

Gewicht Q in die Höhe und nacheinander werden die Glieder der Kette auf dem 
Tisch aufgehäuft. Ist y die von Q erstiegene Strecke, so wird 

{SL — y)dv = — (L — y)gdU 

Setzt man -jr "= -3— und integrirt, so ergibt sich die Geschwindigkeit t? von Q aus 
• dt- ' dy 

und daraus das gesuchte Besultat, wenn man X| f&r y schreibt und v == setzt. 

Beisp. 2. Der eine Theü eines schweren gleichförmigen Seiles ist auf einem 
Tisch in einen kleinen Haufen A aufgerollt, der andere, nämlich AGB^ läuft über 
eine kleine Bolle C (die sich vertical über A befindet) und hängt auf der andern 
Seite der Bolle frei bis zu einer Tiefe CB = h herab. Es sei CA «» a und h 
grösser als a; man finde die Bewegung, wenn das System vom Zustand der Buhe 
ausgeht. [Tait und Steele's DynanUcs, 1856.] 

Bedeutet x die Länge von CJB, so ist die Geschwindigkeit durch 

(a? + a)«t?" = -| ^(ic — 6) («* + 6a? + 6» — 3a») 
gegeben. 

Beisp; 8. Eine biegsame Kette ABC DE hängt im Gleichgewicht über 
einem glatten verticalen Kreis und das eine Ende A ist an dem Endpunkt eines 
horizontalen Durchmessers befestigt. Ein Theü ABC hängt auf der einen Seite 
und ein anderer Theil BE auf der andern Seite des Kreises vertical herab. Das 
befestigte Ende A wird losgelassen; man zeige, dass 
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die Gleichung zur Bestimmung des Abstandes y des tiefsten Punktes der Kette 
von dem horizontalen Durchmesser während des ersten Theils der Bewegung ist. 
Dabei ist 2 die ganze Länge des Seiles und 2 c der umfang des Kreises. 

[Math. Tripos, 1870.] 
Ehe Ä losgelassen wird, sind die Längen ÄB^ BC^ DE sämmtlich gleich 
und ABC bildet eine Eettenlinie, deren Parameter Null ist. Wird nun A los- 
gelassen, so bewegt sich AB zuerst abwärts. Jedes Element yon AB fällt frei 

unter dem Einfluss der Schwere; ist daher x^^AB^ so erhält man y — os es •-• ^t*. 

Die Elemente von AB werden eines nach dem andern auf J?C übertragen, wobei 
ein jedes die Geschwindigkeit v' ^=^ gt und die Länge — dx hat. So ist die Be- 
wegungsgleichung von BCDE fOr die Zeit, in welcher sich BC abi^üi» und 
DE aufwärts bewegt, 

d[(2 — ä) c] = ( — dx) V + g(^y + rc + c — I) dt. 

V ist hierin die Greschwindigkeit der Kette BCDE und diese ist der Geschwindig- 
keit gleich, mit der sich E aufwärts, nicht aber B abwärts bewegt. Da 

DE ^l — c — X — y. so ist t? = -jT + -^- 

^' dt ^ dt 

Setzt man fOr v und tf ihre Werthe ein, so erhält man das Resultat ohne 
Schwierigkeit. 

Beisp. 4. Ein unelastischer Faden yon der Länge L ist mit seinem einen 
Ende an den unteren Band eines glatten horizontalen feinrandigen Tisches be- 
festigt, auf welchem der Best des Fadens liegt, während er am andern Ende 
rechtwinklig zum Band durch eine Kraft straff angezogen wird. Das letztere 
Ende wird losgelassen; man zeige, dass die Geschwindigkeit, mit welcher es den 

Tisch verlässt, y[2flfX(U — 1)] ist. [June Exam.] 

Beisp. 6. Eine dünne gleichförmige Kette liegt in einen Haufen zusammen- 
gerafft auf einem horizontalen Tisch; an ihr eines Ende ist ein dünner Faden 
befestigt, der über eine glatte yertical über der Kette befestigte Bolle läuft und 
ein Gewicht trägt, das dem Gewicht einer Länge a der Kette gleichkommt. Man 
beweise, dass die Länge der Kette, die in die Hübe gehoben wird, ehe das 

Gewicht zur Ruhe kommt, aYi ist, und finde die Länge der noch hängenden 
Kette, wenn das Gewicht zum zweiten Mal zur Ruhe kommt. [May Ezam.] 

Beisp. 6. Eine Kette yon der Länge a liegt zusammengerollt auf dem 
höchsten Punkt einer rauhen schiefen Ebene und ihr eines Ende lässt man 
hinabgleiten. Man zeige, dass die Kette sich am Ende der durch gt^^^^aooigl 
gegebenen Zeit t frei bewegt, wenn die Neigung der Ebene doppelt so gross als 
der Reibungswinkel X ist. [Coli. Exam., 1887.] 

Beisp. 7. Ein Luftballon befindet sich in einem gewissen Moment in der 
Höhe A, W\i mit der Geschwindigkeit V und bewegt sich in horizontaler Richtung 
mit der Geschwindigkeit F', die der Geschwindigkeit des Windes in dieser Höhe 
gleichkommt. Wenn die Geschwindigkeit des Windes der Höhe proportional ist 
und wenn das Entweichen des Gases, um sich auf einen gewissen Punkt herab- 
zulassen, so regulirt wird, dass die Greschwindigkeit des FaUens constant bleibt, 
so bringt ein Fehler dh in der Berechnung der Anfangshöhe an dem zu er- 
reichenden Punkt einen Irrthum 

heryor, worin V^c = gh ist. [Math. Tripos, 1871.] 

18* 
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Beisp. 8. Ein kugelfSrmiger Regentropfen, der durch die Wirkung der Schwere 
herabfällt, erfährt beständig durch das Niederschlagen TOn Dampf einen Zuwachs 
an Masse, der seiner Oberfläche proportional ist; c ist sein Radius im Beginn des 
Fallens, r sein Radius nach dem Zeitinteryall t; man zeige, dass seine Geschwindig- 
keit V durch die Gleichung 



''-?(> + 7+S + S) 



gegeben ist^ wenn man den Widerstand der Luft nicht in Rechnung zieht. 

[Smith*s Prize Ex., 1868.] 

Die invariable Ebene. 

§ 301. Wir wollen die BeweguDgsgrosse mv eines Massenpunktes 
P durch die von dem Punkt aus in der Richtung seiner Bewegung 
gezogene Gerade PP' darstellen. (Siehe § 283.) Nach den Lehren 
der Statik ist diese Bewegungsgrosse einer gleichen und parallelen, an 
einem wiUkürUchen Punkt angebrachten Translationsbewegungsgrösse 
äquivalent mit einem Paar zusammen, dessen Moment mvp ist, wenn 
p das Loth von auf PP' bedeutet. Wir wollen diese transferirte 
Translationsbewegungsgrösse durch die Gerade OM darstellen, die 
selbstverständlich PP' gleich und parallel ist. Das Paar liegt in der 
Ebene, die OJf und P enthält und sei durch eine auf seiner Ebene 
senkrechte Aze ON der Richtung und Grösse nach dargestellt. 

Nimmt man alle Massenpunkte des Systems zusammen, so kann 
man die Translations- und Paarbewegungsgrössen der verschiedenen 
Punkte in eine einzelne resultirende an dem beliebigen Punkt an- 
gebrachte Translationsbewegungsgrösse zusammen mit einem einzelnen 
Paar vereinigen. OF und OH seien die von aus gezogenen Geraden, 
die der Richtung und Grösse nach diese beiden Resultanten dar- 
stellen. Die beiden Geraden stellen dann graphisch die augenblick- 
lichen Bewegungsgrössen der als ein System betrachteten Massen- 
punkte dar. 

Das System werde auf Cartesische Goordinaten bezogen. Da 

m sind, so ist der Vector OF die Resultante von Um-^, Sm-^. 



^"^dV 



Femer ist, nach § 74, *» (y ji — ^ 37) das Moment der Be- 
wegungsgrösse desselben Punktes um die x-ksjd, OH ist daher die 
Resultante der drei Paar -Bewegungsgrössen 

-, ^ / dx dz\ 
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Wir wollen nun annehmen^ es wirkten keine äusseren Kräfte auf 
das System^ so dass es bei seiner Bewegung nur den gegenseitigen 
Actionen und Reactionen seiner verschiedenen Theile unterworfen ist. 
Alsdann sind die beiden Geraden OF und OH, weil keine zusätzliche Be- 
wegungsgrösse dem System gegeben wird, der Grosse und Richtung 
nach wahrend der Bewegung festliegend. (Siehe § 283.) 

Die Gomponenten von OFund OH müssen constant sein. Daraus 
folgt, dass jede der Grossen \y h^y Ji^ constant ist. Bezeichnen wir 
mit Ä die Wiukelbewegungsgrosse um OJET, so ist Ä* == Ä^* + Ä^^ + h^. 

Die Verhältnisse ^; "^? ^ sind daher die Bichtungscosinusse einer 

Geraden (nämlich OH)j welche während der Bewegung festliegt. 

Dass die Gomponenten Ihy h^y h^ ^^^ Winkelbewegungsgrösse 
constant siad, folgt auch sofort aus § 77. Betrachtet man die zweite 
Gleichung dieses Paragraphen, so sieht man, dass die Winkelbewegungs< 
grosse um eine im Raum festliegende Gerade constant ist, wenn das 
Moment der äusseren Kräfte um diese Linie Null ist. 

Die Gerade OH heisst die für invariable Linie und eine auf 
OH senkrechte Ebene die für invariable Ebene. Die Gerade OH 
heisst auch manchmal die resultirende Axe der Winkel- oder Paar- 
bewegungsgrösse für 0. 

Wird durch eine Gerade OL gezogen, die den Winkel mit 
der für invariablen Linie OH macht, so ist die Winkelbewegungs- 
grösse um OL alsdann h cos d. Denn die Aze des resultirenden Be- 
wegungsgrossenpaares ist OH und die Gomponente um OL daher 
OH cos 6. Mithin kann die invariable Linie fär auch als die durch 
gehende Axe definirt werden, um welche das Moment der Be- 
wegungsgrosse am grössten ist. 

Für verschiedene Punkte des Systems sind die Lagen der in- 
variablen Linie verschieden. Sie sind aber durch dieselben Gesetze 
miteinander verbunden, wie die Axen des resultirenden Paares eines 
Systems von Kräften, wenn der Coordinatenanfang geändert wird. 
Diese Gesetze sind bereits in § 235 in Kap. Y gegeben worden und 
hier brauchen wir uns nur im Allgemeinen auf sie zu beziehen. 

Wenn an dem. System äussere ErSite angreifen, so können die Geraden OV 
und OH beide im Baum nicht festliegend sein. Man betrachte zuerst einen be- 
liebigen Massenpunkt; OM, ON; 0M\ ON' seien seine Translations- und Paar- 
bewegungsgrössen zur Zeit t und t -\- dt Dann stellt MM\ NN' der Richtung 
und Grösse nach die Translationsbewegungsgrösse und die Paar- oder Winkel- 
bewegungsgrösse dar, die in der Zeit dt hinzukommt. Die EfiFectivkraft an einem 

Massenpunkt m ist daher einer einzelnen an angreifenden durch dar- 

gestellten linearen Effectivkraft und einem einzelnen Effectivpaar äquivalent, das 

NN* 
durch -. dargestellt wird. 
dt 

Alsdann nehme man das ganze System von Massenpunkten. V" und OH' mögen 

seine Translations- und Paarbewegungsgrössen nach dem Zeitinteryall dt darstellen. 



} 
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OV ist so die Resultaiiie der allen Maüsenpnnkten des Systems entsprechenden 

W 
Gmppe OM; V die Resultante der Gruppe OM'. —j-- stellt daher die ganze 

SB.' 
lineare Effectiykraft des Systems zur Zeit t dar und ebenso das resultirende 

Cvv 

EffectiTpaar des Systems. 

Daraus ergibt sich, dass die Punkte F und H. zwei Raumcurven beschreiben, 
deren Eigenschaften denen des Hodographen in der Dynamik der Massenpunkte 
analog sind. 

Es folgt daraus auch, dass, wenn V^ die Componente der Bewegungsgrösse 

eines Systems in der Richtung einer Geraden Ox und H^ das Moment der Be- 

wegungsgrOsse um dieselbe (Gerade ist, -^ ^^^ —7-- die Componente und das Mo- 

ment der E£FectiTkr&fte des Systems l&ngs dieser Gteraden bez. um sie sind. 

Nach dem D*Alemb er tischen Princip aber sind die Effectiykräfte eines 
Systems den gegebenen Er&ften äquivalent. Daher, was für Coordinaten man 
auch benutzen mag, wenn X und L die Componente und das Moment der ge- 
gebenen Er&fte für eine beliebige Gerade sind, die wir die d;-Axe nennen wollen, 

so ist —TT ^= ^ ^^d —jr- »» L. Diese Gleichungen entsprechen den im § 71 mit 
at dt 

(A) und (B) bezeichneten. 

Zu beachten sind die folgenden F&lle: 

(1) Wenn die gegebenen Kräfte s&mmtlich durch einen festen Punkt gehen 
und dieser Punkt zum Coordinatenanfang gewählt wird, dann kann OV variabel 
sein, OH liegt aber stets der Lage und Grösse nach fest. 

(8) Wenn die gegebenen Kräfte einem System von Paaren äquivalent sind, 
kann zwar OH veränderlich sein, OV dagegen liegt der Lage und Grösse nach fest. 

In einer Abhandlung ,^fferentiäl coefficients and determinants of lineä" hat 
Cohen die Eigenschaften dieser resultirenden Linien besprochen. Phü.Trcms. 1B62. 

§ 302. Die Lage der invariablen Ebene für den Schwerpunkt des 
Sonnensystems kann man folgendermassen finden. Man beziehe das 
System auf beliebige durch den Schwerpunkt gehende rechtwinklige 
Azen. m sei die Winkelgeschwindigkeit eines Körpers um seine Bo- 
tationsaxe, Jf i* sein Trägheitsmoment um diese Aze und (ccy ß, y) die 
Richtungswinkel der Axe. Die Umdrehungsaxe und zwei senkrechte 
Axen bilden am Schwerpunkt ein System von Hauptaxen. Die Winkel- 
bewegungsgrosse um die Botationsaxe ist Mh^to und daher die Winkel- 
bewegungsgrösse um eine zur j?-Axe parallele Axe Mh^m cos y. Das 
Moment der Bewegungsgrösse um die jgr-Axe für die ganze im Schwer- 
punkt vereinigte Masse ist M\x-^ — ^df)' ''^^^^^ 

Ä3= 2;JO*a> cos y + -EJlf (rc ^ - y ^) 

folgt. Ebenso erhält man die Werthe von \ und \, Damit ist die 
Lage der invariablen Ebene gegeben. 

§ 303. Die invariable Ebene kann in der Astronomie als Normal- 
bezugsebene benutzt werden. Man kann die Lagen der Himmelskörper 
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mit der grossten Sorgfalt beobachten und die Coordinaten eines jeden 
mit Bezug auf ganz beliebige Axen bestimmen; offenbar haben wir 
aber; wenn diese Axen im Baum . nicht festliegen oder in Bewegung 
sind; ohne dass ihre Bewegung bekannt wäre^ kein Mittel unsre Kennt- 
nisse der Nachwelt zu übermitteln. Die Ebenen der Ekliptik und des 
Aequators sind allgemein zu Hauptbezugsebenen genommen worden. 
Sie sind beide in Bewegung und ihre Bewegungen sind bis zu einem 
grossen 6rad der Genauigkeit bekannt und werden es später wahr- 
scheinlich noch mehr sein. Es ist daher vielleicht möglich, in der 
Zukunft zu berechnen, welche Lagen sie im Baum zu der Zeit hatten, 
als werthvolle Beobachtungen gemacht wurden. In sehr langer Zeit 
jedoch kann ein Fehler von Jahr zu Jahr wachsen und schliesslich 
betrachtlich werden. Die jetzige Lage dieser Ebenen im Baum kann 
auch dadurch der Nachwelt überliefert werden, dass man Beobachtungen 
an den Fixsternen anstellt. Diese Körper liegen aber nicht absolut 
fest und daher kann man aus diesen Beobachtungen die Lage der Be- 
zugsebenen mit der Zeit immer weniger genau ermittehL Die dritte 
von Laplace vorgeschlagene Methode besteht in der Benutzung der in- 
variablen Ebene, unter der Annahme, die Körper, welche unser System 
bilden, nämlich Sonne, Planeten, Satelliten, Kometen etc. unterlägen nur 
ihren gegenseitigen Anziehungen, folgt aus den obigen Paragraphen, dass 
die Bichtung der invariablen Ebene für den Schwerpimkt im Baum 
absolut festliegt. Auch ergibt sich aus § 78, dass sich der Schwer- 
punkt entweder in Buhe befindet oder sich gleichförmig in einer Ge- 
raden bewegt. Die Anziehungskräfte der Sterne sind hier vernach- 
lässigt worden; sie sind jedoch zu klein, als dass man sie bei dem 
jetzigen Zustand unserer astronomischen Kenntnisse in Bechnung zu 
ziehen brauchte. Wir können daher bis zu einem gewissen Grad der 
Genauigkeit die Lage unserer Coordinatenebenen im Raum bestimmen, 
indem wir sie auf die invariable Ebene beziehen, welche von allen 
andern bekannten Ebenen des Sonnensystems dem Zustand des Fest- 
liegens am nächsten kommt. Ihre Lage lässt sich zur jetzigen Zeit 
aus dem jetzigen Zustand des Sonnensystems berechnen und in der 
Zukunft lässt sich eine ähnliche Berechnung auf Grund des dann be- 
stehenden Zustandes des Systems ausführen. So kann die Kenntniss 
ihrer Lage nicht verloren gehen. Die Kenntniss der Coordinaten der 
invariablen Ebene reicht übrigens nicht hin, umgekehrt die Lage 
unserer Bezugsebenen zu bestimmen. Wir müssen auch die Coordinaten 
einer graden in der invariablen Ebene liegenden Linie kennen, deren 
Bichtung im Baum festliegt. Eine solche Linie liefert, wie Poisson 
vorgeschlagen hat, die Projection der Bewegungsrichtung des Schwer- 
punktes des Systems auf die invariable Ebene. Wenn der Schwerpunkt 
des Sonnensystems sich in Buhe befindet oder sich senkrecht zur in- 
variablen Ebene bewegt, so lässt uns diese Methode im Stich. Jeden- 
falls reicht unsere Kenntniss der Bewegung des Schwerpunktes gegen- 



280 Kapitel VI. Die Bewegtmgsgrösse. 

wärtig nicht aus^ uns die volle Benutzung dieser im Raum festen 
Richtung zu ermöglichen. 

§ 304. Wenn man die Planeten imd Körper^ welche das Sonnen- 
system bilden^ als Kugeln ansehen kann, deren Schichten gleicher 
Dichtigkeit concentrische Kugelfiächen sind, so wirken ihre gegen- 
seitigen Anziehungskräfte längs der Geraden, die ihre Mittelpunkte 
verbinden. Alsdann bewegen sich ihre Gentren ebenso, als ob jede 
Masse in ihrem Schwerpunkt vereinigt wäre, während die Bewegung 
eines jeden Körpers um seinen Schwerpunkt immer unverändert bleiben 
würde. Wir erhalten so eine zweite feste Ebene, indem wir die 
letzteren Bewegungen überhaupt weglassen. Dies hat Laplace ge- 
than und aus seinen Formeln die in den obigen Werthen von h^j h^,h^ 
von den Rotationen der Körper herrührenden Glieder ausgeschieden. 
Man kann diese Ebene die astronomische invariable Ebene zum Unter- 
schied von der wahren dynamischen invariablen Ebene nennen. Die 
erste steht senkrecht auf der Axe des von den Translationsbewegungen 
der verschiedenen Körper herrührenden Bewegungsgrössenpaares, die 
zweite auf der Axe des von den Translations- und Rotationsbewegungen 
herrührenden Paares. 

Die astronomische invariable Ebene liegt nicht genau im Raum 
fest, weU die gegenseitigen Anziehungen der Körper nicht genau in 
der Richtung der ihre Mittelpunkte verbindenden Geraden wirken und 
daher die in den Ausdrücken für A^, ^^^ ^ ausgelassenen Glieder nicht 
durchaus constant sind. Die Präcession bewirkt, dass die Rotationsaxe 
eines jeden Körpers einen Kegel im Raum beschreibt, in Folge dessen 
die Lage der astronomischen invariablen Ebene im Raum, obgleich die 
Winkelgeschwindigkeit unverändert bleibt, sich um ein Geringes ändern 
muss. Eine Gollision zwischen zwei Körpern des Systems, wenn dies 
möglich wäre, oder die Explosion eines Planeten ähnlich derjenigen, 
durch die nach der Annahme von 01b er s (1802) die Planeten Geres, 
Pallas, Juno, Yesta etc. entstanden sein sollen, könnte eine beträcht- 
liche Aenderung in der Summe der ausgelassenen Glieder hervorbringen. 
In diesem Fall würde wohl die Lage der astronomischen invariablen 
Ebene, nicht aber die der dynamischen afficirt werden. Man könnte 
versucht sein, anzunehmen, der Gebrauch der wahren invariablen Ebene 
sei in der Astronomie vorzuziehen. Es braucht dies jedoch nicht noth- 
wendig der FaU zu sein, weil die Winkelgeschwindigkeiten und TiÄg- 
heitsmomente der Körper, die unser System bilden, nicht sämmtlich 
bekannt sind und wir mithin die Lage der dynamischen invariablen 
Ebene nicht bis zu einem sehr grossen Genauigkeitsgrad berechnen 
können, während wir wissen, dass die Glieder, in welchen diese un- 
bekannten Grössen auftreten, sämmtlich sehr klein oder nahezu con- 
stant sind. Da alle Glieder, die weggelassen wurden, im Vergleich zu 
den beibehaltenen klein sind, so muss die astronomische mit der 



; 
/ 



Momentankräfte (§ 803—306). 281 

dynamischen invariablen Ebene einen nur kleinen Winkel machen. 
Obgleich nim die Ebene nahezu im Baum festliegt ^ so kann doch ihr 
Durchschnitt mit der dynamischen in Folge der geringen Grosse der 
Neigung betrachtliche Aenderungen der Lage erleiden. 

In seiner Mecaniqus Celeste, tome m^ p. 188, berechnete Laplace 
die L^e der astronomischen invariablen Ebene für zwei Epochen 1750 
und 1950; indem er annahm, dass für diese Periode seine Formeln für 
die Variationen der Excentricitäten, Inclinationen und Ejiotenlinien der 
Planetenbahnen correct seien. Indem er die Sectorenbewegungsgrössen 
in Folge der Bewegung der Satelliten um ihre Hauptplaneten , ebenso 
wie die des Planeten Neptun vernachlässigte, kam er zu dem Resultat, 
dass zur ersten Epoche die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik 
1^ 35' 31" und die Länge des aufisteigenden Enotens 102^ 57' 29" be- 
trug und dass zur zweiten Epoche die Neigung dieselbe bleibt, wie 
zuvor, die Länge des Enotens dagegen 102^ 57' 14" sein wird. 

In den Smiäisonian Coniributions to Knowledge Vol. 18, 1873, gibt 
J. N. Stockwell die Neigung der astronomischen invariablen Ebene 
gegen die (als festliegend angenommene) Ekliptik von 1850 zu 1^ 35' 
19,"376 an. Er schliesst Neptun ein, lasst aber die Satelliten aus. 
Die Neigung ist nicht constant, muss aber innerhalb der Grenzen 0^ 
und 3^ 6' liegen. Er berechnete auch die Neigungen der Bahnen der 
acht Hauptplaneten gegen die invariable Ebene und ihre Maximal- und 
Minimalwerthe, ebenso wie die Lagen der Enotenlinien und ihre mitt- 
leren Bewegungen für das Julianische Jahr. 

Poinsot machte in einer Anmerkung zu seiner Statik darauf auf- 
merksam, dass die Ebene von Laplace nicht die wahre invariable 
Ebene sei. Er bemerkt, dass die Sectorenbewegungsgrösse in Folge 
der Rotation der Sonne mindestens 25 mal so gross als die in Folge 
der Bewegung der Erde um die Sonne ist. Dieses Weglassen ändert 
die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik um einige Minuten und 
die Länge des aufsteigenden Enotens um mehrere Orade. 

§ 305. Beisp. 1. Man zeige, dass die inyariable Ebene för einen beliebigen 
Punkt des Bamnes, welcher in der yon dem Schwerpunkt des Sonnensystems be- 
schriebenen Geraden liegt, der für den Schwerpunkt parallel ist. 

Beisp. 2. Wenn die invariablen Ebenen für alle Punkte einer gewissen Ge- 
raden parallel sind, so ist diese Gerade der von dem Schwerpunkt beschriebenen 
Geraden parallel. 

Momentaiikräfte in dem Baum Yon drei DimensioiLeii. 

§ 306. Der einzelne ESrper unter Zwangsbedingnngen. Man 

soU die allgemeinen Gleichungen der Bewegrmg eines Körpers um einen 
festen Punkt unter der Einwirkung gegAener Momentanhräße bestimmen. 
Der feste Punkt sei der Goordinatenanfang und die Axen recht- 
winklig zu einander. (Ä^, ßy, ß,), (co^, »y, «o«) seien die Winkel- 
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geschwindigkeiten des Körpers grade vor und grade nach dem Stoss 
und die Differenzen ©a? — ßx, ßJy — ^y, ^m — Sl» mögen cojy a>/ ©/ 
heissen. Dann sind toj^ <0y\ 0,' die durch die Momenimihraft erzeugten 
Winkdgesdimndiglceiten. Nach dem D'Alembert 'sehen Princip (siehe 
§ 86) ist der Unterschied zwischen den Winkelbewegungsgrössen des 
Systems grade vor und grade nach der Wirkung der Momentankrafte 
dem Moment der Momentankräfte gleich. Mithin ist nach § 262 



ÄcoJ — {Smxy) (Oy — {Smxis) cd/ = L 
BiOy — {Smye) a>/ — {Smyx) (Ox = M 
Cfo, — {Smzx) (Ox — {Zmzy) a^ = N 



(1), 



worin L, M, N die Momente der Momentankrafte um die Axen sind. 
Die drei Gleichungen reichen aus, die Werthe von co/, o/, 0/ zu be- 
stimmen. Addirt man sie zu den Winkelgeschwindigkeiten vor dem 
Stoss, so findet man die Anfangsbewegung des Körpers nach dem Stoss. 

§ 807. Beisp. 1. Man zeige, dass die Gleichungen u/nahhängig von einander 
sind and dass keine der Winkelgeschwindigkeiten m^, oo , m^ unendlich gross ist. 

Dies folgt aus § 20, in welchem gezeigt wurde, dass die Determinante der 
Gleichungen nicht verschwinden kann. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die schliessliche Bewegung eines EOrpors, auf den 
eine endliche Anzahl gegebener Momentankrafte einwirkt, die einander in unend- 
lich kleinen Zwischenräumen folgen, von ihrer Reihenfolge unabhängig ist. 

§ 308. Man beachte ^ dass in diesen Gleichungen die Bezugsaxen 
willkürlich sind. Man sollte sie so wählen, dass die Werthe von -4, 
JSmxyj etc. sich möglichst leicht ermitteln lassen. Ist die Lage der 
Hauptaxen fOr den festen Punkt bekannt, so wird man im Allgemeinen 
am besten thun, wenn man sie ^i^khlt. 

Die Gleichungen erhalten dann die einfache Form 

AmJ^L, B(Dy=M, Cai;=N .... (2). 

Sind die Werthe von ©/ , co/, ©/ bekannt, so lässt sich der Druck 
auf den festen Pimkt finden. Denn nach D'Alembert's Princip ist 
die Aenderung der Trauslationsbewegungsgrösse des Körpers in einer 
beliebigen Richtung der Gomponenten der Momentankräfte gleich. 
Sind daher F, G^ H die Druckkräfte des festen Punktes auf den Körper, 
so ist 



£X+ F= M^ nach §85 

= M {a}yZ — m,'y) nach § 238 
UY+ G = M{(d;x — <oJz) 
UZ + H=^M{(Dxy — (Oy'x) 



(3). 
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§ 309. Beisp. Der S(^keiUlpimkt einer gleichförmigen Scheibe, die von dem 
Bogen OP einer Parabel, der Aase ON wnd der Ordinate PN begrenzt wird, liegt 
fest. Sie erhält senkrecht eu ihrer Ebene a/uf den Endpunkt P des gekrümmien 
Theile ihres Umfanges einen Stoss B. Man finde die Änfangsbetoegtmg unter der 
Annahme, die Scheibe habe sich^ ehe sie den Stoss erhält, in Buhe befunden. 

Die Gleichung der Parabel sei y^ = ^ax und die b-Ajlq stehe senkrecht auf 
ihrer Ebene. Alsdann ist Smxz^O^ Zmys=^0. {i sei die Masse der Flächen- 
einheit und ON = c. Man hat 

c c 

Zmxy » ffr I 1 xy dx dy ^ ^ j x^ dx=^ 2ik j ax* dx==^Y f^^^'* 



Ä^^jli I y'dx^^na^ c*, B^fi^jx^ydx^jna^ c* 



und 



C^Ä + B nach § 7. 



Die Momente des Stosses JB mn die Axen sind L » Byiacy 3f »= — BC^ N> 
Durch Substitution dieser Werthe er- 
halten die Gleichungen in § 806 die 
Gestalt 

8 5 



0. 



16 i a 9 . 



L i. 



2Ba" c", 



1 7 




4 8 a a . 

= — J5c, », = 

Diese Gleichungen bestimmen die An- 

fangsbewegung. Durch Elimination von 

B findet man das Yerhältniss von m zu m^. Es ergibt sich leicht, dass die 

Scheibe um OQ zu rotiren anßüigt, wenn man auf der Ordinate in N die Strecke 

JVe-^^'P abtragt. 

§ 310. Eine andre Fassung des Problems. Wenn an einem Körper, 
der sich um einen festen Punkt frei drehen kann, eine beliebige 
Anzahl von Momentankraften angreifen , so ist jede Momentankraft 
einer gleichen und parallelen an dem festen Punkt angreifenden 
Momentankraft zusammen mit einem Momentanpaar äquivalent. Die 
Momentankraft an dem festen Punkt kann keine Wirkimg auf die Be- 
wegung des Körpers ausüben und kann daher ausser Betracht bleiben, 
wenn nur die Bewegung gesucht wird. Setzt man alle Paare zu- 
sammen, so lässt sich das allgemeine Problem so aussprechen: Auf 
einen Körper, der sich um einen festen FmM bewegt, wirkt ein gegebenes 
Momentcmkräftepaar; man finde die durch dasselbe bewirkte Aenderung 
der Bewegung. Die analytische Lösung ist in den im § 306 aufgestdUen 
Gleichungen enthalten. Die folgenden Beispiele drikJcen das BesuUat in 
geometrischer Form aus. 
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Beisp. 1. Man weise aus den Gleichungen nach, dass die resnltirende Axe 
der durch das Paar erzeugten Winkelgeschwindigkeit die der Ebene des Paares 
co^jugirte Diametrallinie mit Bezug auf das Trägheitsellipsoid ist. Man sehe 
auch § 118. 

Beisp. 2. G sei die Grösse des Paares, p das Loth von dem festen Punkt 
auf die Berührungsebene an das Trägheitsellipsoid parallel der Ebene des Paares 
G, Sl sei die erzeugte Winkelgeschwindigkeit, r der Badiusvector des EUipsoids, 
welcher die Aze yon Sl ist. Schliesslich sei k der Parameter des EUipsoids wie 
in § 19. Man beweise, dass kSt^^prG ist. 

Beisp. 3. A^ , 52 , Sl^ seien die Winkelgeschwindigkeiten um drei coi^jugirte 

Durchmesser des Trägheitsellipsoids für den festen Punkt derart, dass ihre Resul- 
tante die Yon einem Stosspaar G erzeugte Winkelgeschwindigkeit ist; A\ JS", C 
die Trägheitsmomente um die conjugirten Durchmesser; man beweise, dass 
A'Sl^ = 6? cos a , J5'Äy = 6? cos (J , C'Ä, = G cos y ist, wenn a, p, y die Winkel 

sind, welche die Aze Ton G mit den conjugirten Durchmessern macht. 

Beisp. 4. Wenn auf einen Körper, der im Stande ist, sich um einen festen 
Punkt zu drehen, ein Momentanpaar G einwirkt, dessen Aze der Badiusvector r 
des reciproken Trägheitsellipsoids für ist und wenn p das Loth von O auf die 
Berührungsebene in dem Endpunkt von r bedeutet, dann ist das Loth p die Axe 
der durch den Stoss erzeugten Winkelgeschwindigkeit und die Grösse Sl durch 
die Gleichung G »» MprSt gegeben. 

Beisp. 5. Man zeige, dass, wenn an einem in Buhe befindlichen Körper be- 
liebige Momentankräfte wirken, man die Momente um die Anfangsrotationsaxe 
nach dem in § 89 angegebenen Verfahren so nehmen kann, als wäre sie eine 
feste Aze. 

Beisp. 6. Wenn sich ein Körper um einen festen Punkt dreht, heisst das 
halbe Product aus dem Tiägheitsmoment für die Momentanaze imd dem Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit die lebendige Kraft. Die von der Buhe aus durch eine 
Momentankraft erzeugte lebendige Kraft sei T und dieselbe Kraft durch den- 
selben Stoss erzeugt T', wenn der Körper gezwimgen ist, um eine feste durch 
den festen Punkt gehende Aze zu rotiren. Man beweise, dass T' =« T cos* $ ist, 
worin den Winkel zwischen den ezcentrischen Linien (§ 40) der beiden Botations- 
azen in Bezug auf das Trägheitsellipsoid für den festen Punkt bedeutet. 

Beisp. 7. Man leite daraus das Eule rasche Theorem ab, dass die von der 
Buhe aus durch eine Momentankraft erzeugte lebendige Kraft grösser ist, wenn 
der Körper sich frei um den festen Punkt drehen kann, als wenn er gezwungen 
ist, um eine durch den festen Punkt gehende Aze zu rotiren. Dieser Satz wurde 
später durch Lagrange und Bertrand in dem zweiten Theil des ersten Bandes 
der Meccmique Andlytique verallgemeinert. 

§ 311. Der freie einzelne Körper. Man söU die Bewegung eines 
freien Körpers bestimmen, auf den eine gegebene Momentankraft wirkt 

Da der Körper frei ist, so bewegt er sich um seinen Schwerpunkt 
ebenso, als ob dieser Punkt fest läge. Daher findet man auch hier die 
Winkelgeschwindigkeiten des Korpers nach den Gleichungen (1) und 
(2) des § 306, wenn man als Axen drei beliebige sich rechtwinklig 
im Schwerpunkt schneidende Gerade nimmt. 

Um die Bewegung des Schwerpunktes zu ermitteln, seien ( J7, F, W), 
(Uy t7, w) die Componenten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes grade 
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vor und grade nach dem Stoss. X, F, Z seien die Componenten des 
Stosses und M die ganze Masse. Man liat dann durch Zerlegung 
parallel zu den Axen 

J|f(tt— I7) = Z, Jf(t; — F)=r, M{yo — W) = Z. 

Die Di£Ferenzen «* — Z7, t; — Y^ w — W kann man, wie in § 306, 
w', t?', «?' nennen. 

§ 312. Beisp. 1. Auf einen in Bnhe befindlichen Körper wirkt eine Momentan- 
kraft, deren Componenten parallel zu den Hauptaxen for den Schwerpunkt X, Y, Z 
sind und deren Angriffspunkt in Bezug auf diese Azen die Coordinaten (p, g, r) 
hat. Man beweise, dass, wenn die resultirende Bewegung nur in einer Rotation 
um irgend eine Axe besteht, 

^ (J? — C)|)r^+ 5 (C— ^)gJ^X+ <7(^ — 5)rXr= 

ist. Ist diese Bedingung sowohl ausreichend, wie nöthig? Siehe § 241. 

Beisp. 2. Einem homogenen Cricketball wird eine Rotation um eine hori- 
zontale in der verticalen Wurfebene liegende Axe mit der Winkelgeschwindigkeit SL 
ertheilt. Wenn er den Boden trifft, der yollkommen rauh und unelastisch voraus- 
gesetzt wird, bewegt sich sein Centrum mit der Geschwindigkeit F in einer 
Richtung, die den Winkel u mit dem Horizont macht; man beweise, dass die 
Richtung der Bewegung des Balls nach dem Aufstossen mit der Wurfebene einen 

Winkel bildet, dessen Tangente t- -^ ist, unter a den Radius des Balls ver- 

standen. 

§ 313. Die Bewegung eines Punktes des ESrpers. Mom beweisey 
dass die Componenten der Aendenmg der Geschumdigkeit eines Punktes 
des Körpers linea/re Fu/nctionen der Componenten der Momentanhraft sind. 
Die Gleichungen in § 311 bestimmen die Bewegung eines freien Körpers, 
auf den eine gegebene Momentankraft wirkt, yollständig und aus ihnen 
lasst sich nach § 238 die Anfangsbewegung eines jeden Punktes des 
Körpers ableiten, (p, j, r) seien die Coordinaten des Angriffspunktes 
des Stosses; die Momente des Stosses um die Axen sind dann qZ — rF, 
rX — pZ bez. pY — qX, Sie sind auf die rechte Seite der Gleichimgen 
in § 306 zu setzen, (p', g', /) seien die Coordinaten des Punktes, 
dessen Anfangsgeschwindigkeiten parallel zu den Axen man finden soll. 
(^; ^i> ^i); (**»> ^2? ^a) seien seine Geschwindigkeiten grade vor imd 
grade nach dem Stoss. Die übrige Bezeichnung sei so, wie in § 306. 
Dann hat man 

u^ — Wj = w + ß'/*'' — ^*i 
und ähnliche Gleichungen für t;^ — 17^, w^ — w^, Substituirt man in 
diese Gleichungen die in § 311 gegebenen Werthe von ti', v, w\ 
(Ox i Oy', o/, so sieht man, dass u^ — w^, v^ — v^^ w^ — % Imea^re 
Functionen von X^ Y^ Z sind von der Form 

u^ — u^ = FX+GY+HZj 

worin Fy 6r, H von der Structur des Körpers und den Coordinaten 
der beiden Punkte abhängen. 
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§ 314. Wenn der Punkt, dessen Anfangsbewegung gesucht wird, der An- 
griffspunkt des Stosses ist und die Bezngsaxen die Hauptaxen für den Schwer- 
punkt sind, nehmen die Ausdrücke die einfache Form an 

-.-«.-(i + 's + Ö^-f^-S^' 

Die rechten Seiten der Gleichungen sind die Differentialquotienten einer 
quadratischen Function von JS, Y, Z, die man E nennen kann. Es ergibt sich, 
dass für dUe Stösse auf denselben Punkt P desselben Körpers die resültirende 
Aenderung in der Geschwindigkeit des Angriffspunktes P senkrecht steht auf der 8%Mr 
BicMung des Stosses conjugirten Diametrcdehene in Beeug auf ein gewisses EUip- 
said^ dessen Centrum P und dessen Gleichung E »- Constante ist. 

Der Ausdruck for E kann in einer der gleichwerthigen Formen geschrieben 
werden 

M 
Aus der letzten Form erkennt man, dass 

E^ |{ Jtf K' + 1>'« -I- tö'«) + ^cd;« -I- B«;« + c«;« } 

ist, welches die yon der Momentankraft erzeugte lebendige Kraft der Bewegung ist. 
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§ 315. Zwei Körper y die sich auf bdieinge Art bewegen, stossen 
widereinander. Man finde die Bewegung nach dem Stoss, 

Unelastisclie Körper. Sind die Körper undasHsch und entweder 
vollkommen glatt oder vollkommen rauh, se braucht man die Reactionen 
nicht in die Gleichungen einzuführen. In einem solchen Fall nehme 
man den Berührungspunkt zum Coordinatenanfang. Die x- und y-Axen 
mögen in der Berührungsebene liegen ^ die 0-Axe die Normale sein. 
U, Vy W seien die Componenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes des einen Körpers grade vor^ u, v, w grade nach dem Stoss. 
Slx, Hy, Slgy (Oxy fOyy CD« seien die Winkelgeschwindigkeiten grade vor- 
und nachher; Aj By C, D, E, F die Tragheits- und Deviationsmomente 
fär den Schwerpunkt. M sei die Masse des Körpers; x, y, die Coor- 
dinaten seines Schwerpunktes. Die Buchstaben mit einem Strich mögen 
dieselben Grössen fOr den zweiten Körper bezeichnen. 

Nimmt man nun die Momente um die Axen ftlr den einen Körper, 
so erhält man nach 88 306 und 77 
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Ä(a^—Sl:,)—F(wy—Sly)—E{a},—Sl,)—{v—V)0+(w—W)y=Oy 

— F{a:c—£^:c)+B{ay—Sly)—D(a,—Sl,)—(w—W)x+(u—U)s!=0, 

— E(a:,—Sl:,)—D{a)y—Sly) + C{a),—Sls)—{u—U)y'\'(v—V)x=0. 

Drei ähnliche Gleichungen gelten für den andern Körper^ die sich 
von den vorstehenden nur dadurch unterscheiden, dass die Buchstaben 
mit einem Strich versehen sind. 

Die Gomponenten in der Richtung der 0'Axe für beide Körper 
ergeben 

M(w — W) + M\u/ — W') = 0. 

Die relative Gompressionsgeschwindigkeit ist für den Moment der 
grossten Gompression Null imd daher 

Man hat so acht Gleichungen zwischen den zwölf unbekannten Gompo- 
nenten der Translations- und Winkelgeschwindigkeiten. 

§ 316. Sind die Körper glatty so erhält man vier weitere 61ei- 
chungen, indem man fllr jeden Körper die Componenten paraUel zur 
X' und y-Axe nimmt. Für den einen Körper ist 

tt— Z7=0, v — V=0 

und ähnliche Gleichungen gelten fOr den andern. 

§ 317. Sind die Korper voUkommen r<wJi, so erhält man zwei der 
nöthigen vier Gleichungen durch die Gomponenten der Translations- 
bewegungsgrösse parallel zur x- und j^-Axe, nämlich 

M(u—ir) + M'(u'—Tr) = 

mIv — F) + Jf' (t;' — F) = 

Die beiden andern sind geometrische Gleichungen, die man findet, 
indem man die Gomponente der relativen Geschwindigkeit des Gleitens 
gleich Null setzt, nämlich 



V COgX + fOx0 = V — (OsX + ODi 






§ 318. Glatte elastische KSrper. Sind die Körper gloM und tm- 
voBJcommen elastisch, so muss man die normale Reaction in die Glei- 
chungen einführen. Das Verfahren ist genau so^ wie in dem all- 
gemeinen Fall, wenn die Körper rauh und elastisch sind, den wir in 
den folgenden Paragraphen besprechen werden. Es wird selbstverständ- 
lich dadurch vereinfacht, dass man die Reibungen P und Q in den 
zwölf Bewegungsgleichungen (1), (2), (3), (4) gleich Null setzt. Auch 
verschwindet die Gompressionsgeschwindigkeit C im Moment der stärksten 
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Compression. Man erhält daher eine weitere Gleichung, ans welcher 
die Normalreaction JS abgeleitet werden kann. Multiplicirt man diesen 
Werth von JS mit 1 + ^> wobei e die ihm in § 179 gegebene Be- 
deutung hat, so erhält man den vollständigen Werth von JS für den 
ganzen Zusanmienstoss. Substituirt man den letzteren in die zwölf 
Bewegungsgleichungen (1) und (2), (3) und (4), so findet man die Be- 
wegung der beiden Körper grade nach ihrem Zusammenstoss. 

§ 319. Banhe elastische ESrper. Das Problem, die Bewegung 
zweier beliebiger rauher Körper nach ihrer Gollision zu bestimmen, 
erfordert eine ziemlich lange analytische Behandlung und unterscheidet 
sich in einigen Punkten wesentlich von dem entsprechenden Problem 
in der Ebene. Wir wollen daher zuerst einen speciellen Fall unter- 
suchen, welcher eine kurze Behandlung erkubt und dann dieselben 
Principien auf das allgemeine Problem im Raum von drei Dimensionen 
anwenden. 

§ 820. Zwei ra/uhe EHipsoidej die sich cmf bdidnge Art bewegenj 
stossen so wider einander, dass das Ende eines Havptdurchmessers des 
einen das Ende eines Hauptdurdimessers des andern in einem Äugenblick 
trifft, in welchem die drei Ha/uptdurchmesser des einen denen des andern 
paraMd sind. Man finde die Bewegung grade nach dem Stoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Goordinatenaxen beziehen, die den 
Hauptdurchmessem eines jeden Ellipsoids beim Beginn des Zusammen- 
stosses parallel sind. Da nun die Dauer des Zusammenstosses unend- 
lich kurz ist, die Geschwindigkeiten dagegen endlich sind, so haben 
die Körper keine Zeit, ihre Li^e zu ändern, die Hauptdurchmesser 
bleiben daher während des Zusanunenstosses den Goordinatenaxen 
parallel. 

Uj V, W seien die Gomponenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes des einen Körpers grade vor dem Stoss; u, v, w die Gompo- 
nenten der Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit t nach dem Be- 
ginn, aber vor Beendigung des Zusammenstosses. Slxy Sly, Sl, seien 
die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um seine Hauptdurchmesser 
für den Schwerpunkt grade vor dem Stoss; (Ox^ (Oy, o« zur Zeit t 
a, h, c seien die Halbaxen des Ellipsoids; A, B, G die Trägheits- 
momente für den Schwerpunkt und diese Axen. M sei die Masse des 
Körpers. Die Buchstaben mit einem Strich mögen dieselben Grössen 
für den andern Körper bezeichnen und die Körper mit den Enden der 
Axen c, c' aufeinander treffen. 

P, Qy B seien die Gomponenten parallel den Axen der in dem 
Körper M durch den Stoss während der Zeit t erzeugten Bewegungs- 
grösse. Dann sind — P, — Q, — B die Gomponenten der in dem 
andern Körper in derselben Zeit erzeugten Bewegungsgrösse. 

Die Bewegimgsgleichungen des Körpers M sind 
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B((Oy — Sly) = — Pc' (1), 

C (g), — ä,) = 

M{u— U) = P 

M{y-V)=Q (2). 

M(w — W) = R. 

Seclis entsprechende Gleichungen bestehen für den andern Körper. 
Man erhalt sie^ wenn man alle Buchstaben auf der linken Seite der 
vorstehenden Gleichungen mit einem Strich versieht und statt P^ Q, 
JR, c auf der rechten — P, — Q, —B^ — c' schreibt. Diese neuen 
Gleichungen mögen mit (3) und (4) bezeichnet werden. 

8 sei die Geschwindigkeit^ mit welcher das eine EUipsoid auf dem 
andern gleitet und d der Winkel ^ den die Richtung des Gleitens mit 
der ^-Axe macht; man hat dann^ wie in § 192 

ig cos ö = W' + CCDy — M + C(Oy (5) , 

iSsinö = t?' — c'(Ox — V — C(Ox (6) 

und, wenn C die relative Gompressionsgeschwindigkeit ist, 

C=vf — w (7). 

Substituirt man in diese Gleichungen aus den dynamischen, so 
folgt weiter 

5 cos ö = 8^ cos Öq — j)P 

iS sin ö = iS^ sin Öq — qQ . . . . , . 



C==(7o— rJS 



(8), 

(9), 
(10), 



worin 



So cos öo = ü'+ c'Sly— U+ cSi^ 
So sin Öo = F-^ c'ß«'— F— cÄ, 
Co=W—W 



(11), 



p— 


1 
M 


+ 


1 


+ 


B 


+ 




a— 


1 
M 


+ 


1 


+ 


A 


+ 


AI 


r = 


1 

M 


+ 


1 








. 



(12). 



Es sind dies di& Gonstanten des Zusammenstosses. 8^, C^ sind 
die Anfangsgeschwindigkeiten des Gleitens und der Gompression und Oq 
der Winkel, den die Richtung des anfänglichen Gleitens mit der rr-Axe 
macht. Als Normalfall wollen wir den betrachten, in welchem der Körper 
M' so auf M gleitet und ihn so zusammendrückt, dass sowohl 8q als Cq 
positiv sind. Die drei andern Constanten p, q, r sind von der Anfangs- 
bewegung unabhängig und ihrem Wesen nach positive Grössen. 



Boath, DTnunik. I. 
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§ 321. Genau wie in dem entsprechenden Problem für die Ebene 
wollen wir die graphische Methode anwenden^ um die Aenderungen, 
die in der Reibung vorkommen^ zu verfolgen. Man trage auf der 
X'y y-; i?-Axe drei Längen OFj OQj OB, ab^ welche die drei Beactionen 
Py Qj R darstellen soUen. Betrachtet man sie als die Goordinaten 
eines Punktes Ty so stellt die Bewegung von T den Wechsel in den 
Kräften dar. Es wird gut sein^ die durch 8^=0, C = gegebenen 
Orte au£&uzeichnen. Der Ort für 8 =^0 ist eine der 12-Axe parallele 
Gerade y welche man die Linie keines Gleitens nennen kann^ der f&r 
C = eine der Ebene POQ parallele Ebene^ welche die Ebene stärkster 
Campression heissen mag. Beim Beginn des Zusammenstosses gleitet 
ein EUipsoid auf dem andern so^ dass nach § 154 die zur Wirkung 
kommende Reibung ihren Qrenzwerth hat Da P, Q, B die ganzen 
Componenten der in der Zeit t erzeugten Bewegungsgrosse sind, so 
stellen dP, dQ, dB die Componenten der in der Zeit dt erzeugten Be- 
wegungsgrösse dar^ wovon die beiden ersten von dem Reibungs-^ die 
letzten von dem Normalstoss herrühren. Die Richtung der Resultanten 
von dPy dQ muss daher der Richtung; in welcher der eine Berührungs- 
punkt über den andern gleitet, entgegengesetzt sein, und die Grosse 
der Resultanten muss [idB sein, wenn man unter fi den Reibungs- 
coefficienten versteht. Man hat daher 

— =cotgfl= ^^,;_^g (13) 

idF)'+idQy=(,,'(dRy (14). 

Durch die Auflosung dieser Gleichungen findet man die Art, wie der 
darsteUende Punkt T sich der Linie keines Gleitens nähert. 

Die Gleichung (13) lasst sich durch Trennung der Variablen auf- 
losen. Man erhält 

i. i 

(iSo cos do—pPy = a{8o sin Oo—qQ)', 

worin a eine willkürliche Constante ist. Ln Anfang der Bewegung 
sind P und Q Null, daher ist 

\ S^cosß^ / ~\ iSoSinÖo / " * ' ' K^^)> 
wofür man auch schreiben kann 



oder 

p 



\Ä cos ej ~ ViSL Bin öJ ^^^^ 



Diese Gleichung gibt die Beziehung zwischen der Richtung und 
der Geschwindigkeit des Gleitens an. 



(19). 
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§ 322. Aendert sich die Richtimg des Gleitens während des Zu- 
sammenstosses nicht^ so muss 6 constant und Oq gleich sein. 

Aus (16) ist ersichtlich, dass für j) = g, ö = ö© ^^^ umgekehrt 
für ö = öo> ^ constant ist, wofern nicht p = q ist. Femer muss, 
wenn sin 0q oder cos 0q Null ist, S Null oder unendlich gross sein, 
wofern nicht = ^o ist. Die noihwendige tmd ausreichende Bedingung 
dafür y dass sich die BichUmg der Beibung während des Zusammenstosses 
nicht ändert, ist daher p^^q oder sin 20o= 0. Aus der ersten dieser 
beiden Bedingungen und (12) ergibt sich 

^(i:-i) + <^*(i--^) = o- • • ■ (18). 

Gilt diese Bedingung, so folgt aus (13), P = Q cotg Oq und dann 
aus (14) 

P = jüJB cos Bq 

Q = f4l2 sin öo 

Diese Gleichungen zeigen, dass der darstellende Punkt T, wenn die 
Reibung ihren Grenzwerth hat, sich auf einer Geraden, die mit der 
12-Axe einen Winkel macht, dessen Tangente ft ist, in solcher Richtung 
bewegt, dass er die Gerade keines Gleitens trifft. 

§ 323. Gilt die Bedingung p = q nicht, so kann man durch 
Differentiation von (8) und (9) und Elimination von P, Q und 8 die 
Bestimmung von jß als Function von 6 auf ein Integral reduciren. 

Substituirt man den Werth von S aus (17) in (8) und (9), so er- 
halt man P, Q, Jß als Functionen von 6. Es sind dies die Gleichungen 
für die Gurve, auf welcher der darstellende Punkt T wandert. Passender 
noch kann man die Curve, auf der sich T bewegt, durch die Eigen- 
schaft definiren, dass ihre Tangente nach (14) den constanten Winkel 
arc tg ft mit der iZ - Axe macht und dass ihre Projection auf die 
P^- Ebene durch (15) gegeben ist. Die Curve muss die Gerade keines 
Gleitens treffen, weil der Gleichung(15)durch j9P=iSoCosöo, q Q=S^BisidQ 
genügt wird. 

§ 324. Der ganze Vorgang beim Zusammenstoss kann nun genau 
so verfolgt werden, wie bei dem entsprechenden Problem in der Ebene. 
Der darstellende Punkt T wandert auf einer gewissen bekannten Curve, bis 
er die Linie Iceines Gleitens erreicht. Er gdit dann auf der Linie keines 
Gleitens in solcher RuMmg wetter, dass die Äbsdsse R wächst. Den 
vollständigen Werth B^ von B für den ganzen Zusammenstoss findet man 
durch Multiplication der Absdsse B^ des Punktes, in weichem T die Ebene 
der stärksten Compression kreuzt, mit 1 + e, so dass also B^ = Bi(l-\-e) 
ist, wenn man unter e das Maass der Elasticität der bßiden Körpet ver- 
steht Die vollständigen Werfhe der mr Wirkung kommenden Beibungen 
sind die Ordinalen der Lage von T, die der Äbsdsse JB = JBg entspricht. 
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Set0t man sie in die dynamischen GMchwngen (1), (2), (3); (4) em^ so 
lässt sich die Bewegung der beiden Körper grade nach dem Zusammen- 
stoss finden. 

§ 325. Da die Linie keines Gleitens auf der PQ-Ebene senkrecht 
steht ^ so sind P und Q constant, wenn T auf dieser Linie wandert. 
Daher kommt, wenn einmal die gleitende Reibung aufgehört hat, keine 
weitere Reibung mehr zur Wirkung. Hört daher das Gleiten in irgend 
einem Moment vor der Beendigung des Zusammenstosses auf, wie z. B. 
wenn die Körper entweder sehr oder yoUkonmien rauh sind, so sind 
die ganzen Reibungsstösse durch 

P _ 5o cos gp ^ _ 5o sin 0^ 

gegeben. 

Wenn 6 der Bogen der durch die Gleichung (15) gegebenen Curve 
vom Goordinatenanfang an bis zu dem Punkt ist, in welchem er die 
Linie keines Gleitens schneidet, dann trifiPt der darstellende Punkt T 

die Linie keines Gleitens in einem Punkt, dessen Abscisse 12 = — ist. 

ü C 
Sind die Körper so rauh, dass — < ~ ist, so kreuzt der Punkt T die 

Ebene stärkster Compression erst, nachdem er die Linie keines Gleitens 

passirt hat. Der ganze Normalstoss ist daher durch JR == ~ (1 +6) 

gegeben. Durch Substitution dieser Werthe von P, ^, JB in die dyna- 
mischen Gleichungen findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

§ 326. Beisp. 1. $ sei der Winkel, welchen die Richtung des Gleitens des 
einen Ellipsoids auf dem andern mit der x-Axe macht; man beweise, dass B 
während des Zusammenstosses entweder beständig zunimmt oder beständig ab- 

nimmt. Wenn femer der Anfangs werth von $ zwischen und — liegt ^ dann 

m 

nähert sich 6 entweder --- oder 0, je nachdem p grösser oder kleiner als g ist. 

Man zeige auch, dass der darstellende Punkt die Linie keines Gleitens erreicht, 
wenn 6 einen dieser beiden Werthe hat. 

Beisp. 2. Wenn das Gleiten während des Zusammenstosses dieselbe Richtung 

behält imd yor der Beendigung des Zusammenstosses aufhört, dann müssen die 

S r 
Körper so rauh sein, dass u > -= — -?— — r ist. 

Beisp. 3. Zwei rauhe Kugeln stossen widereinander; man beweise, dass die 
Richtung des Gleitens während des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Der Satz 
wurde zuerst yon Goriolis aufgestellt. Jeu de btUard, 1835. Siehe § 322. 

Beisp. 4. Wenn zwei unelastische Rotationskörper widereinander stossen und 
dabei der Scheitel eines jeden der Berührungspunkt ist, zu beweisen^ dass die 
Richtung des Gleitens während des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Dieser und 
der nächste Satz rühren von Phillips her, 14. Band yon LiouyiUe's Journal. 

Beisp. 6. Wenn zwei Körper, deren Hauptaxen fOr ihre Schwerpunkte 
parallel sind, sich so treffen, dass ihre Schwerpunkte in der gemeinschaftlichen 
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Normalen im Berührungspunkt liegen und wenn die Anfangsrichtung des Gleitens 
einer Hauptaze für jeden der beiden Schwerpunkte parallel ist, dann behält das 
Gleiten während des Zusammenstosses dieselbe Bichtimg bei. 

Beisp. 6. Zwei Ellipsoide yon gleicher Masse stossen mit den Enden ihrer 
Azen Cj <f widereinander und es ist aa' =»&&', cc^ = h&; man beweise, dass die 
Richtung der Reibung während des Stosses constant bleibt. 

Beisp. 7. Eine Billardkugel rollt auf der Tafel ohne zu gleiten und stösst 
wider eine Bande; man finde die darauf folgende Bewegung. 

Die Ebene der Bande und der Tafel seien die xy- bez. a;j?- Ebene. Die Com- 
ponenten der Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes parallel zur x- und ^-Axe 
seien — t* und — to und die Winkelgeschwindigkeit um die Verticale n. Nach 
dem Abprall macht der Ball eine Reihe von sehr kleinen parabolischen Sprüngen, 
die kaum wahrnehmbar sind. Schliesslich kann man annehmen, der Ball rolle 
auf der Tafel. Diese Endbewegung ist durch 

ü' u+^y{u + an), 

W «; + |(i + y + e)fr 

gegeben, worin y die kleinere von den beiden Grössen : -^ und ^^ -i-^)^ — ^^^ 

§ 327. Zwei rauhe Körper, die sich auf beUänge Art bewegen, 
stossen widereinander. Man finde die Bewegu/ng grade nach dem Zu- 
sammenstoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Goordinaten beziehen^ deren x- und 
y-Axe in der Berührungsebene im Punkt des Zusammenstosses liegen 
und deren z-Axe die Normale ist. U, V, W seien die Componenten 
der Qeseliwindigkeit des Schwerpunktes des einen Körpers grade vor 
dem ZusammenstosS; u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit zu 
einer beliebigen Zeit t nach dem Beginn, aber vor der Beendigung des 
Zusammenstosses. Slx, Sly, Slg seien die Winkelgeschwindigkeiten 
desselben Körpers um den Coordinatenaxen parallele, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axen grade vor der Collision; o?,, coy, a>, die 
Winkelgeschwindigkeiten zur Zeit t A, B, C, D, E, F seien die Trag- 
heits- und Deviationsmomente um Axen, die den Goordinatenaxen 
parallel durch den Schwerpunkt gehen. M sei die Masse des Korpers. 
Buchstaben mit einem Strich mögen dieselben Grössen für den andern 
Körper bezeichnen. 

P, Q, B, seien die den Axen parallelen Gomponenten der in dem 
Körper M vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit t erzeugten 
Bewegungsgrösse. — P, — Q, — B sind dann die Gomponenten der 
in derselben Zeit in dem andern Körper erzeugten Bewegungsgrösse. 

{Xj y, si), (x, f/, sT) seien die Goordinaten der Schwerpunkte der 
beiden Körper, auf den Berührungspunkt als Goordinatenanfang be- 
zogen. Die Bewegungsgleichungen sind daher 
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^(öx — Äx) — F{(Oy - Äy) — E(io, — Sl,) yB + zQ\ 

— F{a}^ — Si:) + B{py — Sly) — D((o, — Sl,) ^P +a;B • (1), 

— J&(©ap — Äx)— D(aiy — %)+ C{io, — Sl») = —xQ + yP] 

M(u — Ü) = P 

M(v-r)=Q\ (2). 

M(f€—W) = B, 

Sechs ähnliche Gleichungen bestehen für den andern Körper^ die 
sich von den obigen nur dadurch unterscheiden^ dass alle Buchstaben, 
mit Ausnahme von P, Q, R, mit einem Strich versehen sind und 
P, Q, B andere Vorzeichen haben. Sie sollen die Gleichungen (3) 
und (4) heissen. 8 sei die Geschwindigkeit , mit welcher der eine 
Körper auf dem andern gleitet und der Winkel, den die Richtung 
des Gleitens mit der x-Axe macht. C sei femer die relative Gompressions- 
gesch windigkeit. Es ist dann 

8 cos 6 = u' — OyV + co/j/ — tt + (OyZ — (Oty\ 
iS sin = V — dsV + ®« ^ — '^ + ö>*^ — ^x^ f • * (ö) 
(7 = w' — (Oxi/ + (OyOif — 1€ -f- iOxV — ^y^* 

und durch Substitution aus (1), (2), (3), (4) in (5) nach § 314 

/So cosö — S cosO = aP + /"ö + eB\ 
iSosinö— 5sinÖ = /*P+6^ + dJR . • • • (6), 
GQ — C=eP+dQ + cB\ 

worin Sq, ö^, Cq die Anfangswerthe von 5, ö, C sind, die sich aus 
(5) ergeben, wenn man für die Buchstaben ihre Anfangswerthe setzt. 
Die Ausdrücke für a, b, c, d, e, f sind etwas complicirt, es ist jedoch 
nicht nöthig, sie zu berechnen. 

§ 328. Wir können nun den ganzen Vorgang beim Zusammen- 
stoss auf graphische Art verfolgen. Man trage vom Berührungspunkt 
aus auf den Coordinatenaxen die drei Längen OP, OQj OB ab, 
welche die drei Reactionen P, Q^ B darstellen sollen. Wenn sie dann, 
wie früher, als die Goordinaten eines Punktes T angesehen werden, 
so stellt dessen Bewegung die Aenderung in den Kraften dar. Die 
Gleichungen der Linie keines Gleitens findet man dadurch, dass man 
in den beiden ersten Gleichungen (6) 8 = setzt. Wie man sieht, 
ist es eine Gerade. 

Die Gleichung der Ebene der stärksten Compression ergibt sich 
aus der dritten Gleichung (6), indem man (7=0 setzt. 

Ln Anfang des Zusammenstosses gleitet der eine Körper auf dem 
andern so, dass die zur Wirkung konmiende Reibung ihren Grenz- 
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werth hat. Die Bahn des darstellenden Punktes von seinem Ausgangs- 
punkt aus ist; wie in § 321 ^ durch 

dP dQ ,p .-V 

C08Ö sind ^ ^ ^ 

gegeben. 

Wenn der darstellende Punkt I die Linie keines Gleitens er- 
reicht; so hört fOr den Augenblick das Gleiten des einen Körpers auf 
dem andern auf. Es kommt dann nur so viel Beibung zur Wirkung^ 
als hinreicht um Gleiten zu verhüten, vorausgesetzt, dass dieser Betrag 
geringer ist als der Grenzwerth der Reibung. Wenn daher der Winkel, 
den die Linie keines Gleitens mit der 22-Axe macht, kleiner als arctgfi 
ist, so bewegt sich der Punkt T auf ihr. Ist aber der Winkel grosser 
als arctgfi, so ist mehr Reibung nothig, um Gleiten zu verhüten, als zur 
Wirkung gebracht werden kann. Demgemass behält die Reibung 
ihren Grenzwerth bei, aber ihre Richtung ändert sich, wenn S sein 
Vorzeichen wechselt. Der Punkt T wandert dann auf einer Curve, 
die durch die Gleichung (7) gegeben ist, wenn man um x vergrossert. 
§ 194. 

Den vollständigen Werth B^ von R für den ganzen Zusammen- 
stoss erhalt man durch Multiplication der Abscisse B^ des Punktes, 
in welchem T die Ebene der stärksten Gompression kreuzt, mit 1 -^ e, 
wo e das Maass der Elasticität ist, so dass also 12^ = 22^^(1 -|- e) ist. 
Die vollständigen Werthe von P und Q werden durch die der Abscisse 
B^ entsprechenden Ordinaten dargestellt. Durch Substitution in die 
dynamischen Gleichungen lässt sich die Bewegung grade nach dem 
Zusammenstoss finden. 

§ 329. Die Bahn des darstellenden Punktes, bevor er die Linie 
keines Gleitens erreicht, wird durch Litegration von (7) gefunden. 
Differenzirt man (6), so erhält man 

d{8coae) adP+fdQ + edB afi cob + /^ft sin + e 

d(8 Bme)~ fdP+bdQ + ddB~ f(ico8e + biiBme + d ' 

welches sich auf 

1 dS 2^2 ~*J_ ^ n ^ ft 

-— Bin 26 + /cos 26 H — cos 6 sin 6^ 

reducirt. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich 8 als Function von in der 
Form /S = J./(ö), worin die Constante Ä mit Hülfe der Bedingung 
bestimmt wird, dass für »= d^, 8 = Sq ist. Differenzirt man die erste 
der GL (6) und substituirt aus (7), so findet man 

— ^d![cos e f(ß)] = Ota cos ö + ft/ sin e + c) dJB . . (10) 

und daraus JB = J.l'(ö) + jB, wobei die Constante B durch die Be- 
dingung bestimmt ist, dass JS ftir ö = Öq verschwindet. Durch 



(8), 



(9) 
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Substitution dieser Werthe von 8 und JR in die beiden ersten Glei- 
chungen von (6) erbalt man dann P und Q durch d ausgedrückt. 
Die drei Gleichungen, die Py Q, R als Functionen von 6 geben, sind 
die Gleichungen der Bahn des darstellenden Punktes. Man beachte, 
dass die Tangente an die Bahn in jedem Punkt mit der Jß-Axe einen 
Winkel macht, dessen Tangente fi ist. 

§ 330. Wenn sich die Richtung der Reibung während des Zu- 
sammenstosses nicht ändert, so ist constant und gleich Oq, so dass 
man also nicht zur unabhängigen Variablen wählen kann. In diesem 
Fall ist P = (lR cos Öq, Q = (lR sin 0^ und der darstellende Punkt 
bewegt sich auf einer Geraden, die mit der iZ-Axe einen Winkel macht, 
dessen Tangente fb ist. Durch Substitution dieser Werthe von P und 
Q in die beiden ersten Gleichungen (6) erhält man 

-^8in2eo + /cos2eo+-^coseo-j8ineo = (11) 

als nothwendige Bedingung dafOr, dass sich die Richtung der Reibung 
nicht ändert. Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so kann man 
den Gleichungen (6) und (7) dadurch genügen, dass man constant 
macht. In diesem Fall ist auch leicht zu sehen, dass die Bahn des 
darstellenden Punktes die Linie keines Gleitens schneidet. 

Ist Sq Null, so liegt der darstellende Pimkt auf der Linie keines 
Gleitens. Ist der Winkel, den diese Gerade mit der R-Axe macht, 
kleiner als arc tg f(, so wandert der darstellende Punkt auf ihr; ist er 
aber grosser, so ist mehr Reibung erforderlich um Gleiten zu verhüten, 
ab zur Wirkung gebracht werden kann. Da 8^ Null ist, so kennt 
man den Anfangswerth von nicht. In diesem Fall differenzire man 
die ersten beiden Gleichungen von (6) und setze 8 = 0] man sieht 
dann, wenn man dividirt, dass der Anfangswerth von 6 der Gleichung 
(11) genügen muss. Die Bedingung dafür, dass die Richtung der 
Reibimg sich nicht ändert, ist daher erfüllt. Dieser Werth von 
macht den zu integrirenden Ausdruck in (9) unendlich gross, in Folge 
dessen man die dortigen Folgerungen modificiren muss. Aus dem 
eben Gesagten geht aber hervor, dass die Bahn des darstellenden 
Punktes eine Gerade ist, die mit der jR-Axe den Winkel arctgfi macht 
und den richtigen Anfangswerth von hat. 

§ 331. Es sei 

Ä — F —E yB—zQ 

— F B — 2> gP-xB 

— E — D C xQ^yP 
yB — zQ zP—xB xQ — yP 

und jd die Determinante, welche man durch Weglassen der letzten Vertical- und 
Horizontalreihe erhält. G' nnd d* seien die entsprechenden Ausdrücke ffir den 



Q 
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andern Körper. Dann sind a, b, c, d, €, f die Coefficienten von P', Q\ JB*, 
2QB, 2BP, 2PQ in der Gleichung für die Flache zweiten Grades 

worin E eine Constante ist, von der sich zeigen lässt, dass sie die Smnme der 
lebendigen Kräfte der in den beiden Körpern erzeugten Bewegungen ist, wie in 
§ 314 erklärt wurde. Es lässt sich femer zeigen, dass diese Gleichung ein Ellipsoid 
darstellt, indem man sie mit der in § 28, Beisp. 3 vergleicht. 

Man beweise auch, dass a, h, c nothwendigerweise positiv sind und dass 
a5>/'«, 6c >d", ca>€\ 

Man zeige, dass man dadurch, dass man die Bezugsaxen um die B-Axe dreht 
und dabei den richtigen Winkel beschreiben lässt, f = Null machen kann. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Linie keines Gleitens dem zu der Ebene, 
welche die Beibungen P und Q enthält, co^jugirten Durchmesser parallel läuft. 
Man beweise auch, dass die Ebene stärkster Compression die der B.eaction B 
conjugirte Diametralebene ist. 

Beisp. 3. Die Linie keines Gleitens ist der Durchschnitt der Polarebenen 
zweier auf der P- und Q-Axe gelegener Punkte, die von dem Coordinatenanfang 

den Abstand ■= ^ bez. -^ — v— r- haben. Die Ebene stärkster Compression 

8q cos ö<j Sq sm öo 

ist die Polarebene eines Punktes der JB-Aze, der vom Coordinatenanfang um 

2E 

-YT absteht. 

Beisp. 4. Die PQ- Ebene schneidet das Ellipsoid in Beisp. 1 in einer Ellipse, 
deren Axen die Ebene in vier Quadranten theilt; die Linie keines Gleitens trifft 
die PQ-Ebeneindem Quadranten, in welchem das Anfangsgleiten Sq vor sich geht. 

Beisp. 6. Eine durch den Coordinatenanfang gehende der Linie keines 
Gleitens parallele Gerade trifft die Ebene stärkster Compression in einem Punkt, 
dessen Abscisse B dasselbe Vorzeichen wie C^ hat. Daraus beweise man mit Hülfe 
geometrischer Betrachtungen, dass der darstellende Punkt T die Ebene stärkster 
Compression kreuzen muss. 

Beispiele 

(den „Ezamination Papers" entnommen, die auf der Universität Cambridge und 

in den Colleges gegeben wurden). 

1. Ein Kegel dreht sich mit bekannter Winkelgeschwindigkeit um seine Axe. 
Die Höhe beginnt abzunehmen und der Winkel zu wachsen, während das Volumen 
constant bleibt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Höhe propor- 
tional ist. § 299. 

2. Eine kreisförmige Scheibe dreht sich in ihrer Ebene um ihr Centrum; 
ein Punkt des ümfangs wird festgehalten; man finde die neue Winkelgeschwindig- 
keit. Siehe § 173. 

8. Ein gleichförmiger Stab von der Länge 2 a Hegt auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene und geht durch einen Bing, der ihm gestattet, in der horizontalen 
Ebene frei zu rotiren. Dem Stab, dessen Mittelpunkt dem Bing unbegrenzt nahe 
liegt, wird eine Winkelgeschwindigkeit mitgetheilt; man zeige, dass, wenn der 
Stab den Bing verlässt, der Radiusvector des Mittelpunktes einen Sector be- 
schrieben hat, dessen doppelter Flächeninhalt -r-a' ist. 

4. Eine elliptische Lamelle rotirt um ihren Mittelpunkt auf einem glatten 
horizontalen Tisch. Oj, o,, lOg sind ihre Winkelgeschwindigkeiten, wenn das 
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Ende ihrer groBsen Aze, ihr Brennpunkt, bezüglich das Ende ihrer kleinen Axe fesi- 

rr « e 

gehalten wird; man beweise, dass — == 1 ist. Siehe § 808. 

«1 m^ <D, 

6. Ein starrer Körper, der um den festen Punkt 0, ftir welchen die Haupt- 
trftgheitsmomente A^B^G sind, beweglich ist, wird yon einem Schlag von ge- 
gebener Grösse in einem gegebenen Punkt getroffen. Die dem Körper so mit- 
getheilte Winkelgeschwindigkeit sei die grösstmögliche; man beweise, dass, wenn 
(a, 6, c) die Coordinaten des gegebenen Punktes auf die Hauptaxen fSr be- 
zogen und (2, fti, n) die Richtungscosinusse des Schlages sind, 

al -f 6m -f- cn = 0, 

6. Eine dreieckige Lamelle ABC kann sich frei um ihren festliegenden 
Eckpunkt G bewegen. Ein Stoss trifft B senkrecht zur Ebene des Dreiecks. Man 
zeige, dass die Anfangsrotationsaze yon den durch G gehenden Geraden, welche 
AB m drei gleiche Theile zerlegen, die von B am weitesten abstehende ist. 

Ersetzt man die Lamelle durch ihre drei gleichwerthigen Massenpunkte und 
setzt die Winkelbewegungsgrösse um JB(7 gleich Null (§ 149), so haben offenbar 
die Massenpunkte in E und F (den Mittelpunkten von AG^ AB) gleiche und 
entgegengesetzte Anfangsgeschwindigkeiten. Daraus folgt, dass die Momentanaxe 
EF halbirt und durch G geht. Betrachtet man die Axe als Transversale des 
Dreiecks, so folgt daraus, was zu beweisen war. 

7. Ein Kegel, dessen Masse m und dessen Winkel an der Spitze 2a ist, 
kann sich um seine Axe frei bewegen. In seine Oberfläche ist eine feine glatte 
Rinne eingeschnitten, welche den constanten Winkel ß mit seinen Erzeugenden 
bildet. Ein schwerer Punkt von der Masse P bewegt sich auf der Rinne unter 
dem Einfluss der Schwere und das System befindet sich im Anf aTig in Ruhe, 
wobei der Massenpunkt den Abstand c von der Spitze hat. Man zeige, dass 

fflfe« 4- Pr« sin«« o^^^ ^^t^^ 
1 wÄ>4-Pc«8in»a 

ist, wenn $ den Winkel bedeutet, um welchen der Kegel sich gedreht hat, wenn 
sich der Massenpunkt in irgend einem Abstand r von der Spitze befindet, und k 
der Trftgheitsradius des Kegels für seine Axe ist. 

8. Ein Körper befindet sich in Bewegung um eine durch seinen Schwer- 
punkt gehende Axe; plötzlich wird der Punkt P in ihm festgehalten. Soll 
die neue Momentanaxe eine Hauptaxe für P sein, so ist der Ort der Punkte P, 
wie man zeigen möge, eine gleichseitige Hyperbel. 

Grade ehe P festgehalten wird, ist die ganze Bewegungsgrösse einem Paar 
G äquivalent, das in der zur Momentanaxe conjugirten Diametralebene in Bezug 
auf das Tr&gheitsellipsoid für liegt (§ 118 oder § 310). Wird P festgehalten, so 
kann man annehmen, der Körper befinde sich in Ruhe und das Paar G wirke 
auf ihn; er beginnt daher um die zur Ebene von G co]\jugirte Diametrallinie in 
Bezug auf das Trägheitsellipsoid für P zu rotiren, siehe § 297. Nach dem Problem 
soll diese eine Hauptaxe sein; sie steht daher senkrecht auf der ihr conjugirten 
Diametralebene. Der Ort der Punkte P ist demnach derart, dass eine Hauptaxe 
für P einer festliegenden Geraden, nämlich dem Loth auf die Ebene von G^ parallel 
ist. Nach § 51, Beisp. 4 ist der Ort eine gleichseitige Hyperbel. 

9. Ein Würfel rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit to um eine seiner 
Diagonalen; eine Kante, welche die Diagonale nicht irifft, wird plötzlich fest- 
gehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit m' um diese Kante durch 

^ySm' s* CD gegeben ist. 
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10. Zwei Massen m, m' sind dnrcli einen dünnen glatten Faden yerbimden, 
der über einen graden Ereiscylinder vom Radius a länft. An den beiden in einer 
Ebene in Bewegung befindlichen Massenpunkten greifen keine äusseren Eräfbe 
an; man zeige, dass 

ist, wenn man unter A die Summe der absoluten in der Zeit t von den beiden 
nicht aufgewickelten Theilen des Fadens beschriebenen Flächen und unter T die 
Spannung des Fadens zu irgend einer Zeit versteht. 

11. Ein Stück Draht in der Gestalt eines Kreises liegt in Buhe so auf 
einem glatten horizontalen Tisch, dass seine Ebene in Berührung mit ihm ist. 
Plötzlich beginnt ein Insect mit gleichförmiger relativer Geschwindigkeit auf ihm 
zu wandern. Man zeige, dass sich der Draht um seinen Mittelpunkt mit gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit dreht, während der Mittelpunkt selbst im Baum 
einen Kreis mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit beschreibt. 

12. Ein gleichförmiger Draht von der Gestalt eines Kreises mit dem Badius 
a, der um einen festen Punkt seines ümfanges beweglich ist, liegt auf einer 
glatten, horizontalen Ebene. Ein Insect, dessen Masse der des Drahtes gleich ist, 
kriecht von dem Ende des Durchmessers aus, welches dem festen Punkt gegen- 
über liegt, auf dem Draht hin, wobei seine relative Geschwindigkeit in Bezug 
auf den Draht gleichförmig und gleich V ist. Man beweise, dass nach der Zeit t 
der Draht sich um den Winkel 

2a 
gedreht hat. 

13. Ein kleines Insect bewegt sich auf einem gleichförmigen Stab, der die- 
selbe Masse wie dieses selbst und die Länge 2 a hat und dessen Endpunkte gezwungen 

2a 
sind, auf dem Umfang eines festliegenden Kreises vom Badius --r* zu bleiben. 

ys 

Man nehme an, das Insect gehe von dem Mittelpunkt des Stabes aus und seine 
relative Greschwindigkeit in Bezug auf den Stab sei gleichförmig und gleich F 
und beweise, dass sich der Stab in der Zeit t um den Winkel 6 dreht, der sich 

aus atgSyi » Vt eigibt. 

14. Eine rauhe kreisförmige Scheibe kann sich frei in einer horizontalen 
Ebene um eine verticale durch ihr Gentrum gehende Axe drehen. Eine logarith- 
mische Spirale ist auf der Scheibe aufgezeichnet und hat das Centrum zum Pol. 
Ein Insect, dessen Masse n mal so gross als die der Scheibe ist, kriecht von dem 
Punkt aus, in welchem die Curve den Umfang des Kreises schneidet, auf ihr hin. 
Man zeige, dass sich die Scheibe, wenn das Insect den Mittelpunkt erreicht, um 

den Winkel y tga log(l-j-2n) gedreht hat, worin a den Winkel zwischen der 

Tangente und dem Badiusvector an irgend einem Punkt der Spirale bedeutet. 

15. In eine gleichförmige Scheibe von der Gestalt eines Kreises, die um 
ihren Mittelpunkt in ihrer eigenen Ebene (welche horizontal ist) sich bewegen 
kann, ist eine feine Binne längs eines Badius eingeschnitten. Die Scheibe wird 
mit der Winkelgeschwindigkeit m in Botation gesetzt. Eine kleine Bakete, deren 

Gewicht — de^enigen der Scheibe beträgt, wird in das innere Ende der Binne 

gelegt und abgefeuert; wenn sie die Binne verlassen hat, geschieht das Nämliche 
mit einer andern gleichen Bakete u. s. f Man finde die Winkelgeschwindigkeit 
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nach n solchen Operationen und zeige, dass der Grenzwerth derselben, wenn n 
unbegrenzt zunimmt, me~^ ist. 

16. Ein starrer Körper ist in Rotation um eine Axe durch seinen Schwer- 
punkt begriffen; plötzlich wird ein gewisser Punkt des Körpers festgehalten und 
gleichzeitig die Axe freigelassen. Man finde die Gleichungen der neuen Momentan- 
axe und beweise, dass der Punkt, wenn diese Axe der ursprünglich festliegenden 
Axe parallel sein soll, in einer Linie liegen muss, die durch die Gleichungen 

aHx -f- b*my -f- c*nz = 0, 
(P'-c^ j + (c"-a«) l + (a«-&«) ^ « 

dargestellt wird. Dabei sind die Hauptaxen durch den Schwerpunkt die Coordinaten- 
axen, a, &, c die Trägheitsradien für diese Axen und I, m, n die Bichtungscosinusse 
der ursprünglich festen Axe in Bezug auf sie. (§ 296.) 

17. Ein fester Körper rotirt mit gleichförmiger Geschwindigkeit m um eine 
feste Axe und enthält einen geschlossenen röhrenförmigen Kanal yon kleinem 
gleichförmigen Querschnitt, der mit einer nicht zusammendrückbaren Flüssigkeit, 
die sich in relativem Gleichgewicht befindet, gefüllt ist. Wenn die Rotation des 
massiven Körpers plötzlich aufhört, bewegt sich die Flüssigkeit in der Röhre mit 
der Geschwindigkeit t;, die durch vi ^'^ 2 Am gegeben ist. Dabei ist A die von 
der Projection der Axe der Röhre auf eine zur Rotationsaxe senkrechte Ebene 
beschriebene Fläche und l die Länge der Röhre. 

Jedes Element von der Masse mds bewegt sich mit der Geschwindigkeit mr 
in einer Richtung, die senkrecht auf der Ebene steht, die das Element und die 
Rotationsaxe enthält. Der Normaldruck der Röhre zerstört jede Bewegung, die 

„JA 

senkrecht zur Röhre gerichtet ist, so dass wir nur die Gomponente cor -^— zu 

betrachten brauchen (§ 807). Jedes Element stösst wider die anliegenden, die 
TranslationsbewegungsgrÖBse bleibt durch diesen Stoss jedoch unverändert. Inte- 
grirt man die Bewegungsgrösse längs der ganzen Röhre, so erhält man 

mlv ^ immr^dSj 
woraus sich das Resultat ergibt. 

18. Eine Thür ohne Schloss, welche die Gestalt einer rechteckigen Lamelle 
hat, ist an ihrem oberen Eckpunkt mit einem üniversalgelenk versehen, während 
sich an ihrem unteren ein kiu^er Querbalken befindet, der senkrecht zur Ebene 
der Thür gleichmässig nach beiden Seiten vorsteht. Wenn nun die Thür von 
ihrer stabilen Ruhelage aus nach der einen und der andern Seite schwingt, wird 
das eine oder das andere Ende des Balkens ein fester Punkt, h ist die Höhe 
der Thür, htga ihre Länge und 2ß der Winkel, den die Linien, welche die 
Enden des Balkens mit dem oberen Eckpunkt verbinden, miteinander bilden; man 
zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Thür durch die StÖsse bei ihrem 

8111 et •^"— tff ß 

Durchgang durch ihre Ruhelage in dem Verhältniss -i— j — j^,^ vermindert 

wird und dass die Zeit, welche zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stössen ver- 
fliesst, wenn die Schwingungen klein werden, in demselben Verhältniss abnimmt, 
wobei die Gewichte des Balkens imd des Gelenkes zu vernachlässigen sind. 



Kapitel VH. 

Die lebendige Kraft. 

Die Er&ftefimctioiL und die Arbeit. 

§ 332. Zeit- nnd Ramnintegrale. Wenn ein Punkt von der Masse 
m in der Richtung der x-Axe mit der Anfangsgeschwindigkeit V ge- 
schleudert wird und eine Kraft F in derselben Richtung an ihm an- 

greift y so ist die Bewegung durch die Gleichung m-^ = F gegeben. 

Integrirt man sie in Bezug auf t und ist v die Geschwindigkeit 
nach der Zeit t, so hat man 

^ m(v—r)=jFdt. 



Multiplicirt man beide Seiten der Differentialgleichung zweiter Ord- 

dx 

nung mit -jr und integrirt^ so erhält man^) 



iw(t;»— F«)= fFdx. 



2 



Das erste Integral zeigt^ dass die Aenderung der Bewegungsgrosse 
dem Antrieb der Kraft gleich ist. Indem wir eine ähnliche Schluss- 



1) Man -wird selten Mathematiker in einen Streit verwickelt finden, wie der 
war, welcher 40 Jahre hindurch im vorigen Jahrhundert tobte. Es handelte sich 
darum, zu bestimmen, wie die Kraft eines sich bewegenden Eöipers zu messen 
sei. Bis zum Jahr 1686 war das Maass das Product aus der Masse des Körpers 
in seine Geschwindigkeit. Leibnitz jedoch glaubte einen Irrthum in der all- 
gemeinen Meinung zu entdecken und wollte zeigen, dass das richtige Maass das 
Product aus der Masse in das Quadrat der Geschwindigkeit sei. Bald war ganz 
Europa in zwei Lager getheilt. Deutschland hielt es mit Leibnitz und Ber- 
noulli, während England dem alten Maass treu blieb und ihre Argumente mit 
Erfolg bestritt. Frankreich war getheilt; eine berühmte Dame, die Marquise 
du Chatelet war zuerst eine eifrige Anhängerin und dann eine Gegnerin der 
Leibnitz*schen Ansichten. Holland und Italien waren im Allgemeinen dem 
deutschen Philosophen günstig gesinnt. Das Seltsamste bei diesem grossen Streit 
aber war, dass dasselbe Problem, von den Geometem entgegengesetzter Meinung 
gelöst, dasselbe Resultat ergab; wie man auch die Kraft messen mochte mit der 
ersten oder der zweiten Potenz der Geschwindigkeit, die Antwort blieb die näm- 
liche. Die Argumente und Erwiderungen, die von beiden Seiten vorgebracht 
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weise auf die Bewegung der dynamischen Systeme anwandten, kamen 
wir im letzten Kapitel zu dem allgemeinen Princip in § 283 und 
später zu seiner Anwendung auf die Bestimmung der Aenderungen, 
welche sehr grosse Erafte hervorbringen, die sehr kurze Zeit wirken. 
Das zweite Integral zeigt, dass die Aenderung der lebendigen Kraft 
dem Raumintegral der Kraft gleich ist. In diesem Kapitel ist es 
unsere Aufgabe, auch dieses Resultat auszudehnen imd auf die all- 
gemeine Bewegung der Systeme von Korpern anzuwenden. 

§ 333. Die lebendige Kraft Der bequemeren Darstellung w^en 
hat man den beiden Seiten unsrer Gleichung Namen gegeben. Die 
linke Seite heisst gewöhnlich die lAendige Kraft des Massenpunktes, 
eine Bezeichnung, die Leibnitz um das Jahr 1695 eingeführt hat. 
Die lebendige E[raft wird auch die hinetische Energie des Massen- 
punktes genannt. Die rechte Seite hat zu verschiedenen Zeiten ver- 
schiedene N)Eunen geführt. Sie wird jetzt allgemein die Arbeit der 
Kraft F genannt. Wenn die Kraft nicht in der Richtimg der Be- 
weinmir ihres AnmfFspunktes wirkt, bedarf der Ausdruck „Arbeit^' 
eiiTWfassenderen Definition, die ;ir im nächsten Paragraphen be- 
sprechen. 

§ 334. Die Arbeit. Eine Kraft F wirke an einem Punkt A eines 
Körpers in der Richtung AB und der Punkt A bewege sich in eine 
andere Lage Ä, die sehr nahe bei A liegt. Wenn q> der Winkel ist, 
den die Richtung AB der Ejraft mit der Richtung AÄ der Verschiebung 
des Angriffspunktes macht, so heisst das Product F • AA' • cos tp die 
von der Kraft verrichtete Arbeit. Wenn wir an die Stelle von q> den 
Winkel setzen, den die Richtung AB der Kraft mit der der Ver- 
schiebung entgegengesetzten Richtung ÄA macht, so heisst das Pro- 

wiirden, findet man in Montucla^s Hisknre; sie sind von groBsem Interesse. 
Hier jedoch würde dies zu weit fCihren. Der Kampf nahm schliesslich ein Ende, 
als D*Alembert in seiner Abhandlung über Dynamik zeigte, dass es sich nur 
um einen Wortstreit handelte. Er sagt: Wenn wir von der Kraft eines in Be- 
wegung befindlichen Körpers sprechen, so verbinden wir mit dem Wort entweder 
keinen klaren Sinn oder wir verstehen darunter weiter nichts als die Eigenschaft, 
dass gewisse Widerstände von dem sich bewegenden Körper überwunden werden 
können. Wir müssen daher diese Kraft nicht einfach nur nach der Masse und 
Geschwindigkeit des Körpers schätzen, sondern nach der Beschaffenheit der über- 
wältigten Hindernisse. Wir können sagen, dass die Kraft um so grösser ist, je 
grösser der überwundene Widerstand ist, wenn wir unter diesem Wort nicht ein 
dem Körper anhaftendes angebliches Leben verstehen, sondern es einfach nur als 
eine abgekürzte Art betrachten, eine Thatsache auszudrücken. D'Alembert 
weist dann darauf hin, dass es verschiedene Arten von Hindernissen gibt und 
untersucht, wie sich ihre verschiedenen Arten von Widerständen als Maass be- 
nutzen lassen. Es reicht wohl hin, wenn wir bemerken, dass der Widerstand 
in manchen Fällen besser durch das Baumintegral, die Arbeit, in anderen besser 
durch das Zeitintegral, den Antrieb, gemessen wird. Siehe Montucla's Histaire, 
Vol. m und Wheweirs History, Vol. H. 
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duct die gegen die Kraft verriclitete Arbeit. Fällt man das Loih AM 
auf ABy so ist die Yon der Kraft verrichtete Arbeit auch dem Pro- 
duct F ' AM gleich^ worin AM 2is positiv angesehen wird, wenn es 
in die Richtung der Kraft fällt. Ist F' die Componente von F in der 
Richtung der Verschiebung, so ist die Arbeit auch gleich F • AA'. 
Wirken mehrere Kräfte, so kann man auf diese Art die Arbeit jeder 
einzehien finden. Die Summe aller ist die Arbeit des ganzen Kräfte- 
systems. 

So definirt ist die einer unbegrenzt kleinen Verschiebung ent- 
sprechende Arbeit einer Kraft dasselbe, wie das virtuelle Moment der 
Eüraft. In der Statik haben wir es nur mit den kleinen hypothetischen 
Verschiebungen zu thun, die dem System bei der Anwendung des 
Priucips der virtueUen Arbeit gegeben werden und reicht diese Defi- 
nition daher hin. In der Dynamik dagegen sind die Körper in Be- 
wegung, und wir müssen mithin unsere Definition der Arbeit so aus- 
dehneu, dass auch der Fall einer Verschiebimg von beliebiger Grosse 
einbegriffen ist. Wenn die Angriffspunkte der Kräfte endliche Ver- 
schiebungen erleiden, müssen wir die Bahn eines jeden in Elemente 
zerlegen. Die an jedem Element verrichtete Arbeit lässt sich nach der 
obigen Definition ermitteln. Die Summe aller ist die ganze Arbeit. 

Man beachte, dass die Arbeit gegebener Kräfte bei der Bewegung 
des Körpers von einer Lage in eine andere von der Zeit des üeber- 
ganges unabhängig ist. Wie in § 332 festgestellt wurde, ist die Arbeit 
ein Baum- und kein ZeitintegraL 

§ 335. Wenn zwei Eräftesysteme äquivalent sindj so ist die bei 
einer Meinen Verschüinmg von dem einen verrichtete Arbeit der von dem 
andern verrichteten gleich. Dies folgt sofort aus dem Frincip der virtuellen 
Arbeit in der Statik. Denn wenn jede Kraft in dem einen System die 
umgekehrte Richtung erhalt, ohne dass ihr AngrifiBspunkt oder ihre 
Grösse geändert wird, so halten sich die beiden Systeme Gleichgewicht 
und die Summe ihrer virtuellen Momente ist daher Null. Bringt man 
das Kräftesystem in seinen ursprünglichen Zustand zurück, so müssen, 
wie man sieht, die virtueUen Momente der beiden Systeme gleich sein. 
Sind die Verschiebungen endlich, so gut dasselbe für alle aufeinander 
folgenden Elemente der Verschiebimg und daher für die ganze Ver- 
schiebung. 

§ 336. Wir können jetzt einen analytischen Ausdruck für die 
Arbeit der Kräftesysteme finden, (a;, y, jer) seien die rechtwinkligen 
Goordinaten eines Massenpunktes des Systems und die Masse des 
Punktes sei m. {X^ TJ Z) seien die Componenten parallel den Coor- 
dinatenaxen der an dem Massenpunkt angreifenden beschleunigenden 
Kräfte. 9»X, mYj mZ sind dann die dynamischen Maasse der wirkenden 
Kräfte. Wir wollen annehmen, der Massenpunkt bewege sich in die 
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Lage X 4- äx, y -^ dy, g -{- dz, dann ist die Arbeit der Kräfte der 
Definition zufolge 

ZimXdx + mYdy + mZde) (1), 

wobei sich die Summe über alle Kräfte des Systems erstreckt. Sind 
die Verschiebungen der Körper endlich, so ist die ganze Arbeit 

ZmfiX dx + Tdy + ZdB) (2), 

worin die Grenzen des Integrals durch die äussersten Lagen des Systems 
bestimmt werden. 

§ 337. Die Kräfteftinction. Wenn die Kräfte derart sind, wie sie 
allgemein in der Natur auftreten, so lasst sich beweisen, dass die 
Summe (1) in dem vorigen Paragraphen ein vollständiges Differential 
ist, d. h. dass man sie unabhängig von jeder Beziehung zwischen den 
Goordinaten x, y, z integriren kann. Die Summe (2) lässt sich daher 
als eine Function der Goordinaten des Systems ausdrücken. Ist dies der 
FdUy so heisst das unbestimmte Integral der Summe (2) die Eräftrfundion. 
Der Name wurde der Function von Sir W. B. Hamilton und Jacobi 
unabhängig von einander gegeben. 

Nennt man die Kräftefunction CT, so ist die Arbeit der Ejräfte bei 
der Bewegung der Korper von einer gegebenen Lage in eine andere 
das bestimmte Litegral U^ — Oj, worin Ui und U^ die Werthe von U 
sind, welche den gegebenen beiden Lagen der Korper entsprechen. 
Daraus folgt, dass die Arbeit von der Art, wie das System sich aus 
der ersten gegebenen Lage in die zweite bewegt, unabhängig ist. Mit 
andern Worten, die Arbeit hängt von den Coordinaien der beiden ge- 
gebenen äussersten Lagen und nicht von denen einer mitäeren Lage ab. 
Wenn die Kräfte derart sind, dass sie diese Eigenschaft haben, d. h. 
wenn sie eine Kräffcefimction besitzen, hat man sie nach dem Vorgang 
von Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelvin, auch wohl ein ccnservaUves 
Kräftesystem genannt. 

§ 338. Eine KräfleftmcHon existirt erstens, wenn die äusseren Kräfte 
nach festen Centren in endlichen Abständen gerichtet und Functionen der 
Abstände von diesen Centren sind und zweitens, wenn die Kräfte gegen- 
seitige Anziehungen oder Abstossungen der Massenpunkte des Systems 
und Functionen der Abstände zwischen den sich anziehenden oder cih 
stossenden Massenpunkten sind. 

mq> (r) sei die Wirkung eines festliegenden Kraftcentrums auf einen 
Massenpunkt m in der Entfernung r, die positiv gerechnet wird in der 
Bichtimg von r, d. h. von dem Kraftcentrum weg. Die Summe (1) in 
§ 336 ist offenbar Emq> (r) dr. Sie ist ein vollständiges Differential. 

Die Kräftefunction existirt daher und ist gleich Ilmjip{r)dr. 
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mm'tpif) sei die Wirkung zwischen zwei Massenpunkten m, m\ 
deren Abstand r ist und wie zuvor möge diese Kraft positiv genommen 
werden, wenn sie abstösst. Die Summe (1) wird dann Umm' g> (r) dr. 

Die Erafitefunction existirt mithin und ist gleich Smm' l tp{r)dr . 

Ist die Anziehung dem reciproken Quadrat des Abstaudes proportional, 
so wird 9? (r) = 1- und das Integral — • Die Sjräftefiinction unter- 
scheidet sich abo von dem Potential durch eine constante Gh^sse. 

§ 339. Offenbar enthält die Definition der Eraftefunction Nichts, 
was uns dazu zwänge, Gartesische Goordinaten zu gebrauchen. Wenn 
P, Q, etc. Kräfte sind, die an einem Massenpunkt angreifen, Pdpy Qdq^ 
etc. ihre virtuellen Momente, m die Masse des Punktes, dann ist die 
Kräftefunction 

U= £mf{Fdp + Qdq + etc.), 

wobei sich die Summirung über alle Kräfte des Systems erstreckt. 

Beisp. 1. Sind (p, qp, iE;) die Cylinder- oder halbpolaren Goordinaten des 
Massenpunktes m; P, Q^ Z die Componenten der Kräfte in der Bichtong und 
senkrecht zu ^ und in der Richtung von z^ zu beweisen, dass 

dU^JSm {Pdq -f Qqdfp + Zde) ist. 

Beisp. 2. (r, 0, qp) seien die Polarcoordinaten des Massenpunktes m; PjQ^B 
die Componenten der Er&fbe l&ngs des Badiusvectors, senkrecht zu ihm in der 
Ebene von 6 und senkrecht zu dieser Ebene; man beweise, dass 

dü^ZmiPdr+Qrde + BrBmedtp) 
ist. 

Beisp. 8. (x, y, z) seien die schiefvrinkligen Cartesischen Goordinaten von 
111; 2, Y^ Z die Gomponenten l&ngs der Azen; man beweise, dass 

du r=. Zm\X{dx + vdy + ^dz) + Y{vdx-\'dy -\'ldz)'\- Z{iLdx + Xdy -\^ dz)] 

ist, wo (X, fi. Iß) die Gosinusse der Winkel zwischen den Axen yz^ zx bez. xy be- 
deuten. Der Satz ist von Poinsot. 

§ 340. Wenn ein System eine kleine Verschiebung ds parallel einer 
gegd)enen Geraden und eine Drehung dO um diese Linie erleidet, stellen 

die partiellen Differentiaiquotienten -^ und -^ die Gomponenten aller 

Kräfte in der Bichtung der Linie und das Moment der Kräfte um 
sie dar. 

Da (2 {7 die Summe der yirtnellen Momente aller Kräfte in Bezug 
auf eine beliebige Yerrückung ist^ so hängt es von irgend welchen 
speciellen Coordinatenaxen nicht ab. Die Gerade^ auf welcher ds ge- 
messen wird, sei die 0-Axe. Behalt man die frühere Bezeichnung bei, 
so ist 

dTJ= ZmiXdx + Tdy + Zde). 

Bontb, Dynamik. I. 20 
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Es ist aber rfa; = , rfy = und dz = dSy daher 

dU=dS'SmZy also ^=2]mZ. 

Darin bedeutet ^ü" die Veränderung von DJ die durch die alleinige Ver- 
schiebung des als ein Körper betrachteten Systems um die Strecke ds 
parallel einer gegebenen Geraden hervorgebracht wird. 

Das Moment aller Kräfte um die jef-Axe ist femer Zm(xY — yX), 
aber da: = — y dö, dy^^xdO und dg = 0. Daher wird dieses Mo- 
ment 

^ Ydy +Xdx + Zde _dU 
°" de ~ de' 

Hier wird di7 als die Aenderung angesehen^ die an {7 durch die 
alleinige Rotation von der Amplitude dO des als ein Körper betrachteten 
Systems um die gegebene Axe hervorgebracht wird. (§ 342 — 349.) 

§ 341. Da die Kräftefünction viel gebraucht werden wird, so ist 
es vortheilhaft, sich Fertigkeit in dem Niederschreiben ihrer verschie- 
denen Formen zu erwerben. Die folgenden Beispiele sind als die zu 
diesem Zweck geeignetsten ausgewählt worden. 

§ 342. Die Arbeit der Schwere. Ein System von Körpern stekt 
unter der Wirkung der Schwere, Ist M die ganze Masse, h die von dem 
Schwerpunkt des ganzen Systems durcJ^allene Strecke^ so ist Mgh die 
von der Schwere verrichtete Arbeit Siehe § 140. 

Die 0-Aze sei vertical und ihre positive Bichtung gehe abwärts. In der Summe 
(1) des §386 ist dann X=0, r=0, Z^g. Daher dU=2mgde. Bedeutet 
e die Tiefe des Schwerpunktes unter der xy-Ebene und C eine Constante, so findet 
man ü= MgZ'{' C und wenn man die Grenzen nimmt, ohne Mühe die gesuchte 
Antwort. 

Arbeitseinheiten. Die theoretische Einheit der Arbeit ist die von 
der dynamischen Erafteinheit längs der Baumeinheit verrichtete Arbeit. 
Eine praktische Einheit kann das Resultat unseres Beispiels liefern. 
Man kann die Arbeit^ welche dazu nöthig ist, den Schwerpunkt einer 
gegebenen Masse an einer gegebenen Stelle auf eine gegebene Hohe 
zu heben, zur Arbeitseinheit nehmen. Als Erafteinheit wird das Ge- 
wicht eines Gubikdecimeters chemisch reinen Wassers im Zustand der 
grössten Dichtigkeit (4Pyl C.) benutzt; sie heisst Kilogramm. Die 
Längeneinheit ist das Meter und die Arbeitseinheit daher das Meter- 
kilogramm« Der Ausdruck Pferdekraft bezeichnet die in der Zeit- 
einheit geleistete Arbeit. Die Einheit der Pferdekrafb nimmt man zu 
75 Meterkilogrammen in der Secunde an. Die Nutzleistung einer 
Dampfinaschine ist die durch den Verbrauch eines Kilogramms Kohlen 
geleistete thatsächliche Arbeit. 

Beisp. 1. Eine Kraft theilt einem Punkt, dessen Masse so gross, wie die 
eines Kubikmeters Wasser ist, eine Geschwindigkeit von einem Meter in der Minute 
mit. Man finde die Arbeit in Meterkilogrammen und PferdekiUften. 
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Beisp. 2. Man bestimme den Widerstand, den ein Dampfer findet, in Tonnen 
(k 1000 kg), wenn 8000 e£fective Pferdekräfte erforderlich sind, ihn 17 y^ Knoten 
(ä 1860 m) oder 32 Kilometer in der Stimde vorwärts zu bewegen. 

[Londoner Universität, 1886.] 

Beisp. 8. Ein Radfahrer auf einem Dreirad, der 90 kg mit Einschluss des 
Rades wiegt, fährt mit der gleichft^rmigen Geschwindigkeit von 13 Kilometern in 
der Stunde eine Strasse hinab, die eine Neigung von 1 : 100 hat, muss dabei 
den Widerstand der Luft und Strasse überwinden und gebraucht die Pedale 
nicht. Man beweise, dass er, um eine Steigung von 1 : 200 mit derselben Ge- 
schwindigkeit hinaufisukommen, an den Pedalen mit etwa 0,064 Pferdekräften 
arbeiten muss und dass der mittlere Druck auf jedes Pedal dann etwa 5,748 kg 
beträgt, wenn man annimmt, dass die Kurbeln 12,7 cm lang sind und 100 Um- 
drehungen in der Minute machen. [Londoner Universität, 1886.] 

Beisp. 4. Man beweise, dass der Betrag an Arbeit, der dazu erforderlich 
ist, den homogenen Inhalt einer sehr kleinen konischen Höhlung, deren Spitze im 
Erdmittelpunkt liegt, auf die Oberfläche der Erde zu heben, der Arbeit gleich ist, 
die dazu nöthig ist, die ganze Masse des Inhalts von der Oberfläche aus um eine 
Strecke in die Höhe zu heben, die einem Fünftel des Erdradius gleichkommt, 
vorausgesetzt, dass die Schwerkraft als constant angesehen wird. [Coli. Exam.] 

§ 343. Die Arbeit eines elastisehen Fadens. Beisp. Wenn die 
Länge eines elastischen Fadens oder Stabes^ der gleichmässig ausgedehnt 
ist, sich ändert; sq ist die durch die Spannung verrichtete Arbeit das 
Product aus der Compression der Länge und dem orithmeHschen Mittel 
der Anfangs- und Endspannung. 

Die Länge ändere sich von r auf r . ^ sei eine Länge, die zwischen beiden 
liegt, l die Länge des unausgedehnten Fadens und E die Elasticitätsconstante. 

Die Spannung ist T^^E ^ — und wirkt entgegengesetzt zu der Richtung, in 

welcher q gerechnet wird. Die Arbeit, welche verrichtet wird, während sich q 
auf if-{-dQ ausdehnt, ist daher — Tdg. Integrirt man von ^ = r bis 9 = r', so 

E 

findet man die erforderliche Arbeit == — 57 [*"' — Q* — (^ — ?)'] » woraus sich das 

gesuchte Biesultat ohne Weiteres ergribt. 

Wenn der Faden schlaff wird, so verschwindet die Spannung und keine 
Arbeit wird verrichtet, ehe nicht der Faden wieder straff wird. Wendet man nun 
unsere Begel an, so ist die Compression der Unterschied zwischen den beiden 
EneUängen, wenn der Faden in beiden straff ist, ohne Bücksicht darauf, ob er 
während der verschiedenen Aenderungen der Länge, die bei dem Vorgang vor- 
gekommen sein mögen, zeitweise schlaff gewesen ist oder nicht. Ist der Faden 
in einem der beiden Endzustände schlaff, so muss man bei der Berechnung der Com- 
pression annehmen, der Faden habe in ihm seine Länge in unausgedehntem Zustand. 

Handelt es sich um einen Stab, so wird die Spannung negativ, wenn der 
Stab zusammengedrückt wird und die Begel ist gültig, so lange der Stab grad 
bleibt und man annehmen kann, dass das Hook ersehe Gesetz gelte. (Die Ver- 
kürzung soll dem Druck proportional sein.) 

Auch wenn der Faden nicht grade, sondern gleichmässig über eine Fläche 
oder in einer dünnen Bohre gespannt ist, ermittelt man die Arbeit auf dieselbe 
Art. Um dies zu beweisen, theUe man den Faden in Elemente, von denen jedes 
als grade betrachtet werden kann. Ist nun der ganze Faden gleichförmig aus- 
gedehnt, so ist die verrichtete Arbeit das Mittel der Spannungen mit der Summe 
der Contractionen aller Elemente multiplicirt. Die letztere ist aber offenbar die 
Contraction des ganzen Fadens. 

20* 
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Wenn die Fläche festliegt, so kann sich der Faden nicht zusammenziehen, 
ohne dass sich wenigstens ein Ende bewegt; die Arbeit wird alsdann an diesem 
Ende verrichtet. 

Bewegt sich die Fl&che und liegen die Enden des Fadens im Baum fest, so 
wird die Arbeit mittelst der Reactionen auf die Fläche übertragen. Hat der 
Faden keine Effeddykräfte, so sind diese Reactionen an den Punkten Äy B, an 
welchen der Faden die Fläche yerlässt, mit den Spannungen im Gleichgewicht. 
Die Fläche möge nun eine kleine Yerrückung erfahren. Nach dem Princip der 
virtuellen Arbeit ist dann die von den Reactionen auf der Fläche verrichtete Arbeit 
der von den beiden gleichen Spannungen an den Punkten A und B verrichteten 
gleich. Diese Arbeit ist aber das Product aus der momentanen Spannung und der 
Contraction des Fadens, d. h. — Tdg. Erhält die Fläche eine endliche Yerrfickung, 
so ist die Arbeit das Litegral dieses Ausdrucks und die Regel bleibt dieselbe wie 
zuvor. 

Sowohl wenn der Faden Masse, als wenn er keine hat, kann man jedes ein- 
zelne seiner Elemente als einen sich bewegenden KOrper betrachten, fOr dessen 
Bewegung die Gleichung der lebendigen Kraft gilt. Die durch das Zusammen- 
ziehen aller Elemente verrichtete Arbeit ist so anzusehen, als ob sie über alle 
Körper vertheilt sei. Die durch die gleichen und entgegengesetzten Reactionen 
zwischen dem Faden und der Fläche verrichtete Arbeit ist dann Null. 

§ 344. Die bei der Vereinigmig Von Körpern yerrichtete Arbeit 
Beisp. 1. m, wl seien die Massen zweier Punkte^ die einander mit der 

Kraft --^ anziehen, unter r ihren Abstand verstanden. Man zeige, 

dauss die Arbeit der gegenseitigen Eraft, wenn sie sich (ms tmendlich 
grosser Enlfemimg bis zu dem Abstand r von einander bewegt haben, 

^^ ist. Dies ergibt sich aus § 338. Stossen sich die Massenpunkte 

ab, so betrachte man entweder m oder ni als negativ. (— nennt man 
das Potential von m.) 

Beisp. 2. Zwei endliche Massen My M mögen einander anziehen 

mid gegebene Lagen einnehmen. Man beweise, dass die Arbeit, welche 

die Anziehung der einen in ihrer gegebenen Lage festliegenden Masse 

verrichten muss, um die Massenpunkte der andern aus unendlich 

grossen Entfernungen in ihre gegebenen Lagen zu bringen, dieselbe ist, 

wie die, welche die Anziehung der zweiten verrichten muss, um die 

Massenpunkte der ersten aus der Unendlichkeit in ihre Lagen zu 

bringen. Man beweise femer, dass man diese Arbeit findet, wenn man 

beide Korper in ihren Endlagen nimmt und die Masse eines jeden Ete- 

mentes des einen mit dem Potential des andern für dieses Element muUi- 

plicirt und dann über das Volumen des ersten Körpers integrirt. 

Dieses Litegral nennt man auch die gegenseitige Arbeit oder das 

gegenseitige Potential der beiden Körper. 

Wir wollen annehmen, man habe zwei Systeme sich anziehender Massen- 
punkte, die wir durch m^ , m^ , etc., v\\ m^', etc. darstellen und die Massenpunkte 
des einen Systems zögen die des andern, aber nicht die des eigenen Systems an. 
Die Punkte m| , m, , etc. mögen gegebene Lagen einnehmen und ein Punkt m' des 
zweiten Systems werde aus unendlich grosser Entfernung in eine gegebene Lage, 
z. B. diejenige gebracht , die die Abstände r^ , r, , etc. von den Punkten nt^^^ m^y 
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etc. hat. Die verrichtete Arbeit ist wi' ( — + — + etc.) = w'F, worin V das Po- 
tential der anziehenden Massen fOr die gegebene Lage von m ist. 

Wir wollen nun nacheinander alle Massenpunkte in^\ m^\ etc. aus unend- 
lich grossen Abständen in ihre gegebenen Endpositionen durch die ausschliess- 
liche Anziehung der Massen m^ , m| , etc. bringen. Die ganze Arbeit ist Sm' F, 

welcher man auch die symmetrische Gestalt ^ geben kann, wenn r der Ab- 
stand zwischen den Massenpunkten m, m' ist und Z die Summirung für alle 
Gombinationen eines jeden Punktes des einen Systems mit jedem Punkt des an- 
dern angibt. Aus dieser symmetrischen Form folgt der erste Theil des Satzes. 

Wenn die Massenpunkte Elemente sind, so ist, wie man sieht, die Arbeit, eine 
Masse M' durch die Anziehung der in gegebener Lage befindlichen Masse ilf in einer 

gegebenen Position zu sammeln, ^^j Vdm\ worin V das Potential der Masse M f&i 
die Endlage von dm' ist und die Integration sich über die ganze Masse von JIT erstreckt. 
Beisp. 3. Wenn die materiellen Punkte^ die irgend einen Körper 
zusammensetzen; von einander getrennt waren^ so kann man dadurch, 
dass man sie sich nähern lässt, durch ihre gegenseitigen Attractionen 
Arbeit verrichten lassen. Die so erhaltene Arbeit ist am grossten, 
wenn die Punkte sich aus unendlich grossen Abständen vereinigen. 
Es sei nun dv ein Yolumenelement eines festen Körpers, welches nach 
dem Newton'sche Gesetz anzieht, q die Dichtigkeit des Elementes, V das 
Potential des festen Körpers für das Element dv] man beweise, dass die 
Arbeit, die geleistet werden muss, um die materiellen PtmJcte, welche die 
Masse ettsammenseteen, aus unendlich grossen Abständen zu samtnel/n, 

-^ f Vq dv ist. 

Das Problem, die Arbeit zu bestimmen, welche die Körper, die 
das Sonnensystem bilden, durch ihre Zusammenziehung in eine feste 
Masse leisten können, ist von verschiedenen Naturforschem untersucht 
worden. Sir W.Thomson hat berechnet, dass die potentielle Energie 
oder die Arbeit, welche das heutige Sonnensystem durch Vereinigung 
der Planeten mit der Sonne leisten kann, 53 X 10^ Meterkilogramm 
beträgt. Edin. Troas. 1854. 

Indem wir die Massenpunkte einen nach dem andern an ihren 

richtigen Platz bringen, finden wir die ganze Arbeit durch Multipli- 

cation der Masse eines jeden mit dem Potential der bereits vereinigten 

Masse für ihn und Addition der Producte. Wir werden beweisen, dass 

man dasselbe Resultat erhält, wenn man die Masse eines jeden mit dem 

Potential der ganzen schliesslich vereinigten Masse für ihn multyaUcirt 

und nur die Hälfte der Summe nimmt 

nii, m^f etc. seien die Massen der Punkte; (1, 2); (2, 3); etc. seien bei der 
schliesslichen Anordnung die Abstände zwischen den Massen m^ , m^ bez. m^, m^; 
etc. Nehmen wir an, die Punkte m^ , m,, . . . , fn^_i seien an ihre richtige Stelle 

bereits gebracht worden und bringen wir m^ aus der Unendlichkeit her durch die 
Anziehung von m^, m,, . . . , fn^^i an seinen Platz. Die Arbeit ist 

L(l,n)'^(2,n)"*'""^(n-l,n)J* 



«»»I 
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Dabei wird m^ einmal mit jeder der Massen m^y m^, .. . , m^_] zusammen- 
genommen. Bringt man nun nacheinander m^_i.i, ^n+s« ^^* ^^^ ^^^ Unend- 
lichkeit heran, so erhält man für jedes eine ähnliche Reihe und mithin wird m^ 
einmal mit jeder dieser Massen bei ihrem Einbringen zusammengenommen. Daher 
wird m^ mit jeder Masse mit Ausnahme yon sich selbst einmal zusammengenommen. 
Sind III, tfi' die Massen zweier beliebiger Punkte, r ihr Abstand bei der schliesa- 

liehen Anordnung, so l&sst sich die Arbeit in der Form F= ^ schreiben. 

In der gegebenen schliesslichen Anordnung ist das Potential fOr den Massen- 
punkt 114 aller Massenpunkte mit Ausnahme des Punktes selbst 

TT" ^^ _J_ *"• _J_ f 

^' - (172) + 073) + ^*'- 

F, , F, mOgen ähnliche Bedeutung haben. Wir wollen nun untersuchen, wie oft 
die Masse m^ in dem Ausdruck F^wii + F«»«» + etc. vorkommt. In FiH^ tritt 
sie einmal auf mit m^ combinirt, einmal in F^m, mit «1, combinirt u. s. f. 
Schliesslich kommt sie in F.m. wieder mit jeder andern Masse combinirt vor. 
Im Gkmzen ist daher m^ ztoeifMÜ mit jeder andern Masse combinirt. Daraus folgt, 
dass die Arbeit, den Körper in die gegebene Anordnung zu yereinigen, 

ist. 

Bei der Ermittlung des Potentials eines festen Körpers für einen Punkt P 

kann man die Materie innerhalb eines den Punkt P einschliessenden unbegrenzt 
kleinen Elementes yemachlässigen , wenn seine Dichtigkeit endlich ist. Denn da 
das Potential „die Masse durch den Abstand dividirt^' ist und die Masse wie die 
dritte Potenz der linearen Dimensionen yariirt, so folgt daraus, dass das Potential 
ähnlicher Figuren für ähnlich gelegene Punkte wie das Quadrat der linearen Di- 
mensionen yariirt und yerschwinden muss, wenn die Masse elementar und der 

Abstand unbegrenzt klein wird. Wendet man daher die Form ü«^y^^^ ^^ 
einen festen Körper an, so kann man gdv fOi m schreiben und yon Fannehmen, 
dass es das Potential der ganzen Masse für das Element dv sei. 

Beisp. 4. Die Massenpunkte, weiche eine homogene Kugel yon der Masse M 
und dem Radius r zusammensetzen, waren ursprünglich unendlich weit yon ein- 
ander entfernt. Man beweise, dass die durch ihre gegenseitigen Anziehungen yer- 

8 M^ 

richtete Arbeit -=- — ist. 

6 r 

Beisp. 5. Die Massenpunkte eines homogenen Ellipsoids, dessen Masse M 
ist und dessen Halbazen a^ b, c sind, werden aus unendlich grossen Abständen 
gesammelt; man beweise, diass die Arbeit 



00 
8 /* dX 



ist « 

Beisp. 6. Die Arbeit, die Massenpunkte zweier Massen, von denen 

die eine Yollstandig ausserhalb der andern liegt, von unendlich weiten 

Abstanden her zu sammeln, ist die Summe der Arbeiten, jede für sich 

zu sammeln, plus ihrem gegenseitigen Potential. 

Liegt die eine Masse vollständig innerhalb der andern, so ist die 

Arbeit, ihre Differenz zu sammeln, die Summe der Arbeiten, jede für 

sich zu sammeln, minus ihrem gegenseitigen Potential 
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Der erste Satz ist leicht einzusehen, itf , M' seien die bereits Tersanunelten 
Massen, und man bringe einen neuen Massenpunkt aus der unendlich grossen 
Entfernung zur Masse M heran. Die an diesem Massenpunkt yerrichtete Arbeit 
ist offenbar die Summe 1) der Arbeit der Anziehung von M und 2) der An- 
ziehung Ton M\ Die erste ist ein Zusatz zu der Arbeit M zu sammeln und 
die zweite ein Zusatz zu dem gegenseitigen Potential von M und M\ 

Aus dem ersten Satz folgt durch Umstellung, dass die Arbeit M zu sammeln 
der Arbeit (M -|- M') zu sammeln gleichkommt minus der Arbeit M' zu sammeln 
minus dem gegenseitigen Potential von M und M\ Nun ist das gegenseitige 
Potential von M und M' dem gegenseitigen Potential von (Jf -J- -3f ') und M' 
gleich, wenn man zweimal die Arbeit, M' zu sammeln, abzieht. Daraus ergibt 
sich der zweite Satz. 

Beisp. 7. Eine Quantität homogener Materie wird durch zwei Eugelober- 
flftchen begrenzt, welche sich nicht schneiden und von denen die eine vollständig 
innerhalb der andern Uegt. Die Radien der Kugeln seien a und 6, der Abstand 
ihrer Mittelpunkte c. Man beweise, dass die Arbeit, diese Materie aus unendlich 
weiter Feme zu sammeln. 






§ 345. Arbeit des Drnckes gasfSrniiger ESrper. Beisp. 1. Eine 
UmhüUung von beliebiger G^talt, deren Volumen i; ist, enthält Gas 
unter dem gleichförmigen Druck p. Der Druck des Gases pro Flachen- 
einheit sei eine Function des von ihm eingenommenen Volumens; man 

h 

beweise^ dass die durch die Druckkräfte verrichtete Arbeit ipdv ist, wenn 

a 

das Volumen von v = a bis t; «» & wächst. 

Man theile die Oberfläche in Flächenelemente, von denen jedes ^^ da ist, 
pda stellt dann den Druck auf de dar. Hat sich das Volumen auf v -\' dv ver- 
grOssert, so möge ein Element da die Lage da' einnehmen und dn sei die L&nge 
des von dem Mittelpunkt von di^ auf die Ebene Yon da geftllten Lothes. 

pdadn ist alsdann die durch den Druck auf da verrichtete Arbeit und p jdadn 

die auf der ganzen Fläche verrichtete Arbeit, dadn ist aber das Volumen des 
schiefen Cy linders, dessen Basis da und gegenüberliegende Fläche di^ ist, so dass 

also f dadn den ganzen Zuwachs des Volumens bedeutet. Die ganze Arbeit bei 

einer Zunahme des Volumens um dv ist daher pdv. 

Beisp. 2. Eine Umhüllung in der Gestalt einer Kugel vom Eadius a ent- 
hält Ghis von dem Druck P. Man nehme an, der Druck des Gases pro Flächen- 
einheit sei dem von ihm eingenommenen Volumen umgekehrt proportional und 
beweise, dass die Arbeit, welche erforderlich ist, um die Umhüllung in eine Kugel 

vom Radius b zusammenzudrücken, r ist. 



Beisp. 8. Eine Hülle von beliebiger Gestalt enthält Gas; die Gestalt ändert 
sich, aber das Volumen bleibt dasselbe. Man zeige, dass die auf der ganzen 
Oberfläche verrichtetete Arbeit Null ist. 

Beisp. 4. Ein hohler Cylinder enthält gleiche Massen zweier yerschiedener 
elastischer Flüssigkeiten unter demselben Druck P, die durch einen Kolben ohne 
Gewicht von einander getrennt sind. Man zeige, dass die Arbeit, welche dadurch 
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yerrichtet wird, daas man den Kolben bewegt, bis die Dichtigkeiten der beiden 
Flüssigkeiten Tertauscht sind, PA{a — b) log •=- ist, worin Ä den Flächeninhalt des 

Kolbens, a, h die L&ngen der von den beiden Flüssigkeiten eingenommenen Theile 
des Cylinders sind. [Pembroke College, 1868.] 

Beisp. 6. Eine Luftmasse Ton der gleichförmigen Dichtigkeit ^(l-f-^) ist 
in eine Umhüllung eingeschlossen und von Lnft umgeben, welche die Dichtigkeit 
der Atmosphäre q hat. Wenn sich die Masse ausdehnt, bis ihre Dichtigkeit der- 
jenigen der Atmosphäre gleichkommt, zu beweisen, dass die verrichtete Arbeit 

h (log(l4-^) — ' , ) ist, unter h das Product aus dem Druck und demj^olumen ver- 
standen . Wenn s klein ist, so wird die Arbeit nahezu -jka*. In der Lehre vom 
Schall wird davon Anwendung gemacht. 

§ 346. Die Arbeit der MomentankrSfte. Beisp. 1. Eine Momentan- 
kraft wirkt auf einen Körper in einer im Baum festUegenden Richtung. 
F sei die ganze durch die Kraft erzeugte Bewegungsgrosse ^ u^^ u^ die 
Componenten der Geschwindigkeit des Angriffspunktes in der Richtung 
der Kraft grade vor und grade nach dem Stoss; man zeige^ dass die 

du/rch die MomentanJoraft verrichtete Arbeit ^^ ^ ^ jP ist. Den Satz 

findet man in Thomson und Tait's Natural Phihsqphy. (Art. 309.) 

Wenn eine Kraft auf die gewöhnliche Art durch die in der Zeiteinheit er- 
zeugte Beschleunigung multiplicirt mit der Masse gemessen wird, so wird die 
Arbeit durch das Product aus dieser Kraft und der Componente der Verschiebung 
gemessen. Momentankräfbe jedoch werden nicht so gemessen, man kann diese 
Regel daher nicht direct anwenden, um die Arbeit einer Momentankraft zu finden. 

Man betrachte die Stosskraft als die Grenze einer endlichen Kraft, die 
während sehr kurzer Zeit T in der festliegenden Richtung wirkt. Die Richtung 
der x-Aze sei der festen Richtung parallel und X sei die ganze während der Zeit t, 
yom Beginn des Stosses an, mitgetheilte BewegungsgrOsse. Hier ist t irgend eine 
Zeit, die kleiner als T ist und X yariirt von bis F, wenn t von bis T varürt. 

Da femer X die ganze Bewegungsgrösse bis zur Zeit t dargestellt, so ist -^t 

dt, 

die auf den Körper wirkende bewegende Kraft zur Zeit t. u sei die Componente 
der Geschmndigkeit des Angriffepwnktes zur Zeit t, m^ und u^ die Werthe von u, 
wenn t =* und t =: jT ist. Da udt die in der Zeit dt von dem Angriffepunkt 
der Kraft X beschriebene Strecke ist, so beträgt die in der Zeit T yerrichtete 

^w./:.x ^^^^.^^^^^«.^.^ 



Ton X, tt ist. 

Ist der Körper ein materieller Punkt von der Masse m, so wissen wir, dass, 
wenn die Wirkung sehr kurze Zeit dauert, m(u — Uq) =» X ist; substituirt man 

1 F^ 

daher für u und integrirt, so findet man u^F -{- -r^ Wenn X = JP wird, 

so ist nach der Definition u = u^ , daher m(f«i — u^ » F. Durch Elimination 
von m ergibt sich alsdann die Arbeit »» -^ -^(^o ~h ^)- 

Bewegt sich der Körper in der Ebene und ist ü die Componente der Gre- 
schwindigkeit des Schwerpunktes parallel der Richtung der Momentankraft zur 
Zeit t und cd die Winkelgeschwindigkeit, dann ist nach §§ 168 und 187 

m{ü — ö<j) = X, mk^{m — a»^) «= Xjp , i« « ü -|- »p. 
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Daher ist i« >= u^ -f- üX, worin L eine von X unabhängige Grösse bedeutet, 
die daher während der Integration constant bleibt. Substituirt man für u, so 

nimmt das Integral die Form F\u^-\-^LF\ an. Wie früher ist v^=szu^~\-LF'^ 

durch Elimination von L erhält man dann wieder das obige Resultat. 

Bewegt sich der EOrper in einem Raum von drei Dimensionen, so ist die 
(Geschwindigkeit i«, wie man aus § 818 weiss, eine lineare Function yon X, so 
dass man u ^^u^ -|- -^-^ setzen kann, unter L eine von der Beschaffenheit des 
EOrpers abhängige Constante verstanden. Substituirt man den Werth von u, so 

F 

eriiält man die Arbeit ^i(u^'\'LX)dX^u^F-\-L — ' Esistaber u^^^u^-\'LF\ 



durch Elimination von L ergibt sich die Arbeit wieder ^ — (m^ -|- ^) •^* 

Beisp. 2. Einem Schlag F^ folgt unmittelbar ein zweiter F^ auf denselben 
Punkt in derselben Geraden und n^ , ti^ , u, sind die Gomponenten der Geschwindig- 
keit des Angriffspunktes vor und nach den Schlägen; man stelle fest, dass die 

Arbeit y (u^ -|- 1<^) {F^ -J- -^t) ^^^ ganzen Schlages den Summen der Arbeiten der 
einzelnen Schläge y (u^j + u^) F^ und y («i + ^) -^i gleichkommt. 

Dies eigibt sich sofort, da u^ == u^ ^ X^^ und t«, » u, -f~ -^-^i ist. Die 
Lösung von Beisp. 8 kann man auf dieselbe Art aus Beisp. 1 ableiten. 

Beisp. 8. Man finde die durch die Momentankraft verrichtete Arbeit, wenn 
ihre Richtung während ihrer unbegrenzt kurzen Dauer nicht nothwendig die- 
selbe bleibt. 

2, F, Z seien die Gomponenten der ganzen dem Körper in der Zeit t vom 
Beginn des Stosses an mitgeÜieilten Bewegungsgrösse; u^ v^ %o die Gomponenten 
der Geschwindigkeit des Angriffispunktes zur Zeit t. Auf dieselbe Art, wie zuvor, 

T 

erhält man die Arbeit « 1 (-^ u -f -j- « + -jr w\ dt. Nach § 814 ist aber, 



falls T unbegrenzt klein ist, u^u^-\- ^, t? = % + g-y, w^w^ ^" äZ ' 

worin E eine bekannte quadratische Function von X, Y*, Z ist, welche von der 
BeschaffiBnheit des Körpers abhängt. Durch Substitution erhält man 

die Arbeit ^ u,X, + v,T, + u>,Z, +J(^dX + ^dY + ^dz) 
^u,X,+v,Y, + i€,Z,+E,, 

worin X, , T^, Zy, E^ die Werthe von X, T, Z, -E für « = T sind. 

Man kann die Form des Körpers eliminiren und die Arbeit durch die Gompo- 
nenten der Geschwindigkeit des Angriffispunktes grade nach der Beendigung des 
Stosses ausdrücken. Da E^ eine homogene quadratische Function von X^ , Yi^ Z^ 
ist, so hat man 

2JB, - U z, + 1^ y, + U z, - (u.-«,) 2, + {v,-%) r, + («. -u>,)z, 

und durch Substitution 

die Arbeit - ^^^^Z, + ^4^ Y, + "^^^Z,. 

m o m 

§ 847. Die Arbeit einer naeh allen Riehtangen gleieliM&ssig ansgedehnten 
Membrane. Man nehme ein Rechteck, dessen Seiten a und h sind und welches 
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man als Element betrachten kann. T sei die Spannung rechtwinklig su einer be- 
liebigen Linie^ toie gemhnlick cmf die Längeneinheit bezogen. Die Spannung recht- 
winklig zur Seite a ist Ta^ und wenn die Seite b auf b' angewachsen ist, die 
durch sie verrichtetete Arbeit TaQ)' — &). Nimmt man an, die Spännung recht- 
winklig zur Seite b* sei ebenfalls T, was fOr den Fall richtig ist, in welchem 
das Rechteck ein Element ist, so beträgt die Spannung rechtwinklig zur ganzen 
Länge TV und die Arbeit, wenn die Seite a auf a anwächst, Tb'{a' — a). 

Die ganze Arbeit ist daher T{a'b' — a&), d. h. die Arbeit ist das Ptoduct aus 
der Spannung idnd der Aßnderung der Fläche. 

Für eine kugelförmige Membrane ist der Flächeninhalt 4ffr'. Der Zuwachs 
an Fläche beträgt daher Snrdr. Die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, 

b 

wenn sich der Radius von r »^ a auf r =^ b yergrössert, ist mithin SnJTrdr. 

a 

Ist die Membrane derart, dass man das Hook ersehe Gesetz auf die Spannung 

r ~~' a 

T anwenden kann, so hat man T ==^ E , worin a der ursprüngliche Radius 

a 

der Membrane und E der Elasticitötscoefßcient ist. Substituirt man diesen Werth 

von T, so findet man die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, wenn sich 

der Radius von a auf b vergrössert, gleich — — {b — a)" (26 + a). 

Nimmt man an, T bleibe bei einer Seifenblase constant, so beträgt die 
Arbeit, bei einer Vergrösserung des Radius von a auf 5, 4«T(&' — a*). 

Wird die kugelförmige Membrane langsam ausgedehnt, indem man sie mit 
Gas, das den Druck p hat, fallt, so ist nach einem Satz der Hydrostatik pr'^2T, 

Die erforderliche Arbeit ist alsdann, wie schon gezeigt wurde, fpdv und da 
V = -r- nr^ ist, so kommt man wieder zu demselben Resultat, wie oben. 

§ 348. Die Arbeit eines Paares. Beisp. Ein gegebenes Paar wird 
in seiner Ebene von einer Lage in eine andere bewegt. Man zeige^ 
dass die Arbeit das Produd aus seinem Moment und dem Winkd, um 
den es gedreht tmirde, ist. 

Jede Verlegung eines Paares ist einer Rotation um das eine Ende seines 
Armes und einer Translation des ganzen Paares parallel zu sich selbst äquivalent. 
Die von den beiden Kräften während der Translation verrichtete Arbeit ist offenbar 
NuU; wir brauchen daher nur die während der Rotation verrichtete Arbeit zu 
betrachten. 

F sei die Kraft, a die Länge des Armes und das Paar werde um das eine 
Ende A seines Armes gedreht und beschreibe dabei den Winkel dd. Die fiirafb 
bei A verrichtet keine Arbeit und die von der andern verrichtete Arbeit ist 
F-add. Durch Integration findet man die durch das Paar verrichtete Arbeit, 
wenn es sich um einen endlichen Winkel dreht. 

§ 349. Die Arbeit beim Biegen eines Stabes. Beisp. 1. Ein 
ursprünglich grader Stab wird in einer Ebene gebogen. Ist L das 
Biegungsmoment für irgend einen Punkt, q der Krümmungsradius, so 

ist, wie die Erfahrung und die Theorie lehren, L = — , worin E eine 

von der Natur des Materials und der Form des Querschnittes des 
Stabes abhängige Gonstante bedeutet. Unter dieser Voraussetzung 



Das Prinoip der lebendigen Kraft (§ 347—360). 315 

beweise man: (1) Wenn der Stab in eine gegä)ene Form gebogen wird, 
so dass Q als Function von s bekannt ist, während die Ej^fte bekannt 

sein können oder nicht, so ist die Arbeit j f -j ds. (2) Wenn der 

Stab durch bekannte Kräfte gebogen wird, so dass L als Function von s 
bekannt ist, während die Form des Stabes bekannt sein kann oder 

unbekannt, so ist die Arbeit j 1 ~^-ds. Das Integral ist von dem einen 

Ende des Stabes bis zum andern zu erstrecken. 

PQ sei ein Element des Stabes und ds seine Länge. Ist tp der unbegrenzt 
kleine Winkel, den die Tangenten an die Enden des Elementes PQ mit einander 

machen, so ist das Biegongsmoment ^ j-- Bei der VergrÖsserung des fp von 
bis — betrilgt die verrichtete Arbeit -=- i ypdip= -^-^ • Die an dem ganzen 

Stab yerrichtete Arbeit ist daher 



\J^^»- 



Beisp. 2. Ein gleichförmiger schwerer Stab von der Länge { und dem €re- 
wicht 10 ist an seinen beiden Enden so unterstützt, dass er horizontal liegt. 

Man zeige, dass die durch die Schwere beim Biegen verrichtete Arbeit ist. 

Beisp. 3. Ein gleichförmiger leichter Stab ist an seinen Enden A und B 
unterstützt und trägt an irgend einem Punkt C ein Gewicht lo. Es sei AG^^ a, 
BC ^=*h und l ==z a -\-h\ die Arbeit, welche die Schwere durch das Biegen des 

Stabes verrichtet, ist ^- ♦ 



Erhaltniig der lebendigen Kraft nnd Energie. 

§ 350. Definition. Die lebendige Kraft des Massenpunktes ist 
das halbe Product aus seiner Masse und dem Quadrat seiner Ge- 
schwindigkeit ^). 

Das Prineip der lebendigen Kraft. Wenn ein System sich unter 
der Einwirkung endlicher Kräfte bewegt und wenn die geometrischen Be- 
Ziehungen der Theile des Systems durch Gleichungen ausgedrückt sind, 
weiche die Zeit nickt eocplidte enthalten, so ist die Aenderung der lebendigen 
Kraft des Systems bei dem Ud>€rgang von der einen Lage in die andere 
der entsprechenden Arbeit der Kräfte gleich. 

Bei der Bestimmung der Eräftefanction kann man alle Kräfte 
weglassen y die in der Gleichung der virtuellen Arbeit nicht auftreten. 



1) Der Verfasser nennt, wie auch Despeyrous und Appell, sowie bei 
uns Schell, das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit die 
lebendige Kraft. Im Allgemeinen ist es bei uns jedoch gebiiluchlich, nach dem 
Vorgang von Coriolis, Helmhol tz und Anderen, dem halben Product diesen 
Namen zu geben. 
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Xj fff z seien die Goordinaten eines Massenpunktes m und Xy Y^ Z 
die Componenten der gegebenen beschleunigenden S[riLfte^ welche an 
dem Punkt angreifen^ in der Sichtung der Axen. 

Die an dem Punkt m zur Zeit t angreifenden Effectivkrafte sind 

d*x d^y d*g 

^W ^5«^> ^W 

Werden die EfFectivkriLfte an allen Massenpunkten umgekehrt^ so 
halten sie der ganzen Gruppe der gegebenen Eräfbe nach § 67 das 
Gleichgewicht Daher ist nach dem Princip der virtuellen Arbeit 

worin 8Xj dtfy de kleine willkürliche Verschiebungen des Massen- 
punktes m sind, die mit den geometrischen Beziehungen zur Zeit t 
sich vereinigen lassen. 

Wenn nun die geometrischen Beziehungen durch Gleichungen aus- 
gedrückt sind, welche die Zeit nicht explicite erhalten, so gelten sie, 
wenn sie zur Zeit t gelten, auch während der Zeit dt, und wir können 
daher annehmen, die unUhürlüken Verschiebungen dx, dy, 8z seien 

den thaisächlichen -^ dt, -^ dt bez. ^ dt des Massenpunktes in der 

Zeit dt gleich. 

Macht man diese Substitution, so wird die Gleichung 

T^ (^^^ ^^ -L ^*y ^y j- ^*^ ^^\ — y-^ (y ^^ j_ v^y _l z^*\ 
^^\di^'di + 'di^di + di^di)-'^^\^di+ ^li + ^W' 

Integrirt man, so folgt 

^-[(S)' + ®y + fr:)1 = C + ^^n.f(Xdx + Tdy + Zäz), 

worin die Gonstante C durch die Anfangsbedingungen der Bewegung 
zu bestimmen ist. 

Vy V seien die Geschwindigkeiten des Massenpunktes i» zu den 
Zeiten t und f] 27i, U^ die Werthe der Kräftefunction des Systems 
in seinen beiden Lagen zur Zeit t und t\ Alsdann ist 

§ 351. Die folgende Erläuterung, welche Poisson entnommen 
ist, soll klarer darthun, warum die geometrischen Beziehungen die Zeit 
nicht explicite enthalten dürfen. Es sei z. B. 

9(^7»; «,0 — (1) 

eine geometrische Beziehung, welche die Goordinaten des Massenpunktes 
m verbindet. Man kann sie als die Gleichung einer sich bewegenden 
Flache betrachten, auf welcher der Massenpunkt bleiben muss. Die 



Das Princip der lebendigen Kraft (§ 360—858). 317 

Grossen 8Xy dy^ Sz sind die Projectionen einer willkürlichen mit den 
geometrischen Beziehungen, die zur Zeit t gelten^ vereinbaren Ver- 
schiebung des Massenpunktes m auf die Axen. Sie müssen daher der 
Gleichung genügen 

I? Ja; + 1^ *y + 1^ «« -= 0. 

cx ^ cy ^ * dz 

Die Grössen -^ St, -^ St^ ^ St sind die Projectionen der Ver- 
schiebung des Massenpunktes in Folge seiner Bewegung in der Zeit 8 t 
auf die Axen. Sie müssen daher die Gleichung erfüllen 

1? ^ j^ + I? ^ tff + I? ^ jf + 1? j< _ 0. 

cx dt * dy dt ' dz dt ' dt 

o 

Wenn folglich ^ nicht während der ganzen Bewegung Null ist, 

so kann man nicht annehmen, Sxy dy, dz seien -^ dt^ -^ dt bez. j. dt 

gleich. Die Gleichung ^ s» drückt die Bedingung aus, dass die 
geometrische Gleichung (1) die Zeit nicht explicite enthält. 

§ 352. Der grosse Vortheil dieses Princips liegt darin, dass es 
sofort eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten der betrachteten 
Körper und den Variablen oder Coordinaten gibt, welche ihre Lage 
im Raum bestimmen, so dass z. B., wenn das Problem so beschajOTen ist^ 
dass die Lage aller Körper von einer einzigen Variablen abhängig 
gemacht werden kann, die Gleichung der lebendigen Kraft zur Be- 
stimmung der Bewegung ausreicht. Im Allgemeinen gibt das Princip 
ein erstes Integral der Bewegungsdifferentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Wenn zugleich einige der andern in § 282 formulirten Sätze auf die 
betrachteten Körper angewandt werden können, so dass die ganze An- 
zahl der so erhaltenen Gleichungen der Zahl der unabhängigen Coordi- 
naten des Systems gleichkommt, so ist die Aufstellung der Bewegungs- 
differentialgleichungen zweiter Ordnung überhaupt nicht nöthig. Siehe 
§ 143. 

Das Princip der lebendigen Kraft wurde zuerst von Huyghens bei seiner 
Bestimmung des Schwingungscentrums eines Körpers benutzt, aber in anderer 
Form als es jetzt gebräuchlich ist. Siehe die Anmerku/ng zu S. 76. Der Satz 
wurde von Johann Bernoulli ausgedehnt und yon seinem Sohn, Daniel Ber- 
noulli, auf die Lösung vieler Probleme, wie der Bewegung von Flüssigkeiten in 
(Jefössen und der Bewegung von starren Körpern unter gewissen gegebenen Be- 
dingungen benutzt. Siehe Montucla, Histaire des MaihifruUigues, Tome III. 

§ 868. AnfangsbewegiiBg. Man nehme an, das System bewege sich vom 
Zustand der Ruhe aus unter der Einwirkung der KiAfte X, Y, Z etc. Nach der 
Zeit dt ist die lebendige Kraft durch 

j £mv'* — £tn(Xdx + Tdy + Zdz) 
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gegeben. Die linke Seite der Gleichung ist nothwendiger Weise positiv. Daraus 
geht hervor, dass die Anfangsbewegong eines Systems, welches vom Zustand der 
Ruhe ausgeht, derart sein muss, dass die virtuelle Arbeit der Kräfte för diese 
Bewegung positiv ist. 

Es sind, geometrisch betrachtet, mehrere verschiedene Bahnen mOglich, auf 
welchen das System von seinem Anfangszustand der Buhe aus seine Bewegung be- 
ginnen kann. Es möge geaswungen werden irgend einen dieser Wege einzuschlagen 
dadurch, dass man eine hinreichende Anzahl seiner Punkte nöthigt, gewisse glatte 
Gurven zu beschreiben oder dadurch, dass man irgend welche Ejräfte einführt, die 
keine virtuelle Arbeit fflr diese specielle Art der Verrückung verrichten. Dem 
System ist jetzt nur ein Weg offen gelassen. Es gibt zwei Richtungen, welche 
es auf diesem Weg einschlagen kann. Die Frage ist: in welcher Richtung wird 
es sich zu bewegen beginnen? Da die virtueUe Arbeit der Kr&ft« im Allgemeinen 
für die eine dieser Richtungen positiv und for die andere negativ ist, so muss 
es in der ersteren seine Bewegung beginnen. 

§ 354. Beispiele za dem Princip. Wenn ein System unter der 
Wirkung keiner äusseren Erafbe steht; so ist X = 0, F = 0, Z = 
und daher die lebendige Kraft des Systems constant. 

Sind dagegen die gegenseitigen Beactionen zwischen den Massen- 
punkten des Systems derart^ dass sie in der Gleichung der virtuellen 
Arbeit auftreten ^ dann ist die lebendige Kraft des Systems nicht con- 
stant. So würde die lebendige Kraft des Sonnensystems^ auch wenn 
keine äusseren Kräfte an ihm angriffen ^ nicht constant sein. Denn 
die gegenseitigen Anziehungen zwischen den verschiedenen Planeten 
sind Beactionen zwischen Massenpunkten^ deren Abstände nicht die- 
selben bleiben ; mithin ist die Summe der virtuellen Arbeiten nicht 
Null. Femer; wenn man die Erde als einen um eine Axe rotirenden 
Korper ansieht, der sich im Laufe der Zeit des Wärmeverlustes wegen 
langsam zusammenzieht, so bleibt aus demselben Grund, wie vorher, 
die lebendige Kraft nicht constant. Der Zuwachs an Winkelgeschwindig- 
keit, der durch diese Gontraction bewirkt wird, lässt sich nach dem 
Princip der Flächen leicht ermitteln. Siehe § 299. 

§ 355. Beispiel. Die Schwere greife allein an dem System an. Die 
jßf-Axe sei vertical. Man hat dann X==0, F=0, Z= — g. Die 
Gleichung der lebendigen Kraft wird daher 

\{Emv'^ — Smv^) = — Mg{z — z). 

Die lebendige Ej:aft hängt daher nur von der Höhe des Schwer- 
Punktes ab. Zieht man eine horizontale Ebene, so ist die lebendige 
Kraft dieselbe, so ofb der Schwerpunkt des Systems durch diese Ebene 
geht. Siehe § 142. 

§ 356. Beisp. Ein in Bewegung befindliches System geht durch 
eine Gleichgewichtslage, d. h. eine Lage, in welcher es, wenn es sich 
in Buhe befände, unter der Einwirkung der Kräfte im Gleichgewicht 
bleiben würde; man beweise, dass die lebendige Kraft des Systems ein 
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Maximum oder ein Maximum ist. De Courtivron's Theorem. M4m. 
de VAcad., 1748 und 1749. 

§ 357. Wie bekannt^ enthält die Gleichimg der virtuellen Arbeit 
in der Statik in einer Formel alle Bedingungen des Gleichgewichtes. 
Auf dieselbe Art kann man aus der allgemeinen Gleichung 

^m (^ *« + ^ *y + ^ 8i) = Zm{XSx + TSy + Zdjs) 

alle Bewegungsgleichungen durch geeignete Wahl der willkürlichen 
Verschiebungen dXy Sy, dz ableiten. In § 350 trafen wir eine be- 
stimmte Wahl für die Verschiebungen und erhielten so eine Gleichung^ 
die sich integriren liess. 

Geben wir dem ganzen System eine Verschiebung parallel zur 
j^-Axe, so ist dx = 0, dy = und 80 willkürlich. Die Gleichung 

wird dann £m -^ s= JSmZy welche eine der drei ersten allgemeinen 

Bewegungsgleichungen in § 71 ist. 

Geben wir dem ganzen System eine Drehung um die e-Axe Ton 
von der Amplitude dö, so ist da? = — ydd^ dy = rrdö, 80 *= 0. Die 

Gleichung wird dann Zm Ix -^ — y -j^j = 2Jm(x T — yX), welche 

eine der letzten drei allgemeinen Bewegungsgleichungen in § 71 ist. 

§ 358. Potentielle und kinetische Energie. Ein Gewicht mg 
möge in eine Hohe h über die Oberfläche der Erde gebracht werden. 
Fallt es die Hohe e hinab ^ so verrichtet die Schwerkraft eine Arbeit, 
die durch mgz gemessen wird. Das Gewicht erlangt die Geschwindig- 
keit Vj seine lebendige Kraft ist jfnv\ welche, wie bekannt, gleich 

mgsf ist. Fällt das Gewicht auch noch den Rest der Hohe h hinab, 
so verrichtet die Schwere noch mehr Arbeit, deren Maass mg(h — g) 
ist. Hat nun das Gewicht den Boden erreicht, so ist es so weit ge- 
fallen, als es die umstände erlauben und die Schwere kann erst dann 
wieder Arbeit verrichten, wenn es wieder in die Hohe gehoben wird. 
Daraus ergibt sich, dass die lebendige Kraft des Gewichtes, wenn es 
eine Strecke js durchfallen hat, zusammen mit der Arbeit, die während 
des Restes des Falles verrichtet werden kann, von z unabhängig und 
der Arbeit der Schwere während der ganzen Fallhohe h gleich ist. 

Dies gilt auch dann noch, wenn man die Bewegung complicirt und 
das Gewicht während seines Abstieges irgend eine Maschine treiben 
lässt. Nach dem in § 350 bewiesenen Princip der lebendigen Kraft 
ist die lebendige Elraft des Massenpunktes, wenn er eine Strecke 
durch&llen hat, der von der Schwere während dieses Falles verrichteten 
Arbeit fngz, vermindert um die an der Maschine geleistete, gleich. 
Daher ist, wie zuvor, die lebendige Kraft zusammen mit dem Unter- 
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schied zwischen der von der Schwere und der an der Maschine während 
des Bestes des Fallens yerrichteten Arbeit constant und dem TJeber- 
schuss der von der Schwere verrichteten Arbeit über die an der 
Maschine geleistete während des ganzen Abstieges gleich. 

Wir wollen dieses Princip jetzt auf den allgemeinen Fall aus- 
dehnen, in dem ein System von Körpern vorliegt, an welchen ein be- 
liebiges conservatives Eräftesystem angreift. 

§ 359. Man wähle irgend eine Lage des sich bewegenden Systems 
von Körpern als Bezugslage aus. Es kann dies die thatsächliche End- 
lage, in welche das System bei seiner Bewegung kommt, oder eine 
beliebige andere geeignete Lage sein, in welche das System gebracht 
werden kann. Man nehme an, das System gehe von einer Lage, die 
wir A nennen können, aus und es nehme zur Zeit t die Lage P ein. 
AladfiTiTi ist zur Zeit t die erzeugte lebendige Kraft der von A bis P 
verrichteten Arbeit gleich. Daher ist die lebendige Kraft bei P zu- 
sammen mit der Arbeit, die von P bis zur Bezugslage verrichtet werden 
kann, für alle Lagen von P constant. 

Um dies auszudrücken, gebraucht man das Wort Energie. Die 
lebendige Kraft heisst in diesem Fall die Mnetische (Bewegungs-) Energie 
des Systems. Die Arbeit, welche die Krofte bei der Bewegung des 
Systems von seiner augenblicklichen in seine Bezugslage noch verrichten 
können, heisst die potentielle (Kräfte-) Energie des Systems. Das Princip 
der Erhaltung der Energie kann man so aussprechen: 

Wenn sich ein System unter der Einwirktmg conservaüver Kräfte 
bewegt, so ist die Summe der kinetischen und potentiellen Energien während 
der Bewegung constant. 

§ 360. Den Unterschied zwischen verrichteter Arbeit und potentieller 
Energie kann man analytisch folgendermassen feststellen. (Die Kräfte- 
function ist in § 337 als das unbestimmte Litegral der virtuellen Arbeit 
der Kräfte definirt worden.) Bei der Bewegung des Systems ist die 
verrichtete Arbeit das bestimmte Litegral, dessen untere Ghrenze durch 
eine Normalbezugslage, die wir G nennen wollen, und dessen obere 
durch die augenblickliche Lage des Systems bestimmt wird. Die poten- 
tielle Energie ist das bestimmte Integral, dessen obere Grenze durch 
eine festliegende Bezugslage, die wir D nennen wollen, und dessen 
untere durch die augenblickliche Lage des Systems bestinmit wird. 
Wenn die beiden festen Bezugslagen, die wir mit C und D bezeichnet 
haben, identisch sind, so ist das Integral der Arbeit dasselbe wie das 
des Potentials und hat nur ein andres Vorzeichen. Dies ist aber im 
Allgemeinen nicht der Fall; jede Bezugslage wählt man so, dass sie 
für das specielle Integral, mit welchem sie in Verbindung steht, am 
besten passt. 
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§ 861. Beispiele rar potentiellen Energie. Beisp. l. JEin Massenpmkt he- 
sc^eibt frei eine EÜipse wm ein in ihrem Mittelpu/nkt liegendes Krafteenbrwn; 
man finde die ganee Energie seiner Bewegimg. 

m sei die Masse des Punktes, r sein Abstand Yom Centmm zu einer be- 
liebigen Zeit, (ir die an dem Punkt angreifende beschleunigende Kraft. Wenn das 
Zusammenfallen des Massenpunktes mit dem Eraftcentrum als Bezugslage ge- 
nommen wird, so ist die potentielle Energie nach § 860, / ( — miir)dr= -j mpkr\ 
wenn man die Grenzen von r bis nimmt. Bedeutet / den halben zu r coigugirten 
Durchmesser, so ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes /ym und die kinetische 
Energie daher —miir'*. Wenn der Punkt eine Ellipse um das Ejräftecentrum 

beschreibt, ist die Summe der potentiellen und kinetischen Energie y mf»(a'-f 5*), 
unter a und b die Halbaxen der Ellipse verstanden. 

Beisp. 2. Ein Massenpunkt beschreibt frei eine Ellipse um ein in ihrem 
Mittelpunkt liegendes Eraftcentrum. Man zeige, dass die mittlere kinetische 
Energie während einer vollständigen Umdrehung der mittleren potentiellen gleich 
ist, wenn die Mittel in Bezug auf die Zeit genommen werden. 

Beisp. 8. Wenn in dem vorigen Beispiel die Mittel in Bezug auf den um 
das Centrum beschriebenen Winkel genommen werden, so beträgt der Unterschied 

derMittel jm|»(a — 5)*. 

Beisp. 4. Eine Flüssigkeitsmasse M fliesst in einer kreisförmigen Binne vom 
Badius a mit der Geschwindigkeit «, eine andre gleiche Flüssigkeitsmasse in 
einer Binne vom Badius h mit der Geschwindigkeit v ; man lässt den Radius der 
einen Binne so lange wachsen und den der andern abnehmen, bis jeder die ur- 
sprüngliche Grösse des andern hat; man zeige, dass die Arbeit, welche dazu ge- 

hört, die Aenderung hervorzubringen, y i-^ — jj) (6* — a")3f ist. 

[Math. Tripos, 1866.] 

§ 862. Yerzeiehnlfls der Kräfte, welebe zu vemaeUässigen sind. Bei der An- 
wendung des Princips der lebendigen Kraft auf thatsächliche Fälle ist es wichtig, 
von vornherein zu wissen, welche Krilfte und inneren Beactionen man bei der 
Aufstellung der Gleichung vernachlässigen kann. Die allgemeine Regel lautet, 
dass alle Kräfte ausser Acht zu lassen sind, die in der Gleichung der virtuellen 
Arbeit nicht auftreten. Diese Kräfte lassen sich so zusammenstellen: 

A. Beactionen, deren virtuelle Verschiebungen Null sind. 

1. Jede Kraft, deren Richtungslinie durch die Momentanaxe geht, wie z. B. 
rollende EeQnmgj nicht aber gleitende Reibung oder der Widerstand eines 
Mittels. 

2. Jede Kraft, deren Richtungslinie senkrecht auf der Bewegungsrichtung des 
Angriffspunktes steht, wie z. B. die Reaction einer glatten festen Fläche, nicht 
aber die einer Fläche, welche sich bewegt. 

B. Solche Beactionen, deren virtuelle Verschiebungen nicht Null sind und 
die deshalb in der Gleichung auftreten würden, wenn sie, mit andern Reactionen 
verbunden, nicht verschwänden. 

1. Die Reaction zwischen zwei Massenpunkten, deren Abstand derselbe 
bleibt, wie die Spannung evnes unausdehnbaren Fadens, nicht aber die eines 
elastischen Fadens. 

2. Die Reaction zwischen zwei starren Körpern, Theilen desselben Systems, 
welche aufeinander rollen. Es ist jedoch nöthig, beide Körper in dieselbe Gleichung 
der lebendigen Kraft einzuschliessen. 

Bonth, Bywunik. 1 21 
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C. Alle Spannungen, welche längs unansdehnbarer Fäden wirken, aach wenn 
die Fäden dadurch, daes sie durch glatte feste Ringe gehen, gebogen werden. 

Denn es möge ein Faden, dessen Spannung T ist, die Massenpunkte m, m 
verbinden und durch einen Bing gehen, der von den Punkten um r bez. / ab- 
steht. Die virtuelle Arbeit ist offenbar — Tdr — Tdr\ weil die Spannung längs 
des Fadens wirkt. Da aber der Faden unausdehnbar ist, so muss dr -{- dr' '^ 
sein; die virtuelle Arbeit ist mithin Null. 

§ 363. Ausdrücke fttr die lebendige Kraft eines in Bewegung 
befindlichen starren KSrpers. Wenn sich ein Körper auf irgend eine 
Art bewegt, so ist seine lebendige Kraft in jedem Augenblick der lebendigem 
Kraß der ganzen in seinem Schwerpunkt vereinigten Masse gleich, 0Ur 
sammen mit der lebendigen Kraft, wdche die Folge der Bewegtmg um 
den als festen Punkt betrachteten Schwerpunkt ist; oder 

die lebendige Kraft des Körpers = der lebendigen Kraft in 

Folge der Translation 
+ der lebendigen Kraft in 
Folge der Rotation. 

Xy y, seien die Goordinaten eines Punktes^ dessen Masse m und 
Geschwindigkeit v ist und x, y, z die Goordinaten des Schwerpunktes G 
des Körpers. Es sei a: = äc-|-|, y s=sy ^ fj^ ;ef = ]i + g, dann sind 
nach einer Eigenschaft des Schwerpunktes 27w| = 0, 2Jmiy = 0, 

2:mt = 0. Daher 2;m^ = 0, -Sm^ = 0, 2;m^ = 0. Die 

lebendige Kraft eines Körpers ist nun 

izw-ix™[(s)'+(iir+(ii)T 

Setzt man ftlr Xy y, g ihre Werthe^ so wird sie 

dx ^ d^ . dy ^ dri , dg ^ di 
dt • dt ' dt dt ' dt dt 

Die sämmtlichen Ausdrücke in der letzten Zeile verschwinden, 
wie es nach § 14 der Fall sein muss. Das erste Olied der ersten 
Zeile ist die lebendige Kraft der ganzen im Schwerpimkt vereinigten 
Masse 2]m. Das zweite ist die Folge der Rotation um den Schwer- 
punkt. 

Man kann diesem Ausdruck ftlr die lebendige Kraft eine bequemere 
Gestalt geben. 

§ 364. Umformung des Ausdrucks fttr die lebendige Kraft. 

Erstens: die Bewegung finde in der Ebene statt. Siehe § 139. t; sei 

die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, r, seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfang in der Bewegungsebene bezogen, r^ sei 
der Abstand eines Punktes, dessen Masse m ist, vom Schwerpunkt, t;^ 



Ausdrucke för die lebendige Kraft (§ 862->863). 323 

seine Geschwindigkeit in Bezug auf den Schwerpunkt. Femer möge 
CD die Winkelgeschwindigkeit des ganzen Körpers um den Schwerpunkt 
und Ml? das Trägheitsmoment fOr denselben Punkt sein. 

Die lebendige Kraft der ganzen in G yereinigten Masse ist -^ Mv*, 
der man auch die beiden anderen Formen 

geben kann. 

Die lebendige Sjraft um G ist — Umv^^. Da sich aber der Körper 
um G dreht; so hat man f ^ = r^ cd . Daher 

27wt;i*= CD* •27wri*= cd* • Mk\ 
Die ganze lebendige Kraft des Körpers ist daher 

Dreht si6h der Körper um eine Momentanaxe, deren Abstand vom 
Schwerpunkt r ist^ so hat man i; = rcD. Daher 

j Smv'^ i JM" (0* (r* + *«) = I MK^m", 

wo MTi* das Trägheitsmoment fOr die Momentanaxe ist. 

Zweitens: die Bewegung gehe in einem BatMn von drei Dimensionen 
vor sich, 

V sei die Geschwindigkeit yon G] r, Ö^ ^ seine Polarcoordinaten 
auf ii^end einen Anfangspunkt bezogen. fOx, (Oy, (o» seien die Winkel- 
geschwindigkeiten des Körpers um beHebige drei sich in G rechtwinklig 
schneidende Axen^ Äy B, C die Trägheitsmomente des Körpers für die 
Axen und 1^ ri^ % die Coordinaten eines Massenpunktes m in Bezug auf 
diese Axen. 

Die lebendige Kraft der ganzen in G vereinigten Masse ist -r- Mv\ 
die man entweder 

l*[(S)*+ (!!)*+ (S)-] 

oder 

i*[(S)-+p-.'5(f)'+K©l 

gleichsetzen kann, je nachdem man Cartesische oder Polarcoordinaten 
benutzen will. 

Die lebendige Kraft in Folge der Bewegung um G ist 

i^«v-i^4ei)'+{^)'+(i)"]- 

21* 
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Es ist aber% 

Setzt man diese Werthe ein und bedenkt; dass 
ist, so hat man 

Die lebendige Kraft der Bewegung um G läset sich auch auf andre Weise 
ermitteln. Sl sei die Winkelgeschwindigkeit um die Momentanaxe, I das TrSg- 

heitsmoment für sie. Die lebendige Ejraft ist dann offenbar ^ ^^^- ^ wurde nun 

in § 15 gefunden und in unsrem Fall ist Oj =» Sla^ cd, =» Aß, o, =» 52y, wenn 
man die Bezeichnung dieses Paragraphen beibehält. Durch Elimination von a, (}, y 
kommt man zu demselben Eesultat wie zuvor. 

Sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fOr O, so reducirt sich 
der Ansdruck auf 

Botirt der Körper um einen Punkt 0, welcher für den Augenblick 
fest liegt; so lässt sich auf dieselbe Art beweisen^ dass die lebendige 
Kraft 

ist, wo Ay B\ C die Hauptträgheitsmomente fOr den Punkt und 
cDx; a}y, (D, die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers um die Hauptaxen 
für sind. 

§ 865. Beispiele zur lebendigen Kraft. Beisp. 1. Ein stairer Eöiper von 
der Masse M bewegt sich auf beliebige Art im Eaum und seine Lage wird durch 
die Coordinaten seines Schwerpunktes und die Winkel 0, 9, ^ bestimmt, welche 
die Hauptaxen für den Schwerpunkt auf die in § 266 erkl&rte Art mit irgend 
welchen festliegenden Axen machen. Man zeige, dass seine doppelte lebendige 
Kraft durch 

"-[(sr+(^)V(?,r]+ 0(^+1? c..)'+ 

{A sin» 9 + JB cos« 9) (^)*+ aia' Ö {A cos» 9 + B sin» 9) {^ + 

2 (5 — ^) sm 6 sm 9 cos 1^ j— -j^ 

gegeben ist. 

Man zeige auch, dass, wenn zwei Hauptmomente A und B gleich sind, der 
Ausdruck die ein&chere Gestalt 
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ajmimmt. Man wird später Öfter Gelegenheit haben, von diesen Formeln Gebrauch 
zu machen. 

Beisp. 2. Ein Körper, welcher sich frei um einen festen Punkt bewegt, 
dehnt sich unter dem Einfluss der Wärme so aus, dass er seiner Structur und 
Gestalt nach immer sich selbst ähnlich bleibt. Wenn für die Ausdehnung das 
Gesetz gilt, dass der Abstand zwischen zwei beliebigen Massenpunkten bei der 
Temperatur 6 ihrem Abstand bei der Temperatur Null mit f(d) multiplicirt gleich 
sei, zu zeigen, dass die doppelte lebendige Kraft des Körpers 

-^«.» + ^V+ <?»,'+ \(^ + B + C) l^^^^T 

ist, worin J., B, C die Hauptmomente fOr den festen Punkt bedeuten. 

Beisp. 8. Ein Körper bewegt sich um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durch die Gleichung gegeben 

Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrössen um die Azen 

dT dT dT 

sind. 

Der Körper bewege sich frei, und T^ sei die lebendige Kraft der Translation. 
X, y, B seien die Goordinaten des Schwerpunktes in Bezug auf beliebige, recht- 
winklige festliegende oder sich um einen festen Punkt bewegende Axen; man be- 
weise, wenn Accente die Differentialquotienten nach der Zeit bezeichnen, dass 

dT^ dT^ dT^ 
daf' ay" W 

die linearen Bewegungsgrössen parallel zu den Axen sind. 

Beisp. 4. Die elliptischen Goordinaten eines Massenpunktes sind Z, f», v und 
^, X; die Halbaxen der beiden focalen Kegelschnitte; man beweise, dass 

) (l»_Ä»)(ll_A;«) f (ji* — h')(tl* — k*) "•■ (»» — Ä') (»• — *») 

> 

1 die doppelte lebendige Kraft ist. 

Man beachte, dass die Glieder mit den Producten von X\ ft\ v fehlen. Das 
Resultat ergibt sich aus dem in Salmon's Solid Geometry^ Art. 410 in elliptischen 
Goordinaten gegebenen Ausdruck für {d8)\ 

§ 866. FroMeme zum Prineip der lebendigen Kraft. Beisp. 1. Ein kreis- 
förmiger Draht kann sich frei um einen verticalen Durchmesser als feste Äxe drehen 
und ein Kügelchen kann unter der Wirkung der Schwere frei auf ihm gleiten. Das 
ganze System wird um die verticdU Äxe in Botatian gesetzt; man finde die nach- 
folgende Bewegung. 

M und m seien die Massen des Drahtes und des Kügelchens, a> ihre gemein- 
schaftliche Winkelgeschwindigkeit um die Yerticale. a sei der Radius des Drahtes, 
Mk* sein Trägheitsmoment für den Durchmesser. Der Mittelpunkt des Drahtes 
werde zum Goordinatenanfang genommen und die ^-Axe sei vertical abwärts 



I 
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gerichtet. 6 sei der Winkel, den die y-Axe mit dem yom Centmm des Drahtes nach 
dem Kügelchen gezogenen Badius macht. 

Da die Schwere in Terticaler Richtung wirkt und alle Beactionen an der 
festen Aze durch die Axe gehen müssen, so ist offenbar das Moment aller Kr&fte 
um den verticalen Durchmesser Null. Man hat daher, wenn man die Momente 
um die Yerticale nimmt, 

Mk^to -f ma'o) sin' 6=^h 

und nach dem Princip der lebendigen Kraft 

Jf *•«« + m L" (1^)'+ a« sin« 0«M == C + a«^a cos Ö . 

Diese beiden Gleichungen reichen zur Bestimmung Ton — und m hin. Löst man 
sie auf, so erhfilt man 

Trm r"Ts + »*<>*("jr) = C7+ Sm^a cos© . 

3f Ä; ■ + wa" sm" ö ' \dt/ ^ 

Diese Gleichung lässt sich nicht integriren und 6 kann daher nicht durch t 

ausgedräckt werden. Zur Bestimmung der Gonstanten h und C muss man die 

Anfangsbedingungen der Bewegung zu Hilfe nehmen. Nimmt man an, 9 sei an- 

d$ 
Anglich SB 9C und -jt'=*0 und a> » a , so ist h^^Mk*a und (7»= 2mga'\'Mk*a\ 

Siehe § 862. 

Beisp. 2. Eine Lamelle von beliebiger Gestalt rollt auf einer vollkommen 
rauhen Geraden unter dem Einfluss keiner Kräfte; man beweise, dass die Ge> 

r" 

schwindigkeit t? des Schwerpunktes G durch «' =» c* %_* 1,% gegeben ist, 

r den Abstand des Berührungspunktes Yon (?, k den Tr&gheitsradius der Lamelle 
ftür eine durch G gehende und auf ihrer Ebene senkrechte Axe und c eine Con- 
stante bedeutet. 

Beisp. 8. Zwei gleiche Balken, die sich um einen durch ihre Schwerpunkte 
gehenden glatten Bolzen drehen können und die Gestalt eines X haben, werden 
symmetrisch auf zwei glatte Pflöcke gesetzt, welche in derselben horizontalen 
Linie liegen und deren Abstand b ist. Im Anfang der Bewegung sind die Balken 
senkrecht zu einander; man zeige, dass die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes, 

wenn er die Verbindungslinie der Pflöcke erreicht, X^rrXiT« ^*' worin Jb den 

Trftgheitsradius eines jeden Balkens für eine durch seinen Schwerpunkt gehende 
auf ihm senkrechte Linie bedeutet. 

Beisp. 4. Ein gleichförmiger Stab bewegt sich auf einem horizontalen Tisch 
um sein eines Ende und treibt einen Massenpunkt vor sich her, dessen Masse 
seiner eigenen gleich ist und der vom Zustand der Buhe und von einer Lage, die 
dem festliegenden Ende unbegrenzt nahe ist, ausgeht. Man zeige, dass, wenn der 
Punkt die Strecke r längs des Stabes durchlaufen hat, seine BewQgungsrichtung 

mit dem Stab einen Winkel macht, dessen Tangente 1/ i . ^.t ist. 

[Christas Coli.] 

Beisp. 6. Eine dünne gleichförmige glatte Bohre balancirt horizontal am 
ihren Mittelpunkt, welcher festliegt; ein gleichförmiger Stab, welcher grade in die 
Höhlung der Bohre passt, wird in eine grade Linie mit der Bohre gebracht, so 
dass die beiden Enden widereinander liegen und alsdann nut solcher horizontaler 
Geschwindigkeit in sie gestossen, dass sein Mittelpunkt nur grade den Mittelpunkt 



worin 
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der Röhre erreicht; man finde unter der Annahme, die Wur%e8chwindigkeit sei 
bekannt, die Winkelgeschwindigkeit der BOhre und des Stabes in dem Moment, 
in welchem ihre Mittelpunkte zusammenfallen. [Math. Tripos.] 

Resultat. Ist m die Masse des Stabes, m' der Röhre, 2a bez. 2a ihre 
Längen, v die Geschwindigkeit, mit welcher der Stab geworfen wird, (o die ge- 

suchte Winkelgeschwindigkeit, so ist «• a=s — -— ; -— -- . 

fna -|- ifi a 

Beisp. 6. Ein elastischer Faden, der in seinem natürlichen Zustand ebenso 
lang wie ein gleichförmiger Stab ist, wird mit seinen beiden Enden an die Enden 
des Stabes befestigt und in seinem Mittelpunkt aufgehängt; man beweise mit 
HtOfe der lebendigen Kraft, dass der Stab so lange sinkt, bis die beiden Theile 
des Fadens mit dem Horizont einen Winkel $ machen, welcher der Gleichung 

^*fif' "S* — ^^ — — 2n = genügt, wobei die Spannung des Fadens, wenn er auf 

das Doppelte seiner Länge ausgedehnt wird, n mal so gross, als das Gewicht ist. 

[Math. Tripos.] 

Beisp. 7. Der Mittelpunkt C eines kreisförmigen Rades liegt fest und der 
Rand wird gezwungen, gleichförmig auf einer vollkommen rauhen horizontalen 
Ebene so zu rollen, dass die Ebene des Rades mit der Yerticalen den constanten 
Winkel a macht. Längs des ümfangs ist ein gleichförmiger glatter Kanal von 
sehr kleinem Querschnitt eingeschnitten und ein schwerer Massenpunkt, welcher 
genau in den Kanal passt, kann unter der Wirkung der Schwere frei in ihm 
gleiten, m sei der Massenpunkt, B der Berührungspunkt des Rades und der 
Ebene; 6^^ l_BCtn; n die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher B die Kreislinie 
auf der horizontalen Ebene beschreibt; man beweise, dass 

(Jlß\i Off 
j » -^ cos a cos — n* cos* a cos" 6 + Const. 

ist, worin a den Radius des Rades bezeichnet. ÄimaJea de Gergonne, Tome ^T^^ 1860. 

Beisp. 8. Ein regelmässiges homogenes Prisma, dessen Normalschnitt ein 
regelmässiges Polygon yon n Seiten ist, rollt eine vollkommen rauhe schiefe 
Ebene hinab, die mit dem Horizont den Winkel a macht. Wird der Radius des 
dem Polygon umschriebenen Kreises mit a und die Winkelgeschwindigkeit, grade 
ehe die n^ Kante zur Momentanaze wirdi mit a>^ bezeichnet, so ist 

8 + cos— /2 + 7COS— W 8 + cos — 



. « ^ , . 2« \ a I 2« / I «—1 • « I. , ^ 2« 

asm — 6+4COB — V 8 + cos — / \ asm — 6 + 4 cos 



Das Princip der Aelmliclikeit. 

§ 367. unter welchen Bedingungen sind zwei Systeme yon Massen- 
punkten, welche Anfangs geometrisch ähnlich sind, einander auch 
mechanisch ähnlich, d. h. unter welchen Bedingungen sind die relativen 
Lagen der Massenpunkte in dem einen System nach der Zeit t den 
relativen Lagen in dem andern System nach einer anderen Zeit t' stets 
ähnlich, wenn ^' zu ^ in constantem Yerhältniss steht? 

Mit andern Worten: man macht ein Modell von einer Maschine 
und findet, dass es zur Zufriedenheit arbeitet; unter welchen Be- 
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dingungen wird eine nach dem Modell ausgeführte Maschine ebenso 
zu&iedenstellend arbeiten? 

Das Princip der Aehnlichkeit wurde zuerst von N e wton in Prop. 32, 
Sect. Vn des zweiten Buches seiner Principia au%estellt^). Der Be- 
weis wurde jedoch durch Bertrand in Cahier XXXTT des Journal 
de TEcoU poJytechniquey 1848 wesentlich yerbessert. Er leitet das Theorem 
aus dem Princip der virtuellen Arbeit ab und vermeidet so die Ein- 
führung der unbekannten Beactionen, mit welchen andre Arten der 
Beweisführung beschwert sind. Da alle Bewegungsgleichungen sich 
aus dem allgemeinen Princip der virtuellen Arbeit ableiten lassen, so 
scheint es am einfachsten, mit seiner HüKe jedes allgemeine Theorem 
in der Dynamik zu behandeln. 

§ 368. (Xy y, 0) seien die Goordinaten eines Punktes von der 
Masse m in einem System, welches auf beliebige rechtwinklige im 
Baum festliegende Axen bezogen wird, und (X, F, Z) die Gompo- 
nenten der gegebenen bewegenden Eräfke, die an diesem Massenpunkt 
angreifen. Die entsprechenden Grossen in dem andern System seien 
durch dieselben Buchstaben mit einem Strich bezeichnet. 

Das Princip der virtuellen Arbeit liefert dann die folgenden beiden 
Gleichungen 

^[(Z-»»^)d« + etc.] = 0, 

^ [(x'-m' ^) ifaf+ etc.] = 0. 

Offenbar geht die eine dieser Gleichungen in die andre über, 
wenn man X'=i^X, Y ^== FY^ etc., af^^^lx, t/^^ly, etc., w'=f*m, 
etc., t' =tty etc. setzt, unter F, 2, /i, t Constante versteht und voraus- 
setzt, dass /x2 «= Ft^ ist. In iswei geometrisch ahnlichen Systemen 
haben wvr nwr ein Aehnlichkeüsverhäliniss, nänUich das der linearen 
Dimensionen^ in ewei mechanisch ähnlichen dagegen noch drei weitere 
Verhaltnisse, nämlich das der Massen der PufJcte, d€ts der Kräfte, 
weiche an ihnen angreifen und das der Zeiten, jsu welchen die Systeme 
verglichen werden. Es leuchtet ein, dass, wenn die d>en angegebene 
Beeiehmg zwischen den vier ÄehhlicMceitsverhälinissen "besteht, die Be- 
wegungen der beiden Systeme ähnlich sein müssen. 

Nimmt man also an, die beiden Systeme seien Anfangs einander 
geometrisch ähnlich, die Massen der entsprechenden Punkte seien 

1) Schon Galilei wirft in seinen Dialogen die Frage auf, wie es komme, 
dass zwei ähnlich construirte Maschinen nicht auch immer ähnliche Bewegungen 
zeigen, dass oft eine Maschine im Modell sehr gut ist, während sie im grossen 
Massstab ausgeführt, nicht das Gewünschte leistet. Er findet die Schwierigkeit 
in der Verschiedenheit der Widerstände, welche in beiden Maschinen auftreten. 
(Schell, Mechanik 1870, S. 883.) 
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einander proportional und sie beginnen sich in parallelen Richtungen 
mit ähnlichen Bewegungen und in proportionalen Zeiten zu bewegen, 
so werden sie fortfahren, sich mit ähnlichen Bewegungen und in pro- 
portionalen Zeiten zu bewegen, wenn die äusseren bewegenden Kräfte 
in jedem System sich verhalten wie 

das Yerhältniss der Massen X dem Yerhaltniss der linearen Dimensionen 

(Yerhältniss der Zeiten)* 

Da die Componenten der Geschwindigkeit eines jeden Punktes ^, etc. 

sind, so müssen offenbar in zwei ähnlichen Systemen die Geschwindig- 
keiten der entsprechenden Punkte in den entsprechenden Zeiten sich 

- ,, . das Yerhältniss der linearen Dimensionen ,,„. ... 

verhalten wie ^ t_..i. ■ — 3 — fj-ü' Mmunirt man 

Yerhältniss der Zeiten 

die Zeit aus diesen beiden Beziehungen, so findet man als Bedingung 
der Aehnlichkeit zweier Systeme, dass die bewegenden Kräfte sich ver- 
halten müssen, wie 

das Yerhältniss der Massen X (dem Yerh. der Geschwindigk.)* 

Yerhältniss der linearen Dimensionen 

§ 369. üeber Modelle« Bertrand bemerkt, dass man beim Yer- 
gleichen der Arbeit eines Modells mit der einer grossen Maschine 
dafür sorgen muss, dass alle Kräfte im richtigen Yerhältniss stehen. 
Die Gewichte der verschiedenen Theile variiren wie ihre Massen. Daraus 
folgt, dass die Geschwindigkeit, mit der man das ModeU gehen lässt, 
der Quadratwurzel aus seinen linearen Dimensionen proportional sein 
muss. Auch die Zeiten, in denen entsprechende Bogen beschrieben 
werden, müssen in demselben Yerhältniss stehen. 

Stehen der Gang des Modells und der grossen Maschine in einer 
solchen Beziehimg, so gebraucht man auch wohl den Ausdruck „ent- 
sprechende Gesdiiüindigkeiten". 

Wirken auch noch andre Kräfte ausser der Schwere auf das Mo- 
dell, so müssen sie zu den entsprechenden Kräften der Maschine in 
demselben Yerhältniss stehen, wenn das Modell der Maschine ähnlich 
sein soU. Wenn das Modell aus demselben Material wie die Maschine 
hergestellt wird, so variiren die Gewichte der verschiedenen Theile, 
wie die dritten Potenzen der linearen Dimensionen. Die gegebenen 
Kräfte müssen daher in demselben Yerhältniss wie die Kuben der 
linearen Dimensionen stehen. Liegt z. B. das Modell einer Dampf- 
maschine vor, so variirt der Dampfdruck auf den Kolben wie das Pro- 
duct aus dem Flächeninhalt des Kolbens und dem Dampfdruck. Der 
Dampfdruck muss daher bei beiden in demselben Yerhältniss stehen, 
wie die linearen Dimensionen des Modells zu dem der Maschine. 

Wenn nun die gegebenen Kräfte in den beiden Systemen in dem 
richtigen Yerhältniss zu einander stehen, so nehmen die gegenseitigen 
Beactionen zwischen den Theilen der Systeme von selbst das nämliche 
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Verhältniss an. Denn gibt man dem Princip der virtuellen Arbeit gemäss 
die geeigneten Verschiebungen und bildet auf diese Art die Bewegungs- 
gleichungen zur Ermittlung dieser Reactionen, so sieht man leicht^ 
dass sie sich wie die Kräfte zu einander yerhalten. Da die gleitende 
Reibung wie der Normaldruck yariirt und von den sich berührenden 
Flächen unabhängig ist, so stehen diese Reibungskräfte an der Maschine 
und dem Modell im richtigen Yerhaltniss. Nicht so verhält es sich 
mit der rollenden Reibimg. Nach § 164 variirt die rollende Reibung 
umgekehrt wie der Durchmesser des Rades und steht daher bei dem 
Modell in einem grosseren Yerhaltniss zu den andern Kräften , als bei 
der Maschine. Wenn der Widerstand der Luft dem Product aus dem 
Inhalt der ihm ausgesetzten Fläche und dem Quadrat der Geschwindig- 
keit proportional ist, so stehen diese Widerstände bei dem Modell und 
der Maschine im richtigen Yerhaltniss. 

§ 870. Beispiele. Als Beispiel wollen wir das Princip auf den Fall eines 
starren Körpers anwenden, welcher unter dem Einfluss der Schwere um eine feste 
Aze schwingt. Sollen die Bewegungen zweier Pendel ähnlich sein, so müssen sie 
gleiche Winkel beschreiben; die entsprechenden Zeiten sind daher den Schwin- 
gungszeiten proportional. Da die Kr&fte wie das Product aus Masse und Schwere 
Tariiren, so folgt, dass das Quadrat der Schwingungszeit, wenn ein Pendel einen 
gregebenen Winkel durchschwingt, varüren muss, wie das Yerhftltniss der linearen 
Dimensionen zur Schwere. 

Femer nehme man den Fall eines Massenpunktes, der eine Bahn um ein 
Attractionscentrum beschreibt, dessen Kraft dem Product aus dem reciproken 
Quadrat seines Abstandes und einer Gonstanten {i gleich ist. Aus dem Princip 
geht sofort herror, dass das Quadrat der Zeitperiode direct wie der Kubus des 
Abstandes und umgekehrt wie f» yariiren muss. Es ist dies das dritte Kepler'sche 
Gesetz. 

Beisp. Man soll die Durchbiegung einer Brücke Ton 16 m Länge und 
100 Tonnen (k 1000 kg) Gewicht, wenn eine Maschine, die 20 Tonnen wiegt, mit 
der Geschwindigkeit von 64 km in der Stunde über sie fährt, durch Experimente 
feststellen, welche an einem Modell der Brücke gemacht werden, das 1,6 m lang 
ist und 2,8 kg wiegt. Man finde das Gewicht des Modells der Maschine und 
nehme an, das Modell der Brücke sei so stei^ dass die statische Durchbiegung in 
der Mitte unter dem Modell der Maschine ein Zehntel derjenigen der Brücke 
unter der Maschine selbst beträgt und zeige, dass dann die Geschwindigkeit des 
Modells der Maschine etwa 6,6 m in der Secunde sein muss. [Coli. Exam. 1887.] 

§ 871. Froude's Theorem. Froude benutzte bei seinen Versuchen zur Be- 
stimmung des Widerstandes, den die Schiffe finden, kleine Modelle und bediente 
sich dabei der folgenden Begeh Wenn die linearen Dimensionen eines Schiffes 
n-mal so gross ah die des Modells sind, die mittleren Dichtigkeiten dagegen gleich 
tmd der hei der Geschwindigkeit V gemessene, dem ModeU geleistete Widerstand JB 

ist, dann findet bei der entsprechenden Geschwindigkeit, nämlich VYn, das Schiff 
den Widerstand JRn*. 

Da Schiff und Modell ähnlich und yon gleicher mittlerer Dichtigkeit sind, so 
sind die linearen Dimensionen der untergetauchten Theile wie n zu 1. Die Wider- 
stände, welche ähnliche Körper in tiefem Wasser finden, yariiren, wie man ge- 
funden hat, nahezu wie die Quadrate der Geschwindigkeiten, multiplicirt mit dem 
Inhalt der benetzten Flächen, d. h. wenn die Geschwindigkeit des Schiffes n'-mal 
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so gross als die des Modells ist, so stehen die Widerslftnde in dem Verh&ltniBs 
n*fi^ : 1. Die Widerstände müssen nun in demselben Yerh&ltniss stehen, wie die 
übrigen sich entsprechenden Er&fle, d. h. es mass n^n'* i-> n' sein nach § 369. 

Mithin ist n' »» j/n und verhalten sich die Widerstände wie n' zn 1. 

Der Widerstand wird hauptsächlich dadurch hervorgerufen, dass das Schiff 
Wellen erzeugt, die sich beständig von dem Schiff wegbewegen. Weniger Wider- 
stand erzeugt die Reibung zwischen Schiff und Wasser. Beide sind hier in grober 
Annäherung zusammengefasst, indem das Gesetz benutzt wurde, wie es sich aus 
den Versuchen ergibt. Vergl. White, MommI of Nau, ArdMtectwre, IQ. Aufl., 
London 1894; übersetzt von Schlick und von Hüllen, Leipzig, 1879. 

§ 872. Savart's Theorem. In dem 29. Band der ÄnnaUa de Chimie 
(Paris, 1825) beschreibt Savart zahlreiche Versuche, die er mit ähnlichen, Luft 
enthaltenden Gefässen anstellte, die Töne von verschiedener Höhenlage erzeugten. 
Er leitete aus ihnen das folgende allgemeine Gesetz ab: 

Wenn Luftmaseen in zwei ähnlichen Gefässen enthalten sind, so ist die Angahl 
der Schwingungen in einer gegebenen Zeit (d. h. die Höhe des erzeugten Times) den 
linearen Dimensionen des Gefässes umgekehrt proportional. 

Dieses Savart' sehe Theorem ergibt sich unmittelbar aus dem Princip der 
Aehnlichkeit. Theilt man die ähnlichen Gefässe in sich entsprechende Elemente, 
so sind die Bewegungen dieser Elemente einander ähnlich, wenn die Kräfte 

Verhflltniss der Masse x Verhältnisse der linearen Dimensionen 

(Verhältnisse der Zeiten)'. 
Nach dem Mariotte'schen Gesetz yariirt aber die Ejraft zwischen zwei Elementen, 
wie das Product aus der Berührungsfläche und der Dichtigkeit. Die Schwingungs- 
zeiten der entsprechenden Luftmassenpunkte müssen daher yarüren wie die linearen 
Dimensionen des Gefässes. 

Der Erste, der eine Erklärung des Savart* sehen Gesetzes gab, war Gauchy. 
Er zeigte in einem an die Academie der Wissenschaften im Jahre 1829 gerichteten 
M^oire, dass es sich aus der linearen Eigenschaft der Bewegungsgleichungen 
ergebe. Er verweist auf die allgemeinen Bewegungsgleichangen der elastischen 
KOrper, deren Massenpunkte nur wenig verrückt werden, auch wenn die Elasticität 
in verschiedenen Richtungen verschieden ist. Diese Gleichungen, die dazu dienen, 
die Verrückungen (£, 12, t) eines Massenpunktes durch die Zeit t und die Goordi- 
naten (rp, y, e) auszudrücken, sind von zweierlei Art. Die eine bezieht sich auf 
alle Punkte im Innern des elastischen EGrpers^ die andre auf alle Punkte seiner 
Oberfläche. Man findet sie in jedem Lehrbuch der Elasticitätstheorie. Aus den 
Gleichungen eigibt sich, dass sie auch dann noch gelten, wenn man £, 1}, (, x, y, z, t 
durch ki, ibij, k^^ kx, ky, kz^ kt ersetzt, un^er k eine Constante verstanden, 
vorausgesetzt, dass man auch die beschleunigenden Ejräfte im Verhältniss Ton k 
zu 1 yer&ndert. Sind daher die beschleunigenden Kräfte Null, so reicht es aus, 
die Dimensionen des elastischen EGrpers und die Anfangswerthe der Verrückungen 
in dem Verhältniss von 1 : ib zu vergrOssem, damit auch die allgemeinen Werthe 
von 1, 1], £ und die Schwingungszeiten in demselben Verhältniss varüren. Daraus 
leiten wir Cauchy's Verallgemeinerung des Savart' sehen Gesetzes ab, nämlich: 

Wenn wir die Höhe des von einem Körper ^ einer Platte oder einem elastischen 
Stab ausgehenden Tones durch die Anzahl der in der Zeiteinheit hervorgebradUen 
Schwingtmgen messen, so variirt die Höhe umgekehrt wie die linearen Dimensionen 
des Körpers, der Flaue oder des Stabes, vorausgesetzt^ dass seine sämmüichen Dimen- 
sionen in einem gegebenen VerhäUmss geändert werden. 

§ 873. Imaginäre Zeit. Die Bewegungsgleichungen eines Systems werden 
in die eines ähnlichen Systems durch Multiplication der Kräfte, Längen, Massen 
und Zeiten mit den Constanten JP, 2, f», t und dadurch Übergeführt, dass man 
lil mm Ft* setzt. Es ist jedoch müglidb, dass die Systeme nur eine analytische 
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Aehnlichkeit bieten, denn ist F negativ und |», l positiv, so wird das Verhältniss 
der entsprechenden Zeiten imaginär. Der Wechsel des Vorzeichens von F ist 
selbstverständlich der ümkehnmg der Richtung aller gegebenen Ki^fbe äquivalent. 
Man nehme zum Beispiel die Bewegung eines einfachen Pendels, welches von 
der Buhe ausgeht. Der Winkel, den der Faden zur Zeit t mit der Yerticalen macht, 
kann durch ein elliptisches Integral ausgedrückt werden, welches zwei Perioden 4 ft und 

4 k' y — 1 hat, von denen die zweite während der Bewegung keine Bedeutung 

hat. Setzt man t' = t y — 1 , so gibt die letztere die Periode von t' an, nämlich 
die des Pendels, wenn die Schwere aufvi^ürts gerichtet an ihm angriffe. Appell, 
über eine Interpretation der imaginären Werthe der Zeit, Comptes Bendus, 1878, 
Bd. 87, S. 1074. Painlev^, Legons etc., iq. diff, de la Micaniqyte^ 1896^ S. 226. 



§ 374. Die Theorie der Dimensionen. Man kann diese Resultate 
auch aus der Theorie der Dimensionen ableiten. Legt man die Be- 

gemessen. Wir können daher den allgemeinen Satz aufstellen, dass 
aUe dynamischen Gleichungen derart sein müssen, dass in aMen Oliedem 
der Baum in derselben Potenz auftreten muss, Ebenso die Zeit und die 
Masse, wenn man annimmt, die Dimensionen der Eraft seien 

Massex Barnn 

Um zu zeigen, wie sich der Satz gebrauchen lässt, wollen wir ihn 
auf ein einfaches Pendel Ton der Länge l anwenden, das unter dem 
Einfluss der Schwere steht und dessen Schwingungen die Amplitude a 
haben, m sei die Masse des Massenpunktes, F die bewegende Kraft 
der Schwere; dann kann die Schwingungsdauer r nur eine Function 
von F^ l, m und a sein. Diese Function werde in eine Reihe von 
Potenzen von F, l und m entwickelt, so dass 

ist, worin J., als eine Function Ton a allein, eine Zahl bedeutet. Da 
T im Raum keine Dimensionen hat, so ist ^ -f- 2 "^ ^S ^ ist femer 
in der Zeit von einer Dimension, daher — 2|) = 1; schliesslich ist r 
von keiner Dimension in der Masse, also p -^ r ^=0. Daraus folgt 

p = — — , q =r =~ und da sowohl p eis q eis r nur einen Werth 

haben, so hat die Reihe nur ein Glied. Daraus folgt, dass bei einem 

einfachen Pendel t = Ay^ ist, worin Ä eine unbestimmte Zahl 
bedeutet. Siehe auch § 370. 

Beisp. 1. Ein Massenpunkt bewegt sich in einem Mittel, dessen Wider- 
stand wie die Geschwindigkeit variirt, vom Zustand der Bnhe aus nach einem 
Erafbcentrum hin, dessen Anziehung dem Abstand proportional ist; man zeige 
mit Hülfe der Theorie der Dimensionen, dass die Zeit, die er gebraucht, um das 
Erafbcentrum zu erreichen, von seiner Anfangslage unabhängig ist. 
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Beisp. 2. Ein Massenpnnkt bewegt sicli von der Bnhe aus in luftleerem 

ßanm nach einem Eraftcentrom hin, dessen Anziehung umgekehrt wie die n^ Potenz 

des Abstandes yariirt; man zeige, dass die Zeit, die er gebraucht, um das Eraft- 

n4- 1 
centrum zu erreichen, wie die T^ te Potenz des Anfangsabstandes des Massen- 

Punktes yariirt. 

Die Glansias'sclie Theorie der stationären Bewegung. 

§ 375. M<m bestimme die müüere lebendige Kraft eines Systems materieller 
Punkte, das sich in stationärer Bewegung befindet. Olausius, Pogg, Anndien, 
141, 1870. 

Stationär wird hier jede Bewegung genannt, bei welcher sich nicht die Punkte 
Ton ihrer ursprünglichen Lage immer weiter entfernen und die Geschwindigkeiten 
sich nicht beständig in derselben Bichtung ändern, sondern bei der sich die Punkte 
in einem begrenzten Baum bewegen und die Geschwindigkeiten nur innerhalb 
bestimmter Grenzen fluctuiren. Von dieser Art sind alle periodischen Bewegungen, 
wie die der Planeten um die Sonne, die Schwingungen elastischer Körper und 
femer jene unregelmässigen Bewegungen, wie sie den Atomen und Molekülen 
eines Körpers zur Erklärung seiner Wärme zugeschrieben werden. 

o;, y, 5 seien die Ooordinaten eines Punktes in dem System und seine Masse 

sei m; X, F, Z seien die Gomponenten der an dem Punkt angreifenden Kräfte. 

d'^x 
Es ist dann m -tt^ ^ X. Durch einfache Differentiation erhält man (§ 286, 

Beisp. 4) 



und daher 



d*" dt\ dt/ \dt/ ' dt^ 






2 \dt/ « ' 4 d« 



Man integiire diese Gleichung in Bezug auf die Zeit von bis t und dividire das 
Integral durch t^ es wird dann 



2t 







w 



■ . ■ » 

wobei der Index an einer Grösse bedeute(/|'äf»B ihr Anfangswerth zu nehmen ist. 
Die linke Seite und das erste Glied -aLiif der rechten Seite der Gleichung 

sind offenbar die mittieren Werthe von ^ l-^J und — -i- ajX während der Zeit t 

Bei periodischen Bewegungen kann die Zeit t als Dauer einer Periode angenommen 
werden, bei unregelmässigen Bewegungen dagegen (und wenn man will auch bei 
periodischen) hat man nur zu beachten, dass die Zeit t im Yerhältniss zu den 
Zeiten, während welcher sich der Punkt in derselben Bichtung in Bezug auf 
irgend eine der Richtungen der Goordinaten bewegt, sehr gross ist, so dass im 
Verlauf der Zeit t viele Aenderungen der Bewegung vorgekommen und die obigen 
Ausdrücke fOr die mittieren Werthe hinreichend constant geworden sind. Das 
letzte Glied auf der rechten Seite wird, wenn die Bewegung periodisch ist, am 
Ende jeder Periode Null. Ist dagegen die Bewegung nicht periodisch, sondern 
ändert sich unregelmässig, so wird der in der Klammer eingeschlossene Factor 
nicht so regelmässig Null; jedoch kann sein Werth mit der Zeit nicht beständig 
wachsen, sondern nur zwischen gewissen Grenzen fluctuiren imd der Divisor t, 
mit dem das Glied behaftet ist, muss es dementsprechend für sehr grosse Werthe 
von t verschwindend klein machen. Dasselbe gilt für Bewegungen, die den andern 
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Goordinaten parallel sind. Addirt man daher die Resultate fdr jeden Punkt, bo 
erhält man, wenn v die Geschwindigkeit des Massenpunktes m bedeutet, 

der mittlere Werth von y Zmv* ^ — mittlerem Werth von --^^(Xa: + Yy -|- Ze). 

Der Mittelwerth Ton — YJS(Xa;+ Ty-}-Zz) ist von Glausius das ViriaL des 

Systems genannt worden. Danach l&sst sich sein Theorem so aussprechen: Die 
mittlere lebendige Kraft des Systems ist seinem Virkd gleich, 

§ 876. Der Anwendung des Satzes auf die mechanische W&rmetheorie schicken 
wir voraus , dass jeder Körper als ein System sich bewegender Massenpunkte an- 
zusehen ist. So weit es unsem Satz angeht, kOnnen die Massenpunkte durchaus 
beliebige Bahnen beschreiben und jeder kann an dem andern beliebig nahe vorbei- 
gehen. Da aber hier Zusammenstösse nicht in Rechnung gezogen sind, so muss 
man entweder annehmen, die Punkte würden von einer thats&chlichen Berührung 
durch starke AbstossungskriUte bei grosser Ann&herung zurückgehalten, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, sie seien vollständig elastisch, so dass die gesammte 
lebendige Kraft durch ZusammenstOsse nicht alterirt vnrd. 

Die an dem System angreifenden Kräfte bestehen im Allgemeinen aus zwei 
Theilen. An erster Stelle üben die Elemente des Körpers Anziehungs- oder 
Abstossungskräfte aufeinander aus und dann können auch Kräfte von aussen her 
angreifen. Das Virial besteht daher aus zwei Theilen, welche das vn/nere und 
äussere Virial heissen. Eben ist gezeigt worden, dass die mittlere lebendige Kraft 
der Summe der beiden Theile gleich ist, 

Ist 9(r) das Abstossungsgesetz zwischen a,wei Punkten, deren Massen m und 
m' sind, so hat man 

Xx + ZV = - vir) ^1=^* - v(r) ^^^af - 9(r) ^^^^ 

und, wenn man für die beiden andern Goordinaten die entsprechenden Gleichungen 

bildet, so wird das innere Virial — y Z(Xx -f Yy -|- Zz) = — 2?y ♦'vW » "w^orin 

21 die Summirung für die zu je zweien zusammengenommenen Massenpunkte 
angibt. 

Das Volumen vergrössere sich und das System bleibe dabei sich selbst ähnlich. 
Jedes r wird jetzt so vergrössert, dass dr^^^ßr ist, wobei ß eine unendlich kleine 
Grösse bedeutet Ist W die Arbeit der inneren Abstossungen, so hat man 
cJTr« Ztp(r)§r, Ist F das Volumen des Körpers, so wird dV^ 3ßV. Daher 

— 27y**9(*') ■" — Y ^TTr * ^®* liefert einen andern Ausdruck für das innere 

Virial, wenn man unter W die mittlere Arbeit versteht 

Was die äusseren Kräfte pjigeht, so kommt am häufigsten der Fall vor, 
dass auf den Körper ein gleichmässiger Druck normal zu seiner Oberfläche wirkt. 
Bedeutet p diesen Druck, dir ein Element der Oberfläche, l den Gosinus des 
Winkels, den die Normale mit der x-Axe macht, so ist 



— yJSXa? 



Y / xpldü « ^ / / xdydg. 
Versteht man unter V das Volumen des Körpers, so ist dies dasselbe wie -~pF 

o 

und daher das ganze äussere Virial -r^ pV. 

Nehmen wir an, ein Gas sei aus Massenpunkten zusammengesetzt, wie wir 
sie hier beschrieben haben, von denen sich jeder in Bewegung befindet, die aber 
nicht auf einander einwirken und die in dem umschliessenden Gei^s gleichmässig 
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veriheilt sind. Ans nnsenn Satz folgt -^Zmv* ms —.pV. Der resultirende stetige 

Druck p^ welcher durch den Anstoss der Moleküle an die umschliessende Ober- 
fläche hervorgebracht wird, ist daher, auf die Flächeneinheit bezogen, ein Drittel 
der lebendigen Erafb der Massenpunkte, welche eine Volumeneinheit einnehmen. 
Der Leser, welcher sich ftir den Gegenstand interessirt, wird auf die Appli- 
cations of dynamics to physics and chemistry yon Prof. J. J. Thomson, 1888 
verwiesen. (Deutsch erschienen im Jahr 1890, Leipzig.) 

Beisp. 1. Man zeige, dass das Yirial eines Eräffcesystems von dem Coordi- 
natenanfang und der Richtung der Azen, die rechtwinklig vorausgesetzt werden, 
unabhängig ist. 

Der Beweis der ersten Behauptung ergibt sich daraus, dass bei stationärer 
Bewegung 2?X »» 0, etc. Der fOr die zweite folgt aus der Gleichung 

Xx+ Yy + Ze^ Bq, 

worin B die B^sultante von X, Y, Z und q die Projection des Radiusvector auf 
die Bichtung von B bedeutet. 

Allgemeine Sätze Aber Momentankiäfte. 

§ 377. Die allgemeiiie Oleiclinng der virtnellen Arbeit (x, y, e) 
seien die Goordinaten eines Massenpunktes m und (Xy T, Z) die 
Gomponenten der auf ihn einwirkenden Momentaaikrafte in der Richtung 
der Axen. (u, v, w)y (u\ v\ w') seien die Gomponenten der Geschwindig- 
keit des Massenpunktes in denselben Richtungen grade Tor und grade 
nach dem Stoss. 

Werden die Bewegungsgrossen fn{u' — w), m(y' — v), m{uf — w) 
fOr jeden Massenpunkt umgekehrt^ so stehen sie im Oleichgewicht mit 
den Momentankraften. Mithin erhält man nach dem Princip der vir- 
tuellen Arbeit 

Zm\(y!—u) dx + {v'—v) dy + {uf - w) dd\ = Z{Xdx + Ydy-\- Z80), 

worin dx, dy, Sz kleine willkürliche Yerschiebimgen des Massen- 
punktes m sind, die sich mit den geometrischen Bedingungen des 
Systems vereinigen lassen. 

Dies ist die aUgemeine Gleichung der virtuellen Arbeit; wir werden 
weiter unten sehen^ dass sich die auf den Stoss folgende Bewegung 
des Systems aus ihr ableiten lässt. Für den Augenblick beschäftigen 
wir uns nur mit solchen allgemeinen Eigenschafben der Bewegung^ die 
sich aus dieser Gleichung durch geeignete Wahl der willkürlichen 
Verschiebung ergeben. 

§ 378. Carnot's erstes Theorem^). Wir wollen zuerst annehmen, 
es seien nur solche Momentankräfte vorhanden^ die durch die Actionen 
und Reactionen der Körper, welche das System bilden, hervorgerufen 
werden. (Es mögen z. B. zwei Körper widereinander stossen oder zwei 
Punkte plötzlich durch einen imelastischen Faden verbunden werden.) 
Dann befinden sich diese gegenseitigen Actionen und Reactionen im 

1) Carnot, Priificipea fondamentaux de VdquiUbreet dnmawvement. Paris, 1808, 
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Oleichgewicht und die Summe ihrer virtuellen Arbeiten ist fOr alle 
Yerrückungen, welche den Abstand zwischen den Massenpunkten, die 
aufeinander wirken, nicht ändern, gleich Null. Nimmt man an, die auf- 
einanderstossenden Körper seien unelastisch, so haben gradß nach dem 
Zusammenstoss die Punkte der beiden Körper, die aufeinander treffen, 
keine Trennungsgeschwindigkeit normal zur gemeinschaftlichen Flache 
der Körper. Nehmen wir daher als willkürliche Yerrückung die 
thatsachliche Yerrückung des Systems während der Zeit dt grade nach 
dem Zusammenstoss, so wird die Summe der virtuellen Arbeiten 
der Momentankräfte Null. Setzt man daher dx^^udt, dy^^v'St, 
8g s= wdty so ist 

Sm[iu' — u)u + {v' — v)v-\' {w' — w)io'^ = 0. 
Daher 

Zmiy!^ + v^ + «;'*) = i:m{uu' + vv' + ww'), 

oder in anderer Gestalt 

2;m(tt'* + t;'* + w^) — Zm{u^ + v» + «;«) = 
= — Sm\(u'— tt)*+ {v' — vy^ {uf — wy\. 

Mithin geht hei dem Zusammenstoss unelastischer Korper stets ld)endige 
Eiraft verloren. Dies ist der erste Theil von Carnot's allgemeinem 
Theorem. 

§ 379. Yerallgemeinenuig des Carnot'schen Theorems. Man 
beachte, dass Garnot's Beweis nicht ausschliesslich für Zusammen- 
stösse gilt, sondern für alle Momentankräfte, die in der Gleichung der 
virtuellen Arbeit, als auf die folgende Yerrückimg verwendet, nicht 
auftreten. Ein System kann sich auf hdidnge Art bewegen wnd man 
kann plötßlich neue Zwangshedingungen oder geometrische Beziehungen 
einführen, durch welche einige Massenpunkte gezwungen werden, eine neue 
Bahn einmschlagen» Die Momentankräfte, welche diese Aenderung der 
Bewegung hervorrufen, besitzen die Natur von Beactionen und bei 
der folgenden Bewegung sind ihre virtuellen Arbeiten NuU. Es ergibt 
sich daher, dass lä>endige Kraft verloren geht und dass der Betrag der 
verlorenen lebendigen Kraft der lebendigen Kraft der relativen Bewegung 
gleichkommt. Dies wird auch zuweilen das Bertrand'sche Theorem 
genannt. 

§ 380. Carnot's zweites Theorem. Wir wollen weiter annehmen, 
eine Explosion fände in einem Körper des Systems statt. Dann be- 
wegen sich irgend zwei Massenpunkte, welche im Begriff sind sich zu 
trennen, grade vor dem Stoss so, dass die virtuellen Arbeiten ihrer gegen- 
seitigen Actionen gleich und entgegengesetzt sind, grade nach der 
Explosion braucht dies aber nicht der Fall zu sein. Wir setzen daher 
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jetzt dx^^udtj dy^B^vdty iz^^wdt und erhalten aus der Gleichung 
der virtuellen Momente 

Zmliu' — u)u + (v — t?)t; + (w' — «7)w] — 0, 

oder in anderer Form 

i:fn(u'^ + t;'* + w'«) — 2:m(u^ + v« + tr«) = 

2:m[{u: — uy + (v' — vy + (w' — w)^. 

Daher wird im FaU einer Explosion stets lebendige Erafl gewonnen. 
Dies ist der zweite Theil des Carnot'schen Theorems. 

Carnot's drittes Theorem. Die Körper des Systems sind vollkommen 
elastisch. Stossen zwei elastische Körper aufeinander^ so besteht die ganze 
Wirkung aus zwei Theilen, einer Compressionskraft^ als ob die Körper 
unelastisch wären , und einer Restitutionskrafi; von der Natur einer 
Explosion. Die umstände der beiden Kräfte sind gleich und einander 
entgegengesetzt. Daher wird die bei der Compression verlorene lebendige 
Kraft genau durch die bei der Restitution gewonnene aufgewogen. Dies 
ist der letzte Theil des Carnot'schen Theorems. 

I § 881. Als ein Beispiel zn dem Carnot' sehen Theorem wollen wir das 

' Problem des ballistischen Pendels, das schon in § 124 besprochen wurde, anftlhren. 
, Vor dem Znsanmienstoss ist das Pendel in Rohe und hat die Kugel die Ge- 

schwindigkeit «; die lebendige Kraft ist daher -r-mt^'. Kach dem Zusammenstoss be- 

wegen sich Kugel und Pendel zusammen und ist die lebendige Kraft -jiMV^-^- mi^m\ 

Um die lebendige Kraft der relativen Bewegung zu finden, bemerke man, dass 
(1) die Geschwindigkeit der Kugel von t? in »o übergegangen ist und ihre Bichtung 
um den Winkel ^ sich gedreht hat; die lebendige Knät seiner relativen Bewegung 

ist daher Y n»(f*(D' -|- o' — 2tovcos/3); dass (2) die Winkelgeschwindigkeit des 
' Pendels sich von in o verwandelt hat und daher die lebendige Kraft der rela- 
tiven Bewegung ^MV^to!^ ist. Man erh&lt nach dem Carnot'schen Satz 

! m©« — (itfÄf » + «»»») ai« — «(t»a)« + ««-- 2fa« cos ft + Jlf*'*«» 

I oder reducirt mvt cos ß «^ (MV* -|- «'*) os , 

1 womit die An&ngsbewegung nach dem Stoss gefunden ist. Verschiedene Beispiele 
I für die Anwendung des Carnot'schen Theorems findet man in AppelTs Cowrs 
\ de Micanigue, II, Paris, 1896, S. 496. 



§ 382. Drei Formen der fifleichimg der virtaellen Arbeit Wir 
wollen jetzt die allgemeine Gleichung der virtuellen Arbeit fOr ein 
unter der Wirkung beliebiger Momentankinfte sich bewegendes System 
wieder au&ehmen. Wir haben eben gesehen, dass es zwei Yerrückungen 
gibt; die man mit Yortheil ab willkürliche Yerrückimg wählen kann. 
Die eine föllt mit der Bewegung grade vor^ die andre mit der grade 
nach der Wirkung der Momentankrafte zusammen. Die Gleichungen 
kann man schreiben 

2;m[(ft'— w)u +(v'—v)v+{w'—w)w] — 2:(Xw + Tv+Zw), 

Zm[(u'—u)u'+{v'—v)v'+{u/'-w)w']~i:ixu'+Tv'+Zwy 

Bontb, DTüMBik. I. 22 
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Ausserdem gibt es aber noch viele verschiedene Bewegungen, 
welche geometrisch möglich sind. (y!'y v\ w') seien die Gomponenten 
der Geschwindigkeit des typischen Massenpunktes m für irgend eine 
dieser möglichen Bewegungen. Man kann dann setzen dx^==u'dt, 
dy = v"8t, 8z = w"dt und erhält 

Diese Gleichung enthalt die beiden früheren Falle als Specialfalle. 

Diese mögliche Bewegung hatte man von dem Anfangszustand 
aus durch die Anbringung geeigneter Momentankräfbe erzeugen können. 
Die letzteren mögen durch X.'y T', Z' dargestellt werden. AlaHann wird 
mittelst dieser Kräfte der Zustand (u'^, v"y w") die thatsächliche folgende Be* 
wegung und unsre frühere folgende Bewegung wird eine blosse Variation 
derselben. Es lassen sich auf diese Art drei weitere Gleichungen auf- 
stellen, die man durch Yertauschung von (t*', v\ u/) mit (t*", v', u/') 
und von (X, Y^ Z) mit (X', Yj Z') aus den früheren erhält. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich verschiedene allgemeine Sätze. 
Um iedoch die analytische Untersuchung möglichst einfach zu crestalten, 
wouin wir eine eiiSe Bezeichnungs^eise einführen. 

§ 383. Eine geeig;iiete Bezeielmiuiggweise. T sei die anflugliche lebendige 
Kraft des Systems. T' sei die lebendige Kraft nach der Anbringung einer Gruppe 
von Momentankräft;en, die wir als die Gruppe Ä bezeichnen wollen und die 
resultirende Bewegung möge die Bewegung A heissen. T" sei die lebendige 
Kraft irgend einer möglichen Variation dieser Bewegung, welche wir die Bewegung 
B nennen wollen, und die Kräfte, welche sie erzeugen, seien die Kräfte B, Wir 
haben auch die lebendige Kraft der relativen Bewegung irgend zweier von ihnen 
nöthig. Nimmt man z. B. die beiden ersten und drückt die lebendige Kraft der 
relativen Bewegung durch B^^ aus, so ist 

2Äoi = 2;w[(u' — u)« + (t>' — «)* + {w — w)1 = 

2 r + 2 r — 2i:m{uu' + vv' + low'), 
daher 

£m(uu' + vv' + tow') = r + T' — Äoi • 

Ebenso ergibt sich, wenn man die lebendigen Kräfte der übrigen relativen Be* 
wegungen B^^ und JB^, nennt, 

Die Accente der T auf der rechten Seite und die Indices der B entsprechen 
daher in allen drei Gleichungen den Accenten auf der linken Seite. 

Die drei Gleichungen, welche in § 382 aus dem Princip der virtuellen Arbeit 
abgeleitet wurden, lassen sich daher schreiben 

T' — T — Bf^^ =: virt. Arb. der Kräfte A bei der anfänglich gegebenen Bewegung, 

r'— r + J?oi = virt. Arb. der Kräffce A bei der Bewegung A, 

T— T — jBi, + JJ„ = virt. Arb. der Kräfte A bei der Bewegung B, 

wobei der Divisor dt auf der rechten Seite der Kürze halber weggelassen wurde. Man 
kann statt dessen auch sagen, die rechten Seiten drückten die Geschwindigkeit aus, 
mit welcher die Kräfte A bei den bezüglichen Bewegungen Arbeit verrichten oder 



J 
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auch die rechten Seiten drückten die Summen der Producte, die man durch 
Multiplication einer jeden Kraft mit der Componenten der Geschwindigkeit ihres 
Angriffspunktes in der Richtung der Kraft erhält, für die betreffende specielle 
Bewegung aus. 

§ 384. Die dureh MomentankrSfte erzeugte Aendernng der lebendigen 
Kraft Durch Addition der beiden Gleichungen des § 382 

Sm{u — u)u + • • • = ZXu + ' • •, 

i:m{u — u)v! '\ = 2:Xtt'-| 

erhält man 

Zm{u^— M«) H = SX{u' + m) H . 

Da die linke Seite die Differenz zwischen der lebendigen Eraft vor 
und nach der Wirkung der Stosskrafte ist, so gelangen wir zu dem 
folgenden Theorem: Wenn MomentanJoräfte auf ein sich bewegendes 
System wirken, so ist die Aenderung der lebendigen Kraft der Summe 
der Producte gleich, welche man durch MtUHplica^ion einer jeden Momentan- 
hraft mit dem mittleren Werth der Comjponenten der Geschwindigkeiten 
ihres Angriff spunktes grade vor und grade nach der Wirkung der Momentan- 
kraß in der Bichiung dieser Eraft erhalt. Ein anderer Beweis dieses 
Theorems für den Fall eines einffdnen Körpers ist in § 346 gegeben 
wordeiL 

§ 385. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung. Durch 
Subtraction erhalt man aus den beiden Gleichungen des § 382^ nämlich 

Sm{u' — u)u + •••«= 2^Xu + • • • , 

Smiu' — u)u -^ = ZXu' -{ , 

die Gleichung 

Zm{u' — w)* H = ZX{u'—u) H 

Wenn daher Momentanhräfte awf ein sich bewegendes System wirken, so 
ist die lebendige Kraft der relativen Bewegung der Summe der Producte 
gleich, welche man durch Multiplication einer jeden Momentankraft mit 
dem halben Ueberschuss der Componente der Oesdiwindigkeit ihres Angriffs- 
punktes grade nach über die grade vor der Wirkung der Momentankraft 
in der Bichtung dieser Kraft erhalt. 

§ 386. Zwei verschiedene Arten von Stossen lassen sich vorstellen; 
(1) kaim man sich denken, gewisse Punkte des Systems wfirden plötzlich 
ergriffen und gezwungen, sich mit gegebener Geschwindigkeit in einer 
vorgeschriebenen Art zu bewegen, wie in § 288; (2) kann man an- 
nehmen, gegebene Momentankräfte wirkten auf gewisse Punkte wie in 
§ 306. In dem ersten Fall sind die resultirenden Verschiebungen der 
Angriffspunkte der Momentankräfte X, Y, Z gegeben, die Momentan- 
kräffce selbst dagegen unbekannt. In dem letzteren sind die Momentan- 

22 ♦ 
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kräfte Xy Y^ Z gegeben, dagegen die Verschiebungen der Angriffs- 
punkte nicht bekannt. Oder auch im ersten Fall ist der Zwang ge- 
geben, im zweiten die Momentankrafte. Wir wollen sie nacheinander 
untersuchen. 

Der Zwang sei gegeben. Dem System mögen zwei verschiedene 
virtuelle Verschiebungen gegeben werden, welche sich beide mit den yor- 
geschriebenen Bedingungen vertragen. Die eine von ihnen habe die 
Richtung der thatsachlichen Bewegung; es ist dann 

£m{u' — w) w' H = SXu' -I , 

worin auf der rechten Seite w', v\ w den vorgeschriebenen Ver- 
schiebungen der Angriffispunkte der Momentankräfte proportional sind 
und auf der linken u , v'y uf den thatsachlichen Verschiebungen des 
Massenpunktes m. 

Die zweite Verschiebung möge die Richtung irgend einer geo- 
metrisch möglichen Bewegung des Systems haben; dann ist 

Em{u'—u)u" H = 2:Xu' H , 

worin w", v", w' die Gomponenten der Geschwindigkeit des Punktes m 
bei dieser hypothetischen Bewegung, die Factoren von X, F, Z auf 
der Rechten aber die nämlichen wie zuvor sind, weil die Bewegungen 
der Angriffspunkte vorgeschrieben sind. Man erhält daher 

2Jw(u' — tt) tt' + • • • = Sm(u — m) tt" -| 

und daraus 

Smiu'—uf H 1- Zm{u"—uy H = Zm{u' — uy H . 

Jede dieser Summen ist die doppelte lebendige Kraft einer relativen 
Bewegung. Stellt man sie durch 2R^y 2B^^y 2Byg^ dar (§ 383), so 
ergibt sich 

Daraus folgt, dass R^ grösser als 12^^ ist. Wenn daher Momentan- 
kräfte auf ein sich bewegendes System wirken und die Verschidmngen der 
Angriffspunkte in der Zeit dt vorgeschrieben sindy so ist die (haisäddidie 
Bewegung derart, dass die lebendige Kraft der relativen Bewegung vor- 
her und nachher kleiner isty als wenn das System irgend einen andern 
Weg nähme. 

§ 387. Eelvin's Theorem. Oeht das System vom Zustand der 
Ruhe aus, so sind die durch m, v, w dargestellten Geschwindigkeiten 
Null. Man erhält dann, wie in dem letzten Paragraphen, 

Smu^ -^ = ümuu" -| — • ; 

daher 

Smu'^ -I f- Sm{u" — uy H = Emu"^ -\ . 

Bezeichnet man, wie in § 283, die lebendige Kraft der thatsachlichen 
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Bewegung nach dem Stoss mit Ty die der hypothetischen Bewegung 
mit T"j der relativen mit JZ^s; so wird die Gleichimg 

Befindet sich mUhin ein System in Ruhe und unrd durch Stösse 
oder Schläge auf gegebene Punkte so in Bewegung gesetzt, dass die Be- 
wegungen dieser Punkte vorgeschrieben sind, dann ist die lebendige Kraß 
der mm folgenden Bewegung geringer, cAs die jeder andern hgpofhetisdien 
Bewegung des Systems, bei welcher diese Punkte die vorgeschriebene Be- 
wegung haben. Natural Philosophy von Thomson und Tait Art. 312. 

§ 388. Die Momentankräfte seien gegeben. Man betrachte zwei 
geometrisch mögliche Bewegungen des Systems. Die eine sei die that- 
sächliche Bewegung, bei welcher u\ Vj w' die Gomponenten der Oe- 
schwindigkeit des Massenpunktes m sind, imd die zweite sei irgend eine 
andre Bewegung derart, dass wir das System durch Einführung des 
richtigen Zwangs ohne Reibung nöthigen können diese Bewegung an- 
zunehmen. Jeder Punkt möge z. B. dadurch, dass man ihn, wie ein 
Eügelchen, an einen glatten Draht befestigt, gezwungen werden, sich 
in einer geometrisch möglichen Richtung zu bewegen. %i\ v'\ w" soUen 
die Gomponenten der Geschwindigkeit des Massenpunktes m bei dieser 
Bewegung darstellen. 

GUbt man dem System unter der Annahme, es besitze die erste 
Bewegung, eine virtueUe Yerrückung in der Richtung der zweiten, so ist 

Emiji — w)m" -J = ZXvl' H 

Nimmt man nun an, das System habe die zweite Bewegung und 
beachtet, dass die Arbeit der Zwangsreactionen Null ist, (§ 362), so 
erhält man 

2m(u" — u)u'' H = ZXu'' H ; 

daher 

2:w(ti' — w)t4" -\ = 27i»(t*" — u)w" H 

und 

£m(u' — uy H 1- Zmu"^ H = Smt^^ H . 

Bezeichnet man mit T" die lebendige Kraft der thatsächlichen Be- 
wegung nach dem Stoss, mit T' die der hypothetischen, und mit 22^, 
die der relativen, so gibt diese Gleichung 

Daraus folgt, dass T grösser ist als T". Angenommen also, es wirkten 
auf ein in Bewegung befindliches System irgend welche Momentankräfte, 
so ist die lebendige Kraft der nun folgenden Bewegung grösser, als wenn 
das System eusätzlichen Zwangsbedingungen unterw(/rfen und von den- 
selben Momentankräften angegriffen würde. Wir kommen so zu einem 
Theorem von Lagrange, das zuerst von Delaunay in Liouville's 
Journal, Vol. Y und später von Bertrand in seinen Noten zur Mmmique 
andlytique yerallgemeinert wurde. Siehe § 379. 
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Vergleicht man die Theoreme Eelvin's und Bertrand's^ so ist 
ersichtlich, dass man bei gegebener Bewegung der Angriffspunkte 
der Momentankräfte die folgende Bewegung dadurch finden kann, dass 
man die lebendige Kraft zu einem Minimum, bei gegebenen Momentan- 
knlften dagegen dadurch, dass man Zwangsbedingungen einführt und 
die lebendige Ejraft zu einem Mcudmum macht. 

Beispiele. Zum bessern Yerstftndniss der beiden Sätze wollen wir ihre An- 
wendung auf einige einfache Fälle der Bewegung untersuchen. 

Beisp. 1. Ein in Buhe befindlicher Körper, von welchem ein Punkt fest- 
liegt, wird von einer gegebenen Momentankraft getroffen; num finde die resuttirende 
Bewegung. Siehe §§ 808, 810. 

L, M, N seien die gegebenen Componenten der Momentankraft um die 
Hauptazen für 0. Wenn sich nun der Körper um eine im Bnum festliegende Axe, 
deren Richtungscosinusse (7, m, n) sind, zu drehen beginnt, so findet man nach 
§ 89 die Winkelgeschwindigkeit a> aus 

iÄl*+Bm^+ Cn*)m^Ll + Mm + Nn. 

Um die Axen zu finden^ um welche sich der KOrper, wenn er frei ist, zu 
drehen beginnt, muss man nach dem Lagrange 'sehen Theorem die lebendige 
Kraft zu einem Maximum machen. Man setze also 

{Äl^ + Bm* + Cn^ CO* = Maximum, 

wobei noch die Bedingung besteht 2' -|- m' -|- n* = 1 . Behandelt man die drei 

Gleichungen auf die gewöhnliche aus der Differentialrechnung bekannte Art, so 

ergibt sich 

Äl BmCn 

X ■" M ^ N' 

Diese Gleichungen bestimmen die Bichtungscosinusse der Axe, um die der 
Körper sich zu drehen beginnt. 

Beisp. 2. Vier gleiche Stäbe, die sich in Buhe befinden, sind durch glatte 

Gelenke so miteinander yerbunden, dass sie einen Bhombus AB CD bilden, dessen 

Winkel bei Ä, 60^ beträgt. Man beweise mittelst des Kelyin'schen Satzes, dass 

die Anfangswinkelgesch windigkeit eines jeden Stabes, wenn die Ecke Ä plötzlich 

mit der G^chwindigkeit V in der Richtung der Diagonale CA bewegt wird, 

SV 

-r— ist, unter 2 a die LSnge eines Stabes verstanden. 

7a ' ° 

Bedeutet 26 den Winkel bei A und cd die Winkelgeschwindigkeit eines 
Stabes, so ist die lebendige Kraft 

yF» + 4Faai sine + 5a*(D*8in"0 + o«a>«cos«ö + *■«"; 

setzt man ihren Differentialquotienten in Bezug auf m gleich Null, er erhält man 
den AnfieuQgswerth Yon cd, der das gesuchte Resultat liefert, wenn 20 »=60® ist 

Beisp. 8. Ein Körper, von dem ein Punkt im Raum festliegt, befindet 
sich in Bewegung. Plötzlich wird eine im Körper festliegende Gerade OC ge- 
zwungen, sich um auf gegebene Art zu drehen; man finde die Bewegung; 
§298. 

Die augenblickliche Lage yon OC sei die e-Axe, Die vorhergehende Be- 
wegung des Körpers sei durch die Winkelgeschwindigkeiten o^, «o,, o, gegeben 
und die yorgeschriebene Bewegung von OC durch die Winkelgeschwindigkeiten 
6, tp um die x- und y-Axe. 52 sei die gesuchte Winkelgeschwindigkeit des Körpers 
um Ob. Die doppelte lebendige Kraft der relativen Bewegung yorher und nachher ist 
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2 JE? (6 — (Dl) (Ä — ©,) — 2 F{ß ~ ©i) (9 — ö,) . 

Sie ist nach § 886 zn einem Minimum zu machen. Durch Differentiation in Bezug 
auf Sl erhält man 

C(a — »,) — D (9 — «,) — J&(ö — (Dl) = , 

wodurch ausgedrückt wird, dass die Winkelbewegungsgrösse um OC unverändert 
bleibt. 

Beisp. 4. Einen in Buhe befindlichen Stab AB trifft eine Stosskraft F 
senkrecht zu seiner Länge auf das Ende A^ welches sich mit der Geschwindigkeit 
f zu bewegen beginnt. Man finde den Punkt in. AB^ um welchen der Stab zu 
rotiren beginnt, (1) wenn J^, (2) wenn f gegeben ist. Man setze AO =^ x und 
zeige, dass sowohl nach Kelvin *s wie nach Lagrange's oder Bertrand's 
Theorem dieselbe Function von x zu einem Minimum gemacht werden muss. 

Beisp. 6. Ein System bewegt sich auf beliebige Art. Ein Stoss wird einem 
Ptmkt senkrecht zu der Bewegungsrichtung des Punktes gegeben. Man beweise, 
dass die lebendige Kraft wächst. 

Dies folgt aus der ersten der Grleichungen in § 383 ; denn die virtuelle Arbeit 
dieser Kraft (dort A genannt) verschwindet bei der Anfangsbewegung. Daher ist 

Beisp. 6. Wenn auf ein in Buhe befindliches System zwei verschiedene 
Gruppen von Momentankrilfken wirken, die A und B heissen mögen, so wird es 
zwei verschiedene Bewegungen annehmen. 

Man beweise, dass die Summe der virtueUen Arbeiten der Kräfte A in Be- 
zug auf Yerrückungen, die durch die Geschvmidigkeiten bei der Bewegung B 
dargestellt werden, der Summe der virtuellen Arbeiten der Kräfte B für Yer- 
rückungen, die durch die Geschviindigkeiten bei der Bewegung A dargestellt 
werden, gleich ist. 

Da r=«0, T' =i2oi und T"^B^^ ist, so ergibt sich die Antwort durch die 
Zusammenstellung der dritten Gleichungen in den §§ 883 und 388. 

§ 389. UnTOllkoniiiieii elastisehe und rauhe K5rper. Stossen zwei Körper 
eines unvollkommen elastischen und rauhen Systems widereinander, so lassen sich 
aus den Gleichungen des § 382 einige Ausdehnungen des Garnot*schen Theorems 
ableiten. 

(u, V, w), (u', t?', «?'), (u", »", tr") seien die Gomponenten der Geschwindig- 
keit eines Massenpunktes m, grade ehe der Stoss beginnt^ in dem Moment der 
grössten Gompression und grade nach dem Ende des Stosses. Die lebendige Kraft 
des Systems möge in jedem dieser Augenblicke mit T, T\ T' bezeichnet werden 
und die lebendige Ejraft der relativen Bewegung für je zwei solche Augenblicke 
mit B^^ , JBj, , l?o, . 

Wenn die aufeinander stossenden Körper voUkammen glatt sind, so erhält man 
auf dieselbe Art wie in den §§ 378, 380 

2;m [(tt' — tt) w + etc.] = (1), 

Zm [(u"— w) tt' + etc.] = (2). 

Da der ganze Zusammenstoss der beiden Körper zu dem Zusammenstoss bis 
zur Zeit der stärksten Gompression in dem Yerhältniss von 1 -|- « zu 1 steht, so 
lassen sich aus §882 die beiden folgenden Gleichungen ableiten 

27w [(i*"— tt) 1* + etc.] = (1 + e) -Sw [(u — tt) u + etc.] . . . (3), 
-Sm [(«"- f») u"+ etc.] = (1 + c) 27m [(u' — tt) tt"+ etc.] ... (4). 
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Die linke Seite einer jeden dieser Gleichnngen igt, wenn man sie mit dt 
mnltiplicirt, der virtuellen Arbeit der ganzen Stosskraft gleich und die rechte 
nach Multiplication mit dt der yirtnellen Arbeit des Gompressionsstosses. Sie sind 
auf dieselbe Yerrückung bezogen und stehen daher in dem Yerhältniss 1 4- ^ : 1 • 
In der ersten Gleichung ist die gewählte Yerrückung die thats&chliche Yerrfickung 
grade Tor, in der zweiten die grade nach dem Zusammentreffen. Beide sind mit 
den geometrischen Bedingungen vereinbar. 

Den obigen vier Gleichungen kann man die passende Gestalt geben 

r-r — s,, (6), 

r — r— J2j, (6), 

r'-r(l + e) + er-2^,-(l + e)B,, (7). 

r'~r(l + e) + «T-eJ?,,-(l + e)5„ (8). 

Eliminizt man die B aus diesen Gleichungen, so eigibt sich 

j"_ r — — «" (r— T) (9). 

Der Oewnm an lebendiger Kraft in Folge der SeetiMion iet daher dem Ver- 
lust an solcher in Folge der Compression, mit e' muUiplicirt, glekh. 
Durch Elimination der T findet man die Gleichungen 

■^.-(ifV*-^ <"> 

und durch Elimination von T', 22^|, B^^ 

r'-T — j^JJi. (11). 

welche man als eine Ausdehnung des dritten C am o tischen Theorems in § 380 
ansehen kann. 

Wir wollen tum weiter annehmen, die aufeinander etoesenden Körper seien 
rauh, glitten während des ganzen Zusammenstosses aufeinander und die Reibung 
behielte dabei stets dieselbe Richtung bei Die Reibung steht dann während des 
ganzen Zusammenstosses in einem constanten Yerhältniss zum Normaldruck. Die 
Gleichungen (3) und (4) gelten wie zuvor, dagegen verlieren die getrennten Glei- 
chungen (1) und (2) ihre Gültigkeit und statt ihrer lässt sich die einzelne auf- 
stellen 

27w[(t^'— i«)f»'-fetc.] = (l-fe)2;ifi[(H'— i*)W + etc.] ■ • . (12), 

wenn man so verfährt wie bei den Gleichungen (3) und (4). Die Gleichung (12) 
kann man in der Form ausdrücken 

r'-r(l + e) + eT-B„+eB,, (18). 

Veremigt man (18) mit (7) nnd (8), so hat man drei Gleichangeo vwischen den 
sechs Grossen T, T, T', JR,, , 2^, , JR,, . Man findet leicht 

H ,. •«.» _B,, r'-r(l + e)+eT 

Aus diesen Gleichungen lässt sich der folgende Satz ableiten: 

Wenn ein Körper eines Systems wieder einen andern stösst, so stehen die drei 
Stadien der Bewegung (nämiich das grade vor, das grade nath dem Zusammentoss 
und das im Moment der stärksten Compression) in einer solchen Besiehung su- 
einander, dass die lebendige Kraft der relativen Bewegung irgend zweier su der 
lebendigen Kraft der relativen Bewegung zweier anderer ein Yerhältniss hat, das 
nur von dem Elasticitätsooefficienten abhängt. 
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Man nehme an, auf das System "wirke eine Momentankraft, deren Bichtnng 
im Baum w&hrend ihrer Wirkungszeit unverändert bleibt. Ein dem obigen ähn- 
licher Satz gilt dann f&r beliebige drei Momente der Wirknngszeit dieser 
Momentankraft, vorausgesetzt, dass diese Momente derart sind, dass die ganze in 
dem Interrall zwischen dem ersten und zweiten Moment ausgeübte Stosskraft in 
einem bekannten Yerhftltniss (z. B. 1 : e) zu der ganzen in dem Intervall zwischen 
dem zweiten und dritten Moment ausgeübten Stosskraft steht. 

Bezeichnet man die lebendigen Er&fte des Systems in den drei Momenten 
mit T, jT', T" wie zuvor und die lebendigen Er&fte der relativen Bewegungen 
mit JS^j , JB^, , üi, , so gelten die Gleichungen (3), (4) und (12) ftlr die Bewegungen 
des Systems in den drei Momenten. Die Gleichung (14) liefert daher dieselben 
Beziehungen, wie vorher, zwischen den sechs Ghrössen T, T, T\ "B^^ , 12^, , 22^1 . 

Einen leichten Beweis dieses Satzes erhält man durch Gombination der Re- 
sultate der g§ 386, 386 mit g 313. X sei eine Stosskraft, die Axe der x laufe 
ihrer Richtung parallel. Nach § 386 ist die lebendige Kraft der relativen Be- 
wegung vor und nach dem Stoss X(u' — i*) proportional. Nach §313 ist aber 
w' — M eine lineare Function von 2 und verschwindet mit X ^ — «ist daher X 
proportional. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung ist daher X* propor- 
tional Daraus folgt unmittelbar, dass B^^ , J2^, , J2|, proportional zu 1, (1 -f- e)', e' sind. 

Der Rest des Satzes geht aus § 386 hervor. Stellt jetzt X den Stoss von 
dem ersten bis zum zweiten Moment dar, so hat man 

Es folgt leicht 

T'— T- 1 (r- T) — ix« (u"- i»). 

Da die rechte Seite dieser Gleiehtmg nach $ 886 gleich J^^t ^ i ^^t, so 
wäre damit auch der Rest der Gl. (14) bewiesen. 

Wenn zwei elastische Systeme aufeinander stossen, so gelten die in Gleichung 
(14) enthaltenen Sätze für den Stoss auf jedes System. Man erhält sie daher 
durch einfache Addition für die beiden zusammenstossenden Systeme, wenn man 
sie als ein einziges System betrachtet. 

g 390. Das Gauss'sehe Maass für den ,^waDg*'. Den in den vorstehenden 
Paragraphen 22 genannten Ausdruck, welcher die lebendige Kraft der relativen 
Bewegung darstellt, hat Gauss auf andre Art interpretirt. Die Massenpunkte 
Uli, »4, etc. eines Systems mOgen grade vor der Wirkung beliebiger Momentan- 
kiäfte Lagen einnelunen , die wir |i| , p, , etc. nennen wollen. Wir wollen an- 
nehmen, die Massenpunkte würden, loemi Bit frei find, imter der Einwirkung 
dieser Momentankräfte und ihrer früheren BewegungsgrOssen solche (Geschwindig- 
keiten erlangen, dass sie in der Zeit dt, welche auf den Stoss folgt, die kleinen 
Strecken jPi g^ , p^g^j etc. beschreiben würden. Wenn die Massenpunkte aber auf 
irgend eine Art, die sich mit den grade vor der Wirkung der Momentankräfte 
gdtenden geometrischen Bedingungen vertiAgt, einem Zwang unUrliegen, so mögen 
sie in Folge derselben Momentankräfte und ihrer früheren BewegungsgrOssen in der 
auf den Stoss folgenden Zeit dt die kleinen Strecken Pir^, A^n ^- beschreiben. 
Die Strecken ^r^, g^r,, etc. kann man dann die Deviationen von der freien Be- 
wegung in Folge des Zwanges nennen. Die Summe £m (gry heisst der „Zwangt*. 

g 391. Man kann den Zwang auch durch das Yerhältniss dieser Summe zu 
{di)* messen. Alsdann stellen piq^, etc., Pifi, etc. nicht die Verschiebungen iu 
der Zeit dt dar, sondern die Geschwindigkeiten der Massenpunkte grade nach der 
Wirkung der Kräfte üi den beiden Fällen, in welchen die Punkte frei oder ge- 
zwungen sind. In Bezug auf das D'Alembert^sche Princip g 67 ist ersichtlich. 
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dass pq die Resultante der früheren Geschwindigkeit und derjenigen ist, welche 
durch die gegebene an dem typischen Massenpunkt m angreifende Kraft erzeugt 
wird, während qr die durch die Molekularkr&fte erzeugte Geschwindigkeit dar> 
stellt *), 

Nimmt man an, die L&ngen pq, pr, etc. stellten Geschwindigkeiten und 
nicht Verschiebungen dar und sind (u, v, to) die Gomponenten von pq bei irgend 
einer Bewegung und (u\ v\ vf) die Gomponenten von pr bei einer andern Be- 
wegung, so misst 

Zm (qr)* =■ Zm[(u' — «)• + {v'— ©)• + («?'— w)*] 

den „Zwang*^ von der einen Bewegung zur andern. Dies ist genau dasselbe, was 
wir mit 2i2 unter Beifügung von Indices zur Bezeichnung der beiden verglichenen 
Bewegungen dargestellt haben. 

§ 892. Das Ganss'setae Prineip des kleiiiiteii Zwanges. Auf ein System von 
Massenpunkten, die sich in Bewegung befinden und irgend einem gegebenen 
Zwang unterliegen, möge eine gegebene B«ihe von Momentankräften wirken und 
T' sei die lebendige Kraft der folgenden Bewegung. Dies ist die thatsächliche 
Bewegung, welche das System macht. Nehmen wir weiter an, die Massenpunkte 
würden durch Einführung weiteren Zwanges genöthigt, eine hypothetische mit den 
geometrischen Bedingungen verträgliche Bewegung auszuführen und T" sei die 
folgende lebendige Kraft bei dieser hypothetischen Bewegung. Drittens wollen 
wir annehmen, jeder Zwang würde entfernt und auf die Massenpunkte wirkte 
lediglich das gegebene System von Momentankräften. 7"' sei die folgende 
lebendige Kraft bei dieser freien Bewegung. T sei die ani^gliche allen drei Be- 
wegungen gemeinschaftliche lebendige Kraft. 22^,, Jß|g, R^^ seien die lebendigen 
Kräfte der relativen Bewegungen der ersten, zweiten und dritten folgenden Be- 
wegungen, wie die Indices angeben. 

Nach Bertrand *8 Satz ist, weil die hypothetische Bewegung grösserem 
Zwang, als die thatsächliche, unterliegt. 

Da femer diese beiden mehr Zwang erleiden, als die freie Bewegung, 

r"« r + Äi» , 
r"= r'-f- R,, , 

woraus man JR,, ^ B^^ + i2|, erhält. 



1) Gauss beweist das Prineip etwa so: Nach dem D'Alemb er tischen Prineip 
würden die Massenpunkte ntj, m^, etc., in die Lagen r,, r,, etc. gebracht, unter 
der Wirkung dieser Molekularkräfte allein sich im Gleichgewicht befinden. Man 
wende das Prineip der virtuellen Arbeit an und gebe dem System eine solche 
Lagenänderung, dass der typische Massenpunkt m die Strecke rg beschreibt, 
welche den Winkel q> mit der Richtung rq der an m angreifenden Molekularkraft 
macht. Da nun das Product m {rq) die Molekularkraft an m misst, so erhält man 

Zm (rg) (r^ cos qp) = . 
Es ist aber 

gp» BB qr* -)- r^« — 2gr • r^ cos 9 , 

woraus sich leicht ergibt 

2;fn(g^)»= Zm(qr)* + Zm{rify . 

Bei der thatsächlichen Bewegung kommen die Massenpunkte von p^ , etc. nach 
r^, etc. und der „Zwang** ist Zm{qr)*, Wären die Massenpunkte gezwungen 
worden, eine andre hypothetische Bahn einzuschlagen, welche sie an die Orte 
Qii ^^' geführt hätte, so würde der „Zwang** Zm{qQ)* gewesen sein. Das Gauss- 
Bche Prineip stellt fest, dass der erstere immer kleiner als der letztere ist. 
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E^^ ist also immer grösser als iZj, . Daraus folgt, dass die Bewegung, 
welche das System thatsächlicli ausführt, wenn irgend welche Momentankräfte 
auf dasselbe wirken, derart ist, dass der „Zwang^\ der es aus der freien Bewegung 
wegleitet, kleiner ist, als wenn das System irgend eine andre mit den geometrischen 
Bedingungen verträgliche Bewegung machte. Dieser Satz gilt für jede Bichtung, 
in welcher der „Zwangt* gemessen wird. 

§ 398. Nimmt man an, auf das System wirke eine continuirliche Reihe von 
unbegrenzt kleinen Momentankräften, so kann man diese als endliche EiAfte an- 
sehen und kommt so zu dem folgenden Theorem, das man das Gau88*8che Princip 
des kleinsten Zwanges zu nennen pflegt. 

Die Bewegung eines Systems materieller durch irgend toeHche geometrischen 
Beziehungen verbundener PiMkte erfolgt stets in möglichster Uebereinstimmung mit 
der freien Bewegung, d. h. wenn der Zwang während der Zeit dt durch die Summe 
der Producte gemessen wird, welche man dur<^ MuÜiplicaUon der Masse eines jeden 
Punktes mit dem Quadrat seines Äbstandes am Ende dieser Zeit von der Lage, 
welche er bei freier Bewegung eingenommen hätte, erhält, alsdann ist die ^uUsäih' 
liehe Bewegung während der Zeit dt immer so, dass der Zwang kleiner ist, aJs wenn 
die Massenpunkte in irgend eine andre Lage gekommen wären. 

Gauss bemerkt, dass die freien Bewegungen der Massenpunkte, wenn sie mit 
den geometrischen Bedingungen des Systems nicht zu vereinigen sind, in genau der- 
selben Weise geändert werden, wie man in der praktischen Geometrie die durch 
Beobachtungen erhaltenen Resultate mittelst der Methode der kleinsten Quadrate 
so modificire, dass sie mit den geometrischen Beziehungen der Messung im Ein- 
klang ständen. MObius hat, wohl in Folge dieser Bemerkung, den Satz das 
Princip der kleinsten Quadrate genannt^). 

§ 394. Beisp. Auf eine ÄnMohl von Massenpunkten m^, m^ , etc. wirken be- 
liebige Kräfte, deren Componenten m^^X^, m^T^, m^2!^, etc. sind. Die CoordincUen 
^f yi> 'i>* ^f y%f ^t> ^' ^ Punkte sind dur^h eine Beziehung wie (p{Xi,etc.)'=0 
miteinander verbunden. (So können z. B. die Massenpunkte Kügelchen sein, welche 
auf einen Faden von gegebener Länge und mit zusammengehnfOpften Enden auf- 
gereiht sind.) Man soü die Bewegwngsgleichwngen bilden. 

ü, F, W seien die Componenten der Geschwindigkeit des typischen Massen- 
punktes m zur Zeit t; u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit grade nach 
der Wirkung der Stosskraft, deren Componenten mX dt, mT dt, mZ dt sind, 
unter der Voraussetzung, dass der Massenpunkt vollkommen frei ist. Weil aber 
der typische Massenpxmkt nicht vollkommen frei ist, so mOgen u', ff, w* die 
Componenten seiner Üiatsächlichen Geschwindigkeit in demselben Augenblick sein. 
Um nun vi, v', w' zu finden, mache man 

JRi, = 2;i»[(v' — u)* -f- (©' — «)«+ rw' — «?)•] — Minimum, 

worin 27 die Summirung für alle Massenpunkte angibt. Diese Grösse muss ein 
Minimum sein fOr alle Yaiiationen von u', v', w\ welche der Bedingung unter- 
liegen 

worin H wieder die Summirung fOr alle Indices angibt. 

Damit B^^ ein Minimum wird, nehmen wir das totale Differenzial einer 
jeden dieser Grössen in Bezug auf aUe accentuirten Buchstaben als Variable, 



1) Siehe Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik 
\ (Crelle's Joum. Bd. 4, S. 232, 1829); Scheffler, Ueber das Gauss'sche Grund- 
; gesetz der Mechanik (Schlömilch*s Zeitschrift fOr Math. u. Phys. 8. Jahrg. 1868. 
;' S. 197). 
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multipliciren die zweite mit einem unbestimmten Factor l nnd addiren die Resultate. 
Setzt man die Goefficienten von du\ etc. gleich Null, so erhält man die drei 
typischen Gleichungen 

»(W — u) + ^9g — , m (©' — t^) + ^9p = , fii(fo' — fr) + ^9>, = . 

Bringt man Indices an, so reichen die Gleichungen aus, um X und die {u\ v\ uf) 
eines jeden Massenpunktes zu finden. 

Man kann diesen Gleichungen eine andre Gestalt geben. Da ü und u' zwei 
in dem Intervall dt aufeinander folgende Werthe derselben Grösse bei der stetigen 

hier in Betracht gezogenen Bewegung sind, so l&sst sich setzen u — IJ^=*-jt dt. 

dt 

Da u die Componente der Geschwindigkeit nach dem Stoss bei freier Bewegung 

des Punktes ist, so hat man u — Ü^^Xdt Die Gleichungen werden daher 



m 



(^ — x) + f*qp, = 0, etc.. 



worin {tdt statt X geschrieben worden ist. 

Die Gleichungen in dieser Gestalt hätte man direct aus dem Princip der 
virtuellen Arbeit ableiten können. Nach diesem Princip ist 

Zifif"/^ — X\ ^o; 4- etc."! — 

mit der Bedingung 

2[(Bpgdx + etc.] — . 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit einem unbestimmten Factor ^, 
addirt und setzt die Goefficienten von da?, etc. gleich Null, so erh&lt man das- 
selbe Resultat wie zuvor. 

Beispiele zum Prineip der lebendigen Kraft 

(Mit Ausnahme der beiden letzten den Examination Papers entnommen, die auf 

der Universität und den GoUeges gegeben wurden.) 

1. Eine Archimedische Schraube kann sich frei um ihre Axe drehen, welche 
in verticaler Lage festliegt; ein schwerer Punkt wird in den höchsten Punkt 
der Bohre gelegt und läuft in derselben herab; man bestimme die ganze der 
Schraube mitgetheilte Winkelgeschwindigkeit. 

Resultat, n sei das Yerhältniss der Masse der Schraube zu der des Massen- 
punktes, a der Winkel, den die Tangente an die Schraube mit dem Horizont 
macht, h die Höhe, um welche der Massenpunkt sich gesenkt hat, a der Radius. 
Man beweise, dass o'a'(« -^ l)(n -|- sin' a) =: 2gh cos* a ist, unter m die er- 
zeugte Winkelgeschwindigkeit verstanden. 

2. Eine dünne kreisförmige Röhre, in welcher sich ein schwerer Punkt be- 
findet, wird um einen verticalen Durchmesser in Rotation gesetzt. Man zeige, 
dass der Unterschied der Quadrate der absoluten Geschwindigkeiten des Massen- 
punktes an irgend zwei gegebenen Punkten der Röhre, die gleichen Abstand von 
der Axe haben, für alle Anfangsgeschwindigkeiten des Massenpunktes und der 
Röhre derselbe ist. 

S. Ein kreisförmiger Ring von Draht, welcher eine kleine Kugel trägt, liegt 
auf einem glatten horizontalen Tisch; ein elastischer Faden, der in natürlichem 
Zustand kürzer als der Durchmesser des Ringes ist, wird mit seinem einen Ende 
an die Kugel und dem andern an einen Punkt des Drahtes befestigt; die Kugel 
wird anfänglich so placirt, dass der Faden nahezu mit einem Durchmesser des 
Ringes zusammenfällt; man finde die lebendige Kraft des Systems, wenn sich der 
Faden auf seine ursprüngliche Länge zusammengezogen hat. § 848. 
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4. Eine grade Bohre von gegebener Länge kann dch in einer horizontalen 
Ebene frei um ihr eines Ende drehen; zwei gleiche Massenpunkte werden an ver- 
Bchiedenen Stellen im Znstand der Rnhe in sie gelegt; dem System wird nun 
eine Winkelgeschwindigkeit gegeben; man bestimme die Geschwindigkeit eines 
jeden Massenpunktes beim Verlassen der Röhre. 

6. In eine glatte kreisförmige Bohre von der Masse M werden zwei gleiche 
Punkte von der Masse m gelegt, die durch einen elastischen Faden miteinander 

verbunden sind, dessen natürliche L&nge — des ümfanges beträgt. Der Faden 

wird ausgedehnt, bis sich die Massenpunkte berühren, wobei die BOhre flach auf 
einem horizontalen glatten Tisch liegt, und das System sich selbst überlassen. 
Man zeige, dass, wenn der Faden seine natürliche L&nge wieder erreicht, die 
thatsächliche Energie der beiden Massenpunkte sich zu der beim Ausdehnen des 
Fadens verrichteten Arbeit verhält wie 

2(itf • + Jtfw 4- m«) : (Jtf + 2«) (2 Jtf + ») . 

6. Eine endlose, biegsame und unausdehnbare Kette, deren Masse pro 
Längeneinheit für die eine stetige Hälfte f», für die andre f»' ist, wird über zwei 
gleiche vollkommen rauhe gleichförmige Ereisscheiben (Radius a, Masse M) ge- 
spannt, welche sich frei um ihre im Abstand h in derselben Verticalen liegende 
Mittelpunkte drehen können. Man beweise, dass die Zeit einer kleinen Schwingung 
der Kette unter dem Einfluss der Schwere 



,!/■ 



^^,;M+ina + h){jL + y:) 



ist. r 2 (/* — - ^') ^ 

7. Zwei Punkte von den Massen m, m' sind durch einen unelastischen Faden 
von der Länge a verbunden. Der erste wird in eine glatte, grade Rinne gelegt 
und der letzte in einer Bichtung senkrecht zur Binne mit der Geschwindigkeit 

2 am' 

V fortgeschleudert. Man beweise, dass der Massenpunkt m eine Strecke — -. — 7 

Wl -p ÄI 

durehschwingt und die Schwingungsdaner nahezu -=- II — -- — j beträgt, wenn 
fit im Vergleich zu nC gross ist. 

8. Eine rauhe Ebene rotirt mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit n um 
eine horizontale Axe, die ihr parallel ist, aber nicht in ihr liegt. Eine schwere 
Kugel vom Radius a wird auf die Ebene gelegt, wenn sie sich in horizontaler 
Lage befindet und rollt unter dem Einfluss der Schwere die Ebene hinab. Wenn 
der Mittelpunkt der Kugel sich ursprünglich in der Ebene befindet, welche die 
feste Axe enthält und senkrecht auf der sich bewegenden Ebene steht, und wenn 
X sein Abstand von dieser Ebene zu einer folgenden Zeit t ist, ehe die Kugel die 
Ebene verlässt, so ist 

24}/86^«* '^ / Un« ' 

unter e den Abstand der Are von der Ebene verstanden, die positive Bichtung 
nach oben genommen. 

9. Die Enden eines gleichförmigen schweren Balkens von der Länge 2 a 
gleiten auf einem glatten Draht, welcher die Gestalt einer Curve hat, deren Glei- 
chung r^a(l — cos 6) ist, wobei der Anfangsradius vertical steht und der 
Scheitel der Curve abwärts Uegt. Der Balken wird vertical aufgerichtet und mit 
einer Geschwindigkeit in Bewegung gpesetzt^ die grade ausreicht, ihn in horizontale 

Lage zu bringen; man beweise, dass tgO« yl * ** — ^ ^ »a 1 ig^^ worin B 
den Winkel bedeutet, um den sich der Stab in der Zeit t gedreht hat. 
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10. Ein starrer Körper, welcher für den Schwerpunkt G den Tr&gheitsradius 
Ic hat, wird mittelst eines an einem Punkt A seiner Oberfläche befestigten Strickes 
mit einem festen Punkt C verbunden. CA{^^h) und ÄG('^a) befinden sich 
anfangs in einer Geraden und G wird die Geschwindigkeit V senkrecht zu 
dieser Geraden gegeben. Es wird angenommen, dass keine gegebenen Kräfte an- 
greifen und der Strick ist so befestigt, dass er stets in grader Linie bleibt. 6 sei 
der Winkel zwischen AG und AC zur Zeit t; man zeige, dass 



\dt/ " b* 



ß 
, *• — 4a5sin* — 



k 
und dass, wenn die Amplitude von 0, d.h. 2 aresin — — = sehr klein ist, die 

2yä6 

Periode , beträgt. 

Vya{a + b) 

11. Ein diSnner gewichtsloser Faden, der einen Massenpunkt an seinem einen 
Ende hat, ist theilweise um einen Beifen gerollt, welcher auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene liegt und im Stande ist, sich um eine feste, durch seinen Mittel- 
punkt gehende verticale Axe zu bewegen. Wenn der Beif sich anfangs in Buhe 
befindet und der Massenpunkt senkrecht zur Länge des Fadens weggeworfen wird 
und wenn 8 der zu irgend einer Zeit t nicht aufgewundene Theil des Fadens ist, 
so lässt sich beweisen, dass 

tn + ii 

worin h der Anfangswerth von 8, m und fi die Massen des Beifen und des Massen- 
punktes, a der Badius des Beifen und V die Wurfgeschwindigkeit ist. 

12. Ein Quadrat, das aus vier ähnlichen gleichförmigen Stäben besteht, die 
an ihren Enden durch Gelenke frei verbunden sind, wird auf einen glatten hori- 
zontalen Tisch gelegt und einer seiner Eckpunkte befestigt. Den beiden Seiten^ 
die in diesem Eckpunkt zusammenlaufen, werden die Winkelgeschwindigkeiten 
(D, a> in der Ebene des Tisches gegeben; man zeige, dass der grösste Werth des 
Winkels (2 a), den diese Seiten miteinander machen, durch die Gleichung 

bCm — «')* 
cos 2a» — ^/ , , — 7F 
6((»"+ ffl •) 

gegeben ist. 

18. Zwei Punkte von den Massen m, m' liegen auf einem glatten, horizontalen 
Tisch und sind durch einen unelastischen Faden, der in seiner vollen Länge aus- 
gestreckt ist und durch einen kleinen Bing auf dem Tisch geht, miteinander ver- 
bunden. Die Punkte haben die Abstände a, a' von dem Bing und erhalten die 
Geschwindigkeiten v, v' rechtwinklig zu dem Faden. Man beweise, dass, wenn 
mv^a^'=m'v'*a'* ist, die Abstände vom Bing a' bez. a sein werden, wenn beide 
Geschwindigkeiten wieder auf dem Faden senkrecht stehen. 

14. Ein gleichförmiger dünner Stab PQ bewegt sich in Folge der Wirkung 
einer Anfangsmomentankraft zwischen zwei glatten Curven in derselben Ebene; 
man beweise, dass das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit umgekehrt wie die 
Differenz zwischen der Summe der Quadrate der Normalen OP, OQ zu den 
Curven in den Endpunkten des Stabes und einem Drittel des Quadrates der ganzen 
Länge des Stabes variirt. 

16. Nimmt man an, die Muskelkraft oder bewegende Kraft eines Thieres 
variire wie der Lihalt des Querschnittes seiner Glieder und sein Gewicht variire 
wie sein Volumen, so lässt sich beweisen, dass zwei Thiere von ähnlicher Gre- 



i 
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stalt, aber yerschiedenen Dimensionen, Sprünge von genau derselben Höbe macben 
können, vorausgesetzt, dass unter Höbe die verticale Strecke verstanden wird, 
die der Scbwerpunkt, nacbdem das Tbier den Boden verlassen bat, zurücklegt. 

16. Die Enden eines gleicbförmigen Balkens von der Länge 2 a gleiten auf 
zwei dünnen Stäben obne Trägbeit; die Ebene der Stäbe ist vertical; ibr Durcb- 

scbnittspunkt liegt fest und die Stäbe baben gegen den Horizont die Neigung -- 

4 

mg 

und — -~ • Das System wird um die durcb den Durchscbnittspunkt der Stäbe 

gebende Verticale mit der Winkelgescbwindigkeit cd in Aotation gesetzt. $ sei 
die Neigung des Balkens gegen die Verticale zur Zeit t und a der Anfangswertb 
von 6; man beweise, dass 



{^)"+ 



(3 cos* « + sm* «)■ , ,^ , . ■ • V • I 6flF / . . Ax 

1- 5— -L — . ,/ ©* =» (8 cos* a + sm" a) ©' + -^ («^ a — sm ö) . 

8 cos* 6 + sm* 6 ^ * ^ * a ^ * 



17. Eine vollkommen raube Kugel vom Radius a wird dicbt an den Durcb- 
scbnittspunkt der beiden böcbsten Erzeugenden zweier fester gleicber borizontaler 
Cylinder vom Radius c, deren Axen den Winkel 2 a miteinander macben, gelegt 
und zwiscben ibnen berabroUen lassen. Man beweise, dass die verticale Ge- 
scbwindigkeit ibres Mittelpunktes in jeder Lage 

1^ 

riO^(a + c)(l— sing))!« 

sm a cos qp — ^^ — ^ — '-— ^— ^ 

L 7 — 6 cos' 9 cos* a J 

ist, worin 9 die Neigung des Radius nacb jedem Berübrungspunkt gegen den 
Horizont bedeutet. 

d*Ä dT 

18. Ein vollsiAndiges Integral der Qleicbung -^ s» — — , in welcber T eine 

Function von x ist, sei ar^sX und X sei eine bekannte Function von a und 6, 
zweier willkürlicber Constanten und von t. Die Auflösung der Qleicbung 

ä^x ^äT dB 
dt* '~ dx'^ dx' 

worin B eine Function von x ist, kann ebenfalls durcb x^^X dargestellt werden, 
vorausgesetzt, dass a und b variable, durcb die Qleicbungen 

da_,dB db _ ,dB 

H'^'^Jb' dt — "J^ 

bestimmte Grössen sind und dass dabei k eine Function von n und b ist, welcbe 
die Zeit nicbt explicite entbält. 

19. Ein als Massenpunkt betracbteter Satellit rotirt um seinen Hauptplaneten 
mit der Winkelgescbwindigkeit Sl und der Hauptplanet drebt sieb um eine Axe, 
die senkrecbt auf der Ebene der Babn des Satelliten stebt, mit der Winkel- 
gescbwindigkeit n. Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrösse h des Systems 
um seinen Scbwerpunkt und die Energie E durcb 

h^Cn + DSl 8, 2J&=0n*— i)ia» 

gegeben sind, worin C das Ti^beitsmoment des Hauptplaneten um die Rotations- 
axe und 2> eine Grösse bedeutet, die von den Massen der Körper abbängt. 

Man zeicbne die Curven auf, deren Ordinaten h und E und deren Abscissen 

x= DSl s sind. Man zeige , dass die zweite Curve der einen oder andern von 
zwei Arten angebört, je nacbdem eine Maximal- und Minimalordinate existirt 
oder nicbt, d. h. je nacbdem die biquadratiscbe Gleicbung 
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Ä — o; + CD»«-' 

zwei reelle Wurzeln hat oder keine. Man zeige auch, dass die reellen Wurzeln 
dem Fall entsprechen, in dem der Hauptplanet dem Satelliten immer dieselbe 
Seite zuwendet. 

20. Man bestimme auf Grund der Resultate des vorigen Beispiels die Wirkung, 
welche ein beständiger Verlust an Energie (durch Fluthreibung oder irgend eine 
andre Ursache heryorgerufen) auf die Bewegung hat, wenn dabei die Winkel- 
bewegungsgrösse h constant bleibt. Man zeige, dass, wenn das System eine 
solche Beschaffenheit hat, dass die Eneigiecurye YOn der zweiten Art ist, der 
Satellit schliesslich in den Planeten fallen muss. Ist dagegen die Energiecurre 
Yon der ersten Art, so l&sst sich zeigen, dass je nach dem Anfangswerth Yon Sl 
der Satellit entweder in den Planeten Wlt oder sich ihm bis auf einen gewissen 
Abstand nähert, in welchem dann beide bleiben und sich wie ein einzelner starrer 
Körper drehen. 

Um diese Resultate zu erhalten, denke man sich zwei Punkte von derselben 
Abscisse, den einen auf die Linie der Bewegungsgrösse, den andern auf die 
Energiecurve gesetzt und nehme an, der auf der Energiecurve fdhre den andern. 
Da die Energie abnimmt, so muss offenbar, wie man auch die beiden Punkte an- 
fangs setzt, der auf der Energiecurve stets hinabgleiten und dabei den andern 
mit sich fähren. Die Endlagen der Punkte hängen daher davon ab, ob eine 
Minimalordinate der Energiecurve ezistirt oder nicht. Siehe eine Abhandlung von 
G. H. Darwin über die seculären Wirkungen der Fluthreibung in den Proceedings 
of ihe BaycU Society, Juni 1879 oder Thomson und Tait*s TreaHse on Nci- 
turcU Philoaaphy, Vol. I, Part. U. Appendix, G. b. 



Kapitel VIIL 

Die Lagrange'schen Gleichimgeii. 

§ 395. Zwei Vorthefle der Lagrange'schen ftleichnngen. In 

diesem Absclmitt ist es unsre Aufgabe, die allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eines dynamischen Systems so aufzustellen^ d(iss sie frei 
van allen unbekannten Beadionen sind und ihnen, so weit möglich, be- 
liebige Coordinaten, wie sie fwr das hebracktete Problem am vortheilhaflesten 
sind, 0U Grunde liegen. 

Zur Elimination der Reactionen werden wir das Princip der 
virtuellen Arbeit benutzen. Dieses Princip hat schon bei der Auf- 
stellung der Gleichung der lebendigen Kraft Anwendung gefunden, 
indem dem System jene specieUe Verrfickung gegeben wurde, welche 
es ausgesucht hätte , wenn es sich selbst überlassen worden wäre. 
Weil aber nach dem D'Alemb er t' sehen Princip jedes dynamische 
Problem auf ein statisches reducirt werden kann, so müssen wir 
offenbar durch geeignete Wahl der Verrückungen des Systems nicht 
nur im Stande sein die Gleichung der lebendigen Krafk, sondern, wie 
in § 357, alle Bewegungsgleichungen abzuleiten. 

§ 396. Die Coordinaten irgend eines Massenpunktes m des Systems, 
auf irgend welche feste rechtwinklige Axen bezogen ; mögen (x, y^ z) 
sein. Sie sind nicht unabhängig von einander, da sie durch die 
geometrischen Beziehungen des Systems verbunden sind. Man kann 
sie aber durch eine gewisse Anzahl unabhängiger Variablen ausdrücken, 
deren Werthe die Lage des Systems zu jeder Zeit bestimmen. Indem 
wir die Definition in § 73 ausdehnen, woUen wir sie die Coordinaten 
des Systems nennen. Sie mögen d, 97, ^, etc. heissen. Alsdann sind 
X, y, 0y etc. Functionen von 6, 9), etc. Es sei 

X = f(t, ö, 9), etc.) (1) 

und ähnliche Gleichungen mögen für y und z gelten. Man beachte, 
dass diese Gleichungen -^, -^, etc. nicht enthalten. Die unab- 
hängigen Variablen, durch welche die Bewegung ausgedrückt werden soll, sind 
übrigens durchaus willkürlich und unterliegen nur der Einschränkung, dass 
die Coordinaten eines jeden Massenpuhktes des Systems sich, wenn nöffhig, 
durch sie mit Hülfe von Gleichungen, die irgendwelche Differential' 
qtiotietpten nach der Zeit nicht enthalten, müssen ausdrücken lassen. 

Bouth, Dynamik. L 23 
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Die Anzahl der unabhängigen Goordinaten^ auf welche die Lage 
eines Systems durch seine geometrischen Beziehungen reducirt wlrd^ 
heisst manchmal auch die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems. Man 
bezieht sich zuweilen auch auf sie als die Anzahl der unabhängigen 
Bewegungen, welche das System zulässi 

In diesem Kapitel wollen wir die totalen Differentialquotienten nach 
der Zeit im Allgemeinen mit Accevden bezeichnen. So soll z.B. im 

Allg.».ta». 1= m d„Po™ .• »>d ^ m d» Po» ,' ge^hriob.. 

werden. 

Bedeutet T die lebendige Eraffc des Systems^ so ist 

2T=Em{x^-\-i/^ + z^) (2) 

und^ da die geometrischen Gleichungen 6\ g/, etc. nicht enthalten, 

^=-|f + lfö' + lf9''H-etc. ..... (3) 

.und ähnlich für y und /. 

Substituirt man diese Ausdrücke in Gl. (2), so erhält 2T die 
Gestalt 

2T=Ä,,d'*+2A,^d'g>' + . . . + J?,e' + i?,(p' + • • • + C (4), 

worin die Coefficienten A^^y etc., B^y etc., C Functionen von t,Ofq>y etc. 
sind. Die Glieder von zwei Dimensionen, d. h. diejenigen, welche die 
Quadrate und Producte von ö', q)\ etc. enthalten, rühren von der 
Substitution aller Glieder mit Ausnahme des in den Ausdrücken für 
x'j y\ / an erster Stelle stehenden her. Wenn die geometrischen 
Gleichungen die Zeit explicite nicht enthalten, so tritt t in den 
Gleichungen (1) nicht auf, ebenso fehlt das erste Glied in (3) und der 
Ausdruck für 2T reducirt sich auf die Glieder von zwei Dimensionen 
allein. Die Gleichung (4) kann man kurz in der Form schreiben 

2T=-F(^, e, 9), etc., ö', 9)', etc.) ..... (5). 

Wenn das System von Körpern gegeben ist, so ist die Form von 
F bekannt. Wir werden gleich sehen, dass die Eifectivhräfte nwr durch 
die Form von F von der Beschaffenheit der betrachteten Körper abhängen 
und dass daher zwei dynamische Systeme^ welche dasselbe F haben, 
dynamisch äquivalent sind. 

Man beachte, dass in dieser Function Tceine höheren Potenzen von 
6\ q>, etc. vorkommen als die zweite und dass sie, wenn die geometrischen 
Gleichungen die Zeit nicht eocplicite enthalten, eine homogene FuncHon 
zweiten Grades von ö', 9', etc. ist 

§ 397. Die virtuelle Arbeit der EffectivkrSfte. Man soU das 

virtuelle Moment der Bewegungsgrössen eines Systems und auch das der 
Effedivhräfte finden, welches einer d urch Veränderung einer einz igen 
Coordinate erzeugten VerrücJcung entspricht. 
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Diese Coordinate sei 6 und die Bezeichnung^ die eben erklärt 
wurde^ werde beibehalten. Die mit Aecenten bezeichneten Buchstaben 
geben die totalen Differentialquotienten nach der Zeit an. Da Xy y\ z' 
die Componenten der Geschwindigkeit sind^ so ist das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrossen Hm{x 8x + y <yy + ^'*^); worin 8Xy dy, 8z 
die kleinen Aenderungen sind^ welche die Coordinaten des Massen- 
punktes m durch eine Variation 8Q von Q erleiden. Es ist dies das 
Nämliche wie 

Ist T die durch Gl. (2) im letzten Paragraphen gegebene lebendige 
Ejrafty so hat man 

|^ = 27w(a;'|f. + etc.). 

Differentiirt man aber (3) partiell nach 6\ so sieht man, dass 
öZ7 = ö^- Daher ist ^Sd dem virtuell en Moment der Bewefyun ^- 
g r5ssen gleich . 

§ 398. Die virtuelle Arbeit der Effectivkräfte ist 

Lässt man den Factor Sd weg^ so kann man diesem Ausdruck die 
Gestalt geben 

Tt ^*^ (^' ll + «*«•) - ^"^ (^' Ttjl + ^^) ■ 

Wir haben schon bewiesen^ dass das erste dieser beiden Glieder 

dt ^ ^^^ ^ bleibt noch das zweite als Differentialquotient von T 

auszudrücken. Differentiirt man den Ausdruck für 27 partiell nach 0, 
so ist 

W = -^»» (*' Te + «*«•) 

und durch Differentiation des Ausdrucks für x' nach 6 

de — aeat + aö«" + ddd<pf ^^^- 

Dies ist aber dasselbe wie ^ ~?r^ : das zweite Glied kann daher auch 

dt oO^ 

dT 

-^ geschrieben werden und die virtuelle Arbeit der Effectivkräfte ist 

Wir wollen versuchen die Sache deutlicher zu machen. Die virtuelle 
Arbeit der Effectivkräfte ist offenbar das Verhältniss des Unterschiedes 
zwischen den virtuellen Momenten der Bewegungsgrössen der Massen- 
punkte des Systems zu den Zeiten t-^- dt und t zu dty da die Ver- 

23* 
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rückungen zu beiden Zeiten die gleichen sind. Das yirtuelle Moment 
der Bewegungsgrössen zur Zeit t ist, wie zuerst gezeigt wurde, ^ id. 

Daher ist (^ "I" Jt^^V *^ ^*^ virtuelle Moment der Bew^ungs- 

grossen zur Zeit t -{- dt^ welches einer mit den Lagen der Massen- 
punkte zu dieser Zeit vereinbaren Yerrückung dO entspricht. Um die 
Yerrückungen gleich zu machen, müssen wir davon das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrössen für eine Verrückung, welche der Unterschied 
der beiden Yerrückungen zu den Zeiten t und t-^ dt ist, abziehen. 

Da dx ^= j^S9f so beträgt dieser Unterschied für die Variable x 
die Grösse ^v^jdtdO. Es ist daher im Ganzen 

abzuziehen, und dies ist, wie gezeigt wurde, -y^dtSd. 

§ 399. Die Lagrange'schen ßleichongen fDr endliche Kräfte^). 

Man leite die allgemeinen Bewegungsgleichungen, auf beliebige Goardinaien 
beisogen, ab, 

U sei die Kräftefunction und daher eine Function von ö, qo, etc. 
und t Die virtuelle Arbeit der gegebenen Ejräfte, welche einer durch 
Variation von 6 allein hervorgerufenen Verrückung entspricht, ist 

■öß-SO. Sie muss aber nach D'Alembert's Princip dieselbe, wie die 

virtuelle Arbeit der Effectivkrafte sein. Daher ist 

d dT dT _ du 

dt de' de ~ de 

und ähnlich 

d dT dT ^ du 

dt dtp' d(p dtp ' 
etc. = etc. 

Man kann noch bemerken, dass man, wenn V die potentielle 
Energie ist, — F für £7" setzen muss. Man erhält dann 

dt de' de "•" ad ~^' 

und ähnliche Gleichungen für 9?, ^, etc. 

Wir wollen Z = T + f7 setzen, so dass also L der Unterschied 
zwischen der kinetischen und potentiellen Energie ist. Man kann ftladanTi^ 
da U keine Function von ö', q>'y etc. ist, den Lagrange'schen Glei- 
chungen die typische Form geben 

d dL dL 



dt de' de 



= 0. 



1) Yergl. Appell, Mecanique rationnelle, Paris, 1896, Bd. 2, S. 600 u. fL 
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Daraus ergibt sich^ dass man^ wenn die eine Function L bekannt ist^ 
ciUe Differentialgleichungen der Bewegung durch einfache partielle Diffe- 
rentiationen ableiten kann. Die Function L heisst die Lagrange'sche 
Function. 

Die Gleichungen werden die Tifl.prri^ppA*flf>]iPTi gllj^fi^AiTiftti powc ^gpngggie j, 
chnnp^en cr enannt. Lagrange betrachtet nur den Fall, in welchem die geo- 
metrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten, Yieille hat aber in 
Liouville*8 Journal, 1849 gezeigt, dass die Gleichungen auch dann noch gelten, 
wenn diese Einschränkung beseitigt wird. In dem oben gegebenen Beweis haben 
wir Yieille 's Verallgemeinerung eingeschlossen, sind übrigens zum Theil SirW.Ha- 
milton's Verfahren gefolgt, Fhü, Trans.y 1834. Der Beweis unterscheidet sich 
von dem Lagrange' sehen in zwei Hinsichten; erstens lässt Lagrange die will- 
kürliche Verrückung so vor sich gehen, dass nur eine Coordinate zu einer be- 
stimmten Zeit yariirt und dann operirt er direct mit T anstatt mit Zmx*. 

Beisp. 1. Wenn man die Coordinaten 6, tp, etc. in Lagrange*s Gleichungen 
mit beliebigen anderen ^, y, etc. vertauscht, die mit $, <p, etc. durch Gleichungen 
verbunden sind, welche Differentialquotienten nach der Zeit nicht enthalten, so 
zeige man durch analytische Transformation, dass die Gestalt der Lagrange' sehen 
Gleichungen sich nicht ändert, d. h. dass die umgeformten Gleichungen sich von 
den ursprünglichen nur dadurch unterscheiden, dass x, y, etc. für 0, 9, etc. stehen. 
Dies ist natürlich vermöge der dynamischen Bedeutung selbstverständlich. 
; Durch Differentiation von L ergibt sich 

^_±dL (dL d dL\ de (dL d dL\dq) 
dx dtdx'^'xde dt 86') dx'^Kdtp dtd^p') dx"^ 

Da nun jedes Glied auf der rechten Seite Null ist, so muss auch die linke ver- 
' schwinden. 

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes auf den Fall, wennZ auch Ö", ö'", etc. 
, <p'\ etc. enthält, findet man in Kap. X des n. Bandes. 

Beisp. 2. Zwei Seiten b, c und der eingeschlossene Winkel A eines Dreiecks 
werden zu Coordinaten 0, 9,1^ genommen; man beweise, dass den Lagrange' sehen 
Gleichungen durch L =^ B' genügt wird. 

Es folgt dies leicht aus dem vorigen Beispiel, wenn man die Coordinaten 
vertauscht. 

Beisp. 3. Man zeige, dass die Lagrange' sehen Gleichungen unabhängig von 
einander sind, so dass sich keine aus den anderen ableiten lässt. 

Die allgemeine Gleichung (4) in § 396 für 2 T lässt sich auch kurz schreiben 
T = T, + jTi + ^0^ worin T^ eine homogene Function n^^ Grades von 6 ', <p\ etc. 
ist. Die Lagrange 'sehen Gleichungen nehmen dann die Gestalt an 
; -4iiÖ"+ili,9"H «M^i, A«Ö"+ul„9)"H =«;,, etc. = etc., 

*• worin w^, tr,, etc. gewisse Functionen von 6, 9, etc., ö', q>\ etc. sind. Liesse 
' sich irgend eine dieser Gleichungen aus den anderen ableiten, so könnte man 
durch Benutzung derselben Multiplicatoren eine der Gleichungen 

J^id' + J^,9'H = 0, ^,Ö'+ui„<p'H = 0, etc. = 

■ 

aus den übrigen herleiten. Diesen letzteren Gleichungen kann man sämmtlich 
' genügen, auch wenn $\ 9 , etc. von Null verschiedene Werthe haben. Da diese 

"^W ' '^~^' ®^' ^^^'' ^^ ^^^ *^® Euler' s Theorem über homogene Functionen, 
dass r, für dieselben Werthe der Geschwindigkeiten 6\ 9 , etc. Null sein muss. 
* T, ist aber dadurch erhalten worden, dass man in Gl. (2) des § 396 gewisse Werthe 
von X, y\ /, die nicht sänmitlich Null sind, substituirte, ist daher eine wesentlich 
positive Function und kann nicht verschwinden. 
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Daraus folgt, dass die Eliminationsdetenuinaiite der obigen Gleichungen, 
d. h. die Discriminante von T,, nicht Null sein kann. Es lässt sich auch be- 
weisen, dass diese Discriminante positiv ist; denn gibt man den Coordinaten 
Ö, g), etc. ihre augenblicklichen Werthe, so sind die Geschwindigkeiten 6\ q?', etc. 
willkürlich. T, ist daher eine quadratische Function von ö', 9', etc., welche 
ihrem Wesen nach positiv ist. Aus der Lehre von den quadratischen Functionen 
folgt also, dass ihre Discriminante positiv ist. Siehe auch Band 11 , am Ende, 
die Note zu § 60. 

§ 400. Unbestimmte Mnltiplicatoren. Um die Lagrange'schen 
Gleichungen benutzen zu können^ muss man die Function L durch 
die unabhängigen Variablen des Systems ausdrücken. Sind die geo- 
metrischen Bedingungen etwas verwickelt; so kann dies sehr langwierig 
werden. Manchmal ist es von Yortheil^ L als Function einer grosseren 
Anzahl Coordinaten als nöthig auszudrücken und geometrische Be- 
ziehungen zu haben^ die sie verbinden. Man nehme an, Z sei als 
Function der Coordinaten ö, 9, ^, etc., ö', 9', tf/, etc. ausgedrückt 
und es beständen zwei geometrische Gleichungen, welche diese Coordi- 
naten verbinden, nämlich 

/•(e, 9?, etc.) = 0, F(Ö, 9, etc.) = . . . . (1). 

Um das Verfahren zu vereinfachen, nehmen wir an, es gebe nur 
ztvei geometrische Gleichungen; man wird aber sehen, dass unsre Ent- 
wicklung durchaus allgemein ist und sich auf jede Anzahl von Be- 
dingungen anwenden lässt. 

Nach dem Princip der virtuellen Arbeit ist 

W*^+a^*9> + etc. = C3) 

Da die Coordinaten ö, 9, etc. durch zwei geometrische Gleichungen 
verbunden sind, so sind zwei von ihnen abhängige Variable; es mögen 
dies und 9 sein. Nach dem aus der Differentialrechnung bekannten 
Verfahren multipliciren wir (3) und (4) mit zwei beliebigen Grössen 
A und ft und addiren die. Producte zu (2). Alsdann wählen wir A 
und fi so, dass die Coefficienten von dO, Sq) Null werden. Da die übrig 
bleibenden Coordinaten ^, etc. unabhängig von einander sind, so müssen 
auch die Coefficienten von d^, etc. verschwinden. Man erhält auf 
diese Art 



ebenso 



und 



dt dB' dB ^ de ^ ^ de 

dt d(p' ^9"' d(p ^^ ^ d(p 

etc. = 



(6), 
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ebensoviel Gleichungen als Goordinaten vorhanden sind. Nimmt man 
noch die Gleichungen (1) hinzu , so hat man genug Gleichungen^ um 
alle Goordinaten und die beiden Multiplicatoren X imd fi zu finden. 

Diesen Gleichungen kann man eine einfachere Gestalt geben. Man 
beachte ; dass die geometrischen Functionen f und F die Differential- 
quotienten 0\ q>'j etc. nicht enthalten. (Vergl. auch § 396.) Wir 
wollen nun 

L,=^L + lf+i,F (6) 

setzen und L^ so behandeln^ als ob es die Lagrange'sche Function 
wäre. Substituirt man den Werth von Zr^ in die typische Gleichung 

dt de' de ~^ ' ' ^v' 

worin 6 eine jede der Goordinaten repräsentiren mag und vereinfacht 
die Resultate, indem man bedenkt, dass f=0, J?' = ist, so er- 
hält man der Reihe nach sämmtliche Gleichungen (5). Dasselbe Ver- 
fahren liefert auch die geometrischen Gleichungen (1), wenn man X 
und ft unter die Goordinaten einschliesst. Da z. B. L^ kein k' enthält, 

SO ist -prr = und die Gleichung (7) gibt daher, wenn man A für ö 

schreibt, f=0. 

Wenn die geometrischen Gleichungen (1) die Zeit t enthalten, so 
bleiben die Entwicklung und das Resultat die gleichen, denn die will- 
kürlichen Variationen d0, Stp müssen (wie in § 351) mit den geo- 
metrischen Gleichungen, welche zur Zeit t gelten, vereinbar sein. 

Beisp. Ein Massenpunkt, auf welchen keine gegebenen Kräfte wirken, wird 
gezwungen auf dem sich bewegenden Kreis x* -]- y^ = 2axt zu bleiben; man 

zeige, dass a; = t»n 1 -f- cos Ib -\- -— j , y s« a< sin ( JB + "r*/ ^^t, worin Ä 
und B Integrationsconstante sind. 

§ 401. Die Lagrange'schen Gleichungen für Momentankräfte. Man 
soü die allgemeinen Bewegungsgleichungen für Momentankräfte ableiten. 

Es sei dUi das virtuelle Moment der Momentankräfte, welches 
durch eine allgemeine Verrückung des Systems erzeugt wird. Man 
kann ihm mittelst der geometrischen Bedingungen des Systems die 
Gestalt geben 

Das virtuelle Moment der Bewegungsgrössen, welche den Massen- 
punkten gegeben werden, ist 

2Jm[(x,' - X,') dx + (y/ - yoO Sy + « - O *^] > 

worin (xq^ y^j fs^^)^ (x^, y/, ss^') die Werthe von (x\ y, /j grade vor 
und grade nach der Wirkung der Momentankräfte sind 

Oq\ q>Qyetc., öl', 9>i', etc. seien die Werthe von ö', 9?', etc. grade vor und 
grade nach den Stössen und T^, T^ die Werthe von T, wenn man für 0', (p\ etc., 
bez. Öq', 9o', ^^' ^^^ ^19 9i' ®*^- substituirt. Das virtuelle Moment der Be- 
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schen Gleichungen der Momentankrafbe kann man daher schreiben 



dT, dT, 







= p 



und ähnlich für 9^ ^^ etc. Man gibt ihnen manchmal die passende Form 

(1^0 = ^' (IDo = ^' «*«•' 

worin die jede Grosse einschliessenden Klammem angeben^ dass diese 
Grösse zwischen den erwähnten Grenzen zu nehmen ist. Manchmal, 
wenn kein Irrthum in Bezug auf die speciellen Grenzen^ die man meint, 
entstehen kann, lässt man diese weg und behält nur die Klammem 
vielleicht mit einem Unterscheidungszeichen bei. 

Wenn die in den Klammem stehenden Grossen, wie in unserm 
Fall, lineare Functionen der Variablen 0\ tp y etc. sind, kann man die 
Ausdrücke auch anders auslegen. Es lässt sich dann sagen, die Klammem 
gäben an, dass man na>€Ji Ausführung aUer anderen in den Klammem 
angegebenen Operationen O^ — Oq\ q>i — g>o', ^^- ^*^ ^\ 9i ^• 
schreiben söU, 

§ 402. Interpretirt man die Gleichungen nach den allgemeinen 
Principien in § 283, nämlich danach, dass die Bewegungsgrössen der 
Massenpunkte grade nach einem Stoss zusammen mit den umgedrehten 
Bewegungsgrössen grade vorher der Mom^ntanhraft äquivalent sind, so 

scheint es wohl passend zu sein, die Grösse ^ die allgemeine Compo- 

nente der Bewegungsgrössen in Bezug auf zu nennen, wie in 

Thomson und Tait's Natural Phüosophy Torgeschlagen wird. Kürzer 

noch könnte man sagen, sie sei die d-Componente der Bewegungs- 

grosse. Ebenso liesse sich die d-Componente der Effectiykräfte als 
d dT dT ," . 

TtW-Je d^fi^^^^- 

Man nehme z. B. an, die Variation dO einer Coordinate hätte die 
Wirkung, das System als Ganzes um eine Gerade den Winkel dO be- 
schreiben zu lassen; alsdann ist 0^ der Winkelbewegungsgrösse um 

diese Gerade gleich. Wenn aber die Variation SO das System als 
Ganzes parallel zu einer Geraden um die Strecke dd fortbewegt, so 

ist -K^ die Translationsbewegungsgrösse parallel zu dieser Geraden. 

Siehe die §§ 306, 308. 

Es ergibt sich dies auch unmittelbar aus dem allgemeinen Aasdruck 

dT 
dB' 

in § 897. Die gegebene Gerade nehme man zur ir-Axe. Im ersten Fall ist 
a5'= — y6\ y' = xQ\ /=0; der Ausdruck reducirt sich daher auf ^m( — aj'y-j-y'aj), 
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"welcher die Winkelbewe^ngsgrösse darstellt. Ln zweiten Fall ist aj'««0, 3^=0, 
jgi'arsö'^ der Ausdruck wird daher JImz\ welches die lineare BewegungsgrGsse ist. 
Die Gleichungen för Momentankräfbe hat Lagrange nicht gegeben. Wie 
es scheint, hat sie zuerst Prof. Niven aus der Lagrange 'sehen Gleichung 

d dT dT ^dü 

abgeleitet. ^*^^' '^^ ~" ^^ 

Man kann nämlich eine Momentankrafb als die Grenze einer sehr grossen 
Kraft, die sehr kurze Zeit wirkt, ansehen. Es seien % , t^ die Zeiten des Beginns 
und des Endes der Wirkung der Kraft. Integrirt man nun die Gleichung zwischen 
den Grenzen t =^% und ^ »» f^ , so erhält man als Litegral des ersten Gliedes 

Pfl"')«!' "w^elcl^Gfl der Unterschied des Anfangs- und Endwerthes von «--7 ist Öas 

O rjn 

Litegral des zweiten Gliedes ist Null; denn -x^ ist eine Function yon 0, q>, etc., 

ö', qp', etc., die, obgleich variabel, während der Zeit <i — *© endlich bleibt. Wenn 
A ihren grOssten Werth im Verlauf dieser Zeit angibt, so ist das Integral kleiner 
als ^ (^ — t^ ), ein Ausdruck, der zuletzt verschwindet. Die Lagrange' sehe Gleichung 

- j * = -— ^ . Siehe die Abhandlung im MtxihemaHcäl Messenger^ 

Mai 1867. 

§ 408. PlStzliehe Festlegangea. Ein System von Körpern bewegt sich auf 
gegebene Art; plötzlich werden bestimmte Pttnkte ergriffen tmd gezwwngen sich unter 
neuen Bedingungen zu bewegen. Man finde die folgende Bewegung. 

Um die Sache zu vereinfachen, möge das System vier Coordinaten 0, 9, 'V>, % 
haben und zwei Punkte -4, JB\)lötzlich genöthigt werden, auf zwei Ebenen zu 
bleiben, welche sich parallel zu sich selbst mit gegebenen Geschwindigkeiten a 
und |3 bewegen, wobei die Bewegungen der Punkte auf den Ebenen vollkommen 
frei und zwanglos sind. Fallen z. B. A und B zusammen und findet die Bewegung 
in der Ebene statt, so ist dies dasselbe, als wenn man sagt, dass man den Punkt 
A sich plötzlich in gegebener Bichtung mit gegebener Geschwindigkeit bewegen 
lasse. § 171. 

Es seien jp, g die Abstände (oder beliebige geeignete Functionen der Ab- 
stände) der Punkte A^ B von zwei festen den sich bewegenden parallelen Ebenen; 
es sind dann p, q bekannte Functionen von 0, 9, t^i, % und in das System werden 
dadurch zwei geometrische Gleichungen von der Form 

eingefShrt. Durch den nun eintretenden Zwang werden die Variablen p, q be- 
stimmte Grössen und das System hat nur zwei Freiheitsgrade. Wir betrachten 
jedoch das System, als habe es vier Freiheitsgrade und zwei Stosskräfte wirkten 
derart auf dasselbe ein, dass die folgende Bewegung den Gleichungen (1) genügt. 
Die Lösung der Aufgabe wird sehr vereinfacht, wenn man die Cooroinaten 
von Anfang an so wählt, dass zwei von ihnen p und q sind, während die beiden 
anderen, sagen wir 9, 9, unabhängige Grössen bleiben. Hat man diese Wahl nicht 
getroffen, so kann man analytisch den Wechsel der Coordinaten von 9, <p, ip^ % 
in 0, qp, p, g dadurch bewirken, dass man die aus (1) folgenden Werthe von 
tp^ Xj durch 6, tp^p, q ausdrückt und in alle mit dem Problem verbundenen Gleichungen 
einsetzt. Man kann 6, tp die CoordvMxten der relativen Bewegung nennen, weil, 
(während p^ q die durch (1) gegebenen Werthe in Ausdrücken von t haben), ihre 
willkürlichen Variationen das System in alle mit den Zwangsbedingungen ver- 
trägliche Lagen bringen; p und q kann man dagegen den Namen Coordinaten des 
Zwanges beilegen, weil ihre willkürlichen Variationen den Bedingungen des Zwanges 
widersprechen. Diese Wahl der Coordinaten ist genau dieselbe wie in § 298. 
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Da die StosskriUle normal zu den sich bewegenden Ebenen wirken, so ist 

dU=Pdp+Q9q, 

worin Pund Q als die Maasse der Stosskräfte angesehen werden . Die Lagrange 'sehen 
Gleichungen sind daher 

Gm'-». e-Ä'-»- (id;-'. (m'-» 

Nur die beiden ersten sind nOthig, um die Aenderung der Bewegung zu finden; 
man kann sie in den folgenden Satz zusammenfassen: Die allgemeinen Compo- 
nenten der Bewegtmgsgrössen in Bezug auf die Coordinaten der relativen Bewegung 
werden durch die Momentankräfte nicht geändert. Es ist die Verallgemeinerung 
des Satzes in § 288. Man erkennt auch, dass man, wenn nur die folgende Be- 
wegung gesucht wird, die Kräftefu/nction ü nicht zu berechnen braucht, es vieimehr 
ausreicht, wenn man die Form von T kennt. 

Wenn es darauf ankommt, die Coordinaten 0, q), ^, % zu benutzen, also 
nicht die des Zwanges und der relativen Bewegung, so ändert man das Verfahren 
etwas ab. Man schreibt jetzt 

* r = P(/-e*e + /•/,)+•••)+ eCJ^e*» + ■'^,»9' + •• •)' 
worin die Indices, wie gewöhnlich, die partiellen Differentialquotienten angeben. 
Die Lagrange 'sehen Gleichungen werden dann 

Diese vier Beziehungen, in Verbindung mit denen unter (1), reichen hin, die 
folgenden Werthe von &, qp', ^\ % und wenn erforderlich, auch der Grössen P, Q 
zu ermitteln. 

Beisp. Der Punkt einer Scheibe, die sich in Bewegung befindet, muss 
sich plötzlich mit einer Geschwindigkeit bewegen, deren Componenten a und ß 
parallel zu den Axen gegeben sind. Man suche die folgende Bewegung. Dasselbe 
Problem wurde schon in § 171 gelöst. 

Es seien jp, g die Abstände des Punktes von den Axen; die Gleichungen 
des Zwanges sind jp-=at, ge-p«. Ferner sei der Winkel, den OG mit der 
a;-Aze macht und OG = r. Alsdann ist 

2r= (jp'— r8inOÖ')' + (« +^co8ÖÖ')* + fc*ö'* 

und da die relative Bewegung hier nur eine Coordinate, nämlich 0, hat, 

1^= — (jp' — rsineö')r sind + (g' +rco8Öe')r cosö + k^B\ 
cd 

Wenn, wie in § 171, u, v die Componenten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
G sind und a> die Winkelgeschwindigkeit vor dem Stoss, so ist p^' — r sinOo = u, 
g^' j^ f COS 6 CO 3= V , 0^' sa 0) grade vor dem Stoss und grade nachher Pi' «= er, 

g^' » p. Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck fär -^ nnd setzt die 

B«sultate gleich, so erhält man den Werth von ^ grade nach dem Stoss. Er 
stimmt mit dem in § 171 für o gegebenen überein. 

§ 404. Werm zwei glatte elastische Systeme in einem Pwnkt aufeinander stossen, 
so theilen wir die Dauer des Stosses in die zwei Perioden der Compression und der 
Restitution, wie in §§ 179, 185 etc. Es seien B^\ q>^\ etc.; 6,', qjj', etc.; Ö,', 9,', 
etc. die Werthe der Geschwindigkeiten der Coordinaten grade ehe der Zu- 
sammenstoss beginnt, im Moment der stärksten Compression bez. im Moment der 
Trennung. Ist U^ die Arbeit des Compressionsstosses, so hat U^ das Maass 
dieses Stosses als einen Factor, während die übrigen Factoren aus der geo- 



Plötzliche Festlegungen (§ 403—406). 363 

metrischen Beschaffenheit der Figur bekannt sind. Femer ist U^ e die Arbeit des 
Eestitutionsstosses. Man erhält so zwei Reihen von Gleichungen Ton dem Typus 



vaö'A de ' vaöv« de ^ ^ ^ 



und ähnliche Gleichungen fOr 9, '^, etc. Verbindet man nun die erste Beihe von 
Gleichungen mit der geometrischen Bedingung, welche ausdrückt, dass die normalen 
Geschwindigkeiten der Berührungspunkte gleich sind, § 183, so erhält man eine 
hinreichende Anzahl von Gleichunjf^n, um 6^\ etc. und den Compressionsstoss zu 
finden. Substituirt man den Werth dieses Stosses in die zweite B«ihe, so hat 
man so viele Gleichungen, als Coordinaten zur Ermittlung von 0,', 9,', etc. vor- 
handen sind. 

Da beide Reihen von Gleichungen linear sind und auf ihren linken Seiten 
dieselben Coefficienten haben, so müssen die Werthe von e^' — 0^^ etc. , die man 
aus den ersten findet, den aus den zweiten sich ergebenden Werthen von O^'r- Oq', etc. 
proportional sein, d. h. 

».' - e«' - (1 + e) (»,' - %'), %' - 9»,' - (1 + e) (9t - 9.') , ete. 
Wenn man daher die Auflösung für den Fall, dass das System unelastisch ist, 
kennt, so lässt sich die Bewegung für ein elastisches System unmittelbar daraus ab- 
leiten. 

Zu demselben Besitltat kommt man auch ohne Benutzung der Lagrange'schen 
Gleichungen. Man nehme an, ein System von Körpern (wie die Stäbe in § 176) 
sei dwch Gelenke verbunden, stosse in einem beliebigen Punkt A gegen ein glattes 
Hindemiss und die Bewegung gehe in der Ebene vor sich. B sei der Stoss bei A, 
von dem Anfang des Zusammenstosses an bis zu einer Zeit t gemessen, die kürzer 
ist, als die des Stosses. Die Richtung von B bleibe femer während des Stosses 
unverändert, u^, i^^, u, t; seien die Gomponenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes eines der Körper und o^, co die Winkelgeschwindigkeiten beim Beginn 
des Stosses bez. zur Zeit t. Die dynamischen Gleichungen, welche die Effectiv- 
ki&fbe m(u — w^), m{v — v^) und die Paare mk*((o — o^), durch das ganze System 
genommen, mit dem Stoss B verbinden, sind bekanntlich linear (§ 169). Auch die 
Gleichungen, welche die Identität der Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte aus- 
drücken, sind lineare Functionen der Geschwindigkeiten u, v, id. Nimmt man 
an, es werde durch den Stoss kein Gelenk gebrochen, so gelten diese Gleichungen 
auch für die Differenzen u — u^, f> — ^oi ^ — ®o • ^^ ^^ daher nur lineare 
Gleichungen zu lösen; für jeden Körper ist daher u — u^^^^aB, v — v^==^bB, etc., 
worin a, 6, etc. von den geometrischen Beziehungen des Systems abhängen. Sind 
also t*o , t*i , 1^ die Werthe irgend einer Componente der Bewegfung beim Beginn 
des Stosses, im Moment der stärksten Compression und bei der Beendigung des 
Zusammenstosses, so ist u^ — ^0 ^" (^ — ^0) 0- 4" ^)- 

§ 406. Beispiele in den Lagrange'selieii Oleielmiigeii. Ein Körper, dessen 
zwei Hauptmomente für den Schwerpunkt gleich sind, dreht sich unter der Wirktmg 
der Schwere um einen festen Punkt 0, der in der Axe des ungleichen Momentes liegt. 
Man bestimme die Bedingungen, unter welchen ein einfaches gleichwerthiges Pendel 
exisHrt. 

Definition. Wenn ein Körper an einem festen Punkt unter dem Einfluss 
der Schwere hängt und wenn die Winkelbewegung der Geraden, die mit seinem 
Schwerpunkt verbindet, dieselbe ist, wie die eines Fadens von der Länge l, an 
dessen Ende ein schwerer Punkt befestigt ist, so heisst l die Länge des einfachen, 
gleichwerthigen Pendels. Es ist dies eine Ausdehnung der Definition in § 92. 

Es seien 0(7 die Axe des imgleichen Momentes; A, A, C die Hauptmomente 
für den festen Punkt und die übrige Bezeichnung sei dieselbe wie in §865, Beisp. 1. 
Es ist dann 
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2 r = ^ (Ö'« + sin» 0-^'«) + C(9' 4- ^' cos 0)«, 
ü'^mghcoB$'\- Constante, 

worin h den Abstand des Schwerpunktes von dem festen Punkt bedeutet und 
Yorausgesetzt wird, dass die Schwere in der positiven Richtung der g-Axe wirkt. 
Die Lag rang ersehen Gleichungen werden, wie man findet, 

_(^a') — -4 sin e cos Öi^'*+ C^' (9' + < cos Ö) sin Ö = — Mgh sin 0, 
^[C(9' + ^'cosö)] = 0, 

^[C'Cy + ^' cos 6) cos Ö + u4 sin« Ö^'] = 0. 

Durch Integration der zweiten Gleichung erhält man 

9' + 'V^' cos « n , 

worin n eine Constante ist, welche die Winkelgeschwindigkeit um die Axe des 
ungleichen Momentes ausdrückt (siehe § 266), und wenn man die dritte integrirt 

Cn cos Ö + ^ sin« dtp' = a , 

worin a eine zweite Constante bedeutet, die das Moment der Bewegungsgrösse 
um die Yerticale durch darstellt. (Siehe §§ 264, 265 und auch 403.) 

Bei der Benutzung der Lagrange'schen Gleichungen muss man sich vor ge- 
wissen Fehlem hüten, die man leicht machen kann. Bezeichnet a>, die Winkel- 
geschwindigkeit um OC, so ist, wie man aus den Euler'schen Gleichungen, §251, 
weiss, a>3 constant. Ist n diese Constante, so kann man durchaus correct der 
doppelten lebendigen Kraft des Körpers die Gestalt 

2T = il(Ö'*+ sin«0i^'*) + Cn» 
geben. 

Wollte man aber diesen Werth Ton T in die Lagrange'schen Gleichungen 
einsetzen, so würde man durchaus falsche Resultate erhalten. Der Grund liegt 
darin, dass in den Lagrange'schen Gleichungen alle DifTerentialquotienten, mit 
Ausnahme de^enigen nach der Zeit, partiell sind. Obgleich 0, constant und 
daher sein totaler Differentialquotient nach t Null ist, so sind doch seine partiellen 
Differentialquotienten nach 0, 9, etc. nicht Null, üeberdies enthält die Gleichung 
CD, B= n die Geschwindigkeiten 9, '^'(§256); wir können sie also nicht, wie in 
§ 896 erklärt wurde, bAb eine geometrische Gleichung zur Reduction der unab- 
hängigen Coordinaten benutzen. 

An Stelle der ersten Gleichung kann man die Gleichung der lebendigen 
Kraft benutzen; man findet 

Ä (sin« 01^'*+ Ö'») = p -f- 2Mgh cos 6 . 
Um die willkürlichen Constanten u und ß zu ermitteln, muss man die An- 
fangswerthe von 6 und ip zu Hülfe nehmen. Sind ö^ , %y -^ , ~~ die Anfangs- 

werthe von 6, "^j -77 , -^ , so werden die obigen Gleichungen 

at at 

sm" ö -jT + -7- ^^ ^ ~ ^^ ^0 '^ + -T COS B^ 

l . . (1) 

Löst man diese Gleichungen auf, so erhält man B und '^ als Functionen von t, 
womit die Bewegung der Linie G bestimmt ist. Die entsprechenden Gleichungen 
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für die Bewegung des einfachen gleichwerthigen Pendels OL ergeben sich, wenn 
man s= , A^= Ml* und h^l setzt, unter 2 die Länge des Pendels yerstanden. 
Die Gleichungen (1) werden dann 

■ (2). 

>1 



Sin' 



•fö)'+§)'— ..(^)'+{^)+.f<~..-».... 



Sollen die beiden Linien OG und OL dieselben Bewegungen machen, so 
müssen die beiden Gleichungen (1) und (2) identisch sein. Dieser Fall tritt ein, 
wenn entweder Cn =» oder 9 =» O^ ist. Li dem ersten Fall muss entweder n »» 
oder CasO sein, so dass also entweder der Körper keine Rotation um OG haben 
darf oder ein Stab ohne Dicke sein muss. Li dem zweiten Fall müssen und ^' 
während der Bewegung constant bleiben, so dass sich also der Körper stationär be- 
wegt und dabei einen constanten Winkel mit der Verticalen macht. Li beiden 
Fällen sind die zwei Reihen yon Gleichungen identisch, wenn Mhl »» A ist. Dies 
ist dieselbe Formel wie in § 92. 

§ 406. Beisp. 1. Man zeige , wie sich die Eulefschen Gleichungen, § 251, 
aus den Lagrang ersehen ableiten lassen. Nimmt man die Hauptaxen fQr den festen 
Punkt zu Bezugsaxen, so ist 

2 r = u4 Ol* + J? CD,* + Ca>,» . 

Man kann (a)|, <o, , o,) nicht zu unabhängigen Variablen nehmen, weil die Coor- 
dinaten eines jeden Massenpunktes des Körpers sich nicht durch sie ausdrücken 
lassen, ohne Differentialquotienten nach der Zeit in die geometrischen Gleichungen 
einzuführen. (Siehe §896.) Wir wollen daher iO|, oo,, oo, durch 0, 9, <^ aus- 
drücken. Nach § 256 hat man 

(D| =a 6* sin qp — if>' sin 6 cos tp 

üi^=^ & cos 9 -{- «^^ sin sin 9 

ojj = qp' -|- '^' cos Q 

Da, wenn man eine der Euler*schen Gleichungen aufgestellt hat, die übrigen 
nach den Gesetzen der Symmetrie daraus folgen, so brauchen wir nur eine der 
Lagrange'schen Gleichungen zu benutzen und nehmen diejenige, die das einfachste 
Verfahren yerspricht. tp' tritt in den Ausdrücken fOr o^ , o, nicht auf; wir be- 
nutzen daher die Gleichung 

d dT dT ^dü 

Nun ist ^* ^V ^9 ^ dtp 

wie man findet, wenn die Ausdrücke für co^, a>, differenzirt werden. Femer ist 

o rr 

nach § 340, wenn N das Moment der Kräfte um die Axe von C bedeutet, w—==^N, 

ctp 

Durch Substitution erhält man -rr (C»,) — (Ä — B) m^ to^ = N^ die typische 

Gestalt der Euler^schen Gleichungen. 

Beisp. 2. Ein Körx>er dreht sich um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durch 

r— -^[Aa^*+ Ba}^*+ C«j«— 2i)«,(D, — 2^»jiOi — 2F(0^m^] 

gegeben. Man zeige, dass sich die Euler 'sehen Bewegungsgleichungen, wenn die 
Axen in dem Körper festliegen, aber nicht nothwendiger Weise Hauptaxen sein 
müssen, in der Form schreiben lassen 
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d dT dT . dT ^ 

dt ca)^ cm^ CCD^ 

mit zwei ähnlichen Gleichungen. Dieses Resultat rührt von Lagrange her. 

§ 407. Beisp. 1. Man leite die Gleichung der lebendigen Kraft aus den La- 
grange'schen Gleichungen ah. 

Multiplicirt man jede der in der typischen Form 

dt de' dS^de 

enthaltenen Gleichungen mit der entsprechenden Geschwindigkeit & und addirt, 
so ergibt sich 

worin 2 die Summirung für alle Goordinaten angibt. Wenn nun die geometrischen 
Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten, so ist T eine homogene Function 
zweiten Grades Ton ff, q>\ etc. (§ 396). Ebenso sind T und JI Functionen von 
6, 9, etc., aber nicht von t Daher ist 

und durch Substitution in die obige Gleichung 

worin C eine willkürliche Gonstante ist, die man zuweilen auch die ConsUmte 
der lebendigen Kraft nennt. 

Beisp. 2. Man finde die Gleichung, welche derjenigen der lebendigen Kraft ent- 
spricht, wenn Tund U beliebige J^unctionen der Variablen 0, qp, etc. der Lagrange- 
schen Gleichungen sind. Tauch eine Function yon ^, 9', etc. ist, die nicht dadurch 
eingeschränkt wird, dass sie yom zweiten Grad sein muss, und auch nicht noth- 
wendiger Weise homogen ist. 

Setzt man T= T^ -j- r^_j -| h ^0 » ^^^ ^m ®^® homogene Function 

iiit«n Grades Yon ^, tp\ etc. bedeutet, so findet man durch ein ähnliches Ver- 
fahren, wie vorher 

wobei zu beachten ist, dass das Glied T^ verschwunden ist. Siehe Band ü, § 44. 
Sind T und U auch explicite Functionen der Zeit t, so ist auf der linken 

Seite I -^ dt zu addiren, wobei Z = T-j- ?7 ist. 

Beisp. 3. Liouville's Integrale. Wenn man die Gleichung der lebendigen 
Kraft in der Form 

T— jJf(Pd'»-f e9'» + Äi^'*-l-etc.)=r7-f-C . . . . (1) 

schreiben kann, worin P eine Function von 6 allein, Q von q> allein u. s. f. ist, 
während M eine Function aller Goordinaten' sein kann und wenn femer 

M{ü+C)^F,{e) + F,{fp) + ei^ (2) 

ist, worin J\, F^, etc. beliebige Functionen bezeichnen, dann sind die ersten Inte- 
grale der Lagrange 'sehen Gleichungen 

i-Jlf«Py=F.(0) + a, i.Jlf«e9." = JF',(9.) + <»,etc. ... (8) 



i 
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dB 
und cf + P H = ö • Hieraus lässt sich der Werth von -^ als Function von 6 

ableiten. 

Man beachte, dass die Bedingung (2), wenn die Anfangsbedingungen will- 
kürlich sind, C also einen beliebigen Werth haben kann, fordert, dass sowohl 
Jf als Jlf J7 die Gestalt F^ (ö) + F^ (9) + etc. haben müssen. 

Um diese Integrale zu erhalten, vertauschen wir erstens die Coordinaten und 
setzen Pd^'^» x'*, Qtp'^:^ y ', etc., benutzen alsdann die Lagrang ersehen Glei- 
chungen und substituiren in das zweite Glied einer jeden 2(ü'-|-0)furilf(a;'*-|-y'')' 
Eine jede Gleichung wird dann der Differentialquotient eines der Resultate in 
den Gl. (3). 

In § 431 wird bewiesen werden, dass dieses Verfahren einer Yertauschung 
der unabhängigen Variablen t mit t gleichkommt, wobei dt«^ Mdt ist. Liou- 
viUe's Journal, 1846. Bd. XI, XII; 1849, Bd. XIV, S. 291. 

Beisp. 4. Die elliptischen Coordinaten eines Massenpunktes sind X, fi, v und 
der Massenpunkt wird gezwungen, sich auf einem festen £llip6oid X zu bewegen. 
Die Kräftefimction Ü ist durch 

gegeben, man leite au8 den Lioaville'schen Integralen ab, dass 

"T^.— Ä«)^.— ^y -• -^1 (^) + ^'^ +^' 



2 (v* — Ä«) (r« — Ä») 



— j; (v) + Cv* + D 



ist, worin A, Ä; die Halbaxen der Focalkegelschnitte sind. Durch Division redu- 
cirt sich die Bestimmung der Bahn auf eine Integration. 

Diese Lösung findet in den folgenden F&llen oder beliebigen Combinationen 
derselben Anwendung: (1) wenn die Kraft nach einem Centrum gerichtet ist und 
sich wie der Abstand verhält; man hat 217«» r* «= i*+ f*-' + ^' — ^* — ^*i daher 
ü'(/** — y*)=a Fj (ft) + J^t W- (2) wenn die Erafb senkrecht zur yx;- Ebene ge- 
richtet ist und umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes von dieser Ebene 

variirt; es ist Xfn; =3 Ht; hkx; daher ü=s — ,— j und (ji* — v*)!! hat die verlangte 

A 

Form. (3) wenn die Kraft central gerichtet und derart ist, dass ü « 



worin q der Abstand des Massenpunktes von einem der beiden festen Punkte 

x^±^, y = 0, z^O und wU* = (X« — Ä«) (1« — Ä») 

ist. Man bemerke, dass, wenn X ^= h oder =^ A;, d. h. wenn das Ellipsoid eine 
Ebene wird, m = ist. 



§ 408. Beispiele zu den Momentankräften. Beisp. l. Mn Ehombu>8, der aus vier 
dwrch Gelenke verbtmdenen Stäben besteht, fäUt vom Ziistand der Riihe at^s so, dass eine 
Diagonale verticäl bleibt, und der Eckpunkt Ä stösst mit der Geschwindigkeit V gegen 
eine feste horizontale unelastische Ebene. Man finde die folgende Anfangsbewegung, 
Dies ist dasselbe Problem, das in § 176 gelöst wurde; zum Vergleich geben wir hier 
zwei andre Lösungen, welchen beiden die Lagrange'schen Gleichungen zu Grunde 
Uegen. 
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Die Masse eines jeden Stabes sei die Einheit, x die Höhe des Schwerpunktes 
des Rhombus, 6 die Neigung eines Stabes gegen die Verticale. Nehmen wir x 
und zu Coordinaten des Systems, so ist 

und, wenn P der Stoss am Punkt A ist, 

du = Pd (ä — 2a cos ö) = P9x + 2aP sin 690 . 
Die Lagrange 'sehen Gleichungen sind nach §401 

4(iCi' — iroO =* -Pi *(*'+ a')(Öi' — O = 2aPsin 6. 
Die Anfangs- und Endwerthe von x* sind a;,,' = — F, x^' = — 2 aa» sin 0, 
die von ff sind B'=0, ^' == <"• Setzt man daher A;* »» i-a* und eliminirt P, so 

ergibt sich w = — — ^ , ,, . ,^ , was mit dem Resultat in § 176 übereinstimmt. 

8 a 1 -j- 3 am" a 

£emerX»0i^ über die Wahl der Coordinaten. Gegen die eben gegebene Lösung 
lässt sich einwenden, dass man alle Lagrang ersehen Gleichungen hat benutzen 
müssen, obgleich die Momentankrafb nicht gefunden werden soll. Wül man die 
Einfiffirung der Momentanhraft in die Gleichungen vermeiden, so mt*s8 man die 
Coordinaten so wählen, dass die Variation der einen allein (während die andre con- 
stant bleibt) den Angriffspunkt des Stosses nicht ändert. Wenn man die Coordinaten 
X und 6 benutzt, so ändert die Variation einer allein die Lage von A. Nimmt 
man dagegen 6 und die Ordinate y des Punktes J., welcher die Ebene trifft, zu 
Coordinaten, so ändert eine Variation von 6 allein die Lage von A nicht, und das 
virtuelle Moment irgend einer an A angreifenden Kraft tritt in der so gebildeten 
Gleichung nicht auf. Ebenso sollte man, wenn die Grösse des Stosses auf ^1 ge- 
funden werden soll, eine Gleichung benutzen, die durch die Variation einer Coor- 
dinate, wie y, welche die Lage von A im Raum ändert, gebildet wird. Die Coor- 
dinaten y und 6 sind in § 408 die Coordinaten des Zwanges bezw. der relativen 
Bewegung genannt worden. Benutzt man sie, so ist 

r« 2{y'«— 4aj/'Ö' sin Ö -f (*•+ o*+ 4a» sin« $)&*}, 

—jj = 0, SO dass man also U 

nicht zu berechnen braucht. Die Grenzen von y' sind y^* = — V, yj' = 0; die 
die von ff sind 0^' »» o , 0|' == oo. Den Werth von 00 findet man ohne Schwierigkeit. 
Wenn der Boden elastisch ist, befolgt man die in § 404 gegebene Regel. 
Da Oq' s= , so findet man die Winkelgeschwindigkeit eines jeden Stabes nach 
dem Abprall durch Multiplication des eben for unelastischen Boden gefundenen 
Werthes von m mit (1 -\- c). 

Beisp. 2. Sechs gleiche und gleichförmige Stäbe bilden ein regelmässiges 
Sechseck und sind an den Eckpunkten durch Gelenke lose verbunden. Einer der 
Stäbe wird senkrecht zu seiner Richtung in seinem Mittelpunkt durch einen Stoss 
getroffen; man zeige, dass der gegenüberliegende Stab sich mit einem Zehntel der 
Geschwindigkeit des getroffenen Stabes zu bewegen beginnt. 

[Math. Tripos, 1882.] 

Man nehme zur einen Coordinate den Abstand y des Angriffspunktes des 
Stosses von der x-Axe, welche parallel zum getroffenen Stab vorausgesetzt wird, 
und zur andern den Winkel 9, den jeder der anliegenden Stäbe mit der a;-Aze 
macht. Diese Coordinaten sind am vortheilhaftesten, weil eine Aenderung von 6 

allein den Angriffspunkt des Stosses nicht verrückt. Beachtet man^ dass cos «== y , 

so ist 

2T«6y'«-f 12ayff + ^(Sa^+k*)ff\ 

worin 2a die Länge eines Stabes bedeutet. Die allein erforderliche Lagrange'sche 
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Gleichung drückt aus, dass -^^ unverändert bleibt und daher gleich Null ist. Da 

die Geschwindigkeiten der beiden Stäbe j/ und y'-|- ^a6t sind, so ergibt sich 
das Besultat unmittelbar. 

Beisp. 3. Das eine Ende eines Balkens, der sich auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene befindet, liegt fest; eine Kugel A yon der Masse m ist in Be- 
rührung mit ihm und hat den Abstand a von dem festliegenden Ende. Man be- 
stimme, in welchem Abstand h eine andre Engel B von der Masse ft den Balken 
direct trefiPen muss, damit der Eugel A durch den Stoss die grösstmögliche Ge- 
schwindigkeit mitgetheilt wird. Der Balken und die Kugeln sind unelastisch. 

[Math. Tripos, 1844.] 

Es sei & die Winkelgeschwindigkeit des Balkens, i/ die Greschwindigkeit 
der Kugel £; die relative Geschwindigkeit, mit welcher sich die Kugel dem Balken 
nähert, ist dann jE^=y' — h^ imd dü= — Pdz, Nimmt man B und z zu Coordinaten, 

^^ I = die Anfangsbewegung. Es wird also 

O rp 

^ durch den Stoss nicht verändert. Man hat 2r=(wa*+ilffc*)Ö'»-f-fi(£f'-f ftö')'; 

da die Grenzwerthe 0^,' = 0, 0/ = co und z^' '=^ v , z^ = sind, so erhält man 

(ma*-|- j2lf Aj* + ft6*) = ftfc«; daher ft6* = wa* + Mk}^ 
wenn oo ein Maximum ist. 

§ 409. Sir W. R. Hamilton hat den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eine andere Gestalt gegeben^ die zuweilen sich besser dazu 
eignet, die allgemeinen Eigenschaften eines dynamischen Systems zu 
ermitteln. Diese Umgestaltung kann man aus dem Lemma in § 410 
ableiten. » 

In dem Folgenden beschränken wir uns auf die elementaren Eigenschaften 
der reciproken Beziehungen. Der Gegenstand wird im zweiten Band wieder auf- 
genommen und eingehender behandelt werden. Sir W. Hamilton ^s Beweis seiner 
Gleichungen fordert, dass T eine homogene quadratische Function der Gre- 
schwindigkeiten sei, was in der Dynamik im Allgemeinen richtig ist. Die Aus- 
dehnung auf den Fall, in welchem die geometrischen Gleichungen die Zeit ezpli- 
cite enthalten^ verdankt man Donkin, Fhil. Trans. 1854. 

§ 410. Die reciproke Function^). T^ sei eine Fundion beliebiger 
Grössen, welche man, wie sich gleich zeigen wird, am besten 0\ q>j etc. 
nennt. Es sei 



1) Aus diesem Lemma lässt sich die MeÜhode, partielle Differentialgleichtmgen 

äwrch reciproke Beziehungen aufzulösen, die manchmal die Legendr e'sche oder 

de M organische heisst, ableiten. Die partielle Differentialgleichung sei 

fp{x, y, i?i, !>, 2) = 0, worin p und q die partiellen Differentialquotienten von 

Zi nach x und y sind. Setzt man xr, »= — Zi -\- px -{- qy, so ist nach dem Lemma 

S z ^ z 

X = -K-^y y = -p-^ • Daraus folgt die B>egel: substituire die Werthe von x, y, ir^ 

aus den Hülfsgieichungen 

dz» dZm I ^^1 I ^^1 

Bonth, DjnamilL L 24 
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alsdann lässt sich ff, q)\ etc. mittelst ^ dieser Gleichungen durch u, v, etc, 
ausdrücken. Es sei femer 

j; = — Ti + uff + v(p + etc. 

und Tg sei durch u, v, etc. ausgedrückt, nachdem die Grössen ff, q>\ etc. 
diminirt wurden. Dann wird 

-rr^ = ö , -^ =^Wy etc. 

2\ kann auch eine Function anderer Grössen sein, wdche man, wie 

sich gleich zeigen tvird, am besten mit den Buchstäben ohne Strich 6, tp, etc. 

bezeichnet. T^ ist dann auch eine Function dieser Grössen und man er- 

haU 

dJ\__dI\ ar, dT\ . 

de ~ de ^ dq>' ~ dq> ^ ^^' 

um dies zu beweisen^ nelmie man das totale Differential yon T^; 
man erhält 

dT, == _ ^ de + (- 1^ + u)dff+ ff du + etc. 

Nach den Voraussetzungen des Lemmas verschwindet der ein- 
geklammerte Ausdruck. Wird nun Tg als eine Function.von 0,u, q>, Vy etc. 
allein und nicht yon 0, % etc., ff, q>\ etc. ausgedrückt, so ist 

d2; = ^iö + ^rf« + etc. 
Setzt man die beiden Ausdrücke für dT^ gleich, so hat man 

Es ergibt sich auf diese Weise eine reciproke Beriehung zwischen 
den Functionen T^ und T^. Man findet T^ aus 7\ durch Elimination 
von ff, q/y etc. mit Hülfe gewisser Gleichungen; man sieht jetzt, dass 
man 2\ aus T^ durch Elimination von u, v, etc. mittelst ähnlicher 
Gleichungen ableiten kann. Man nennt daher T^ die reciproke Function 
von T^ in Bezug auf die accentuirten Buchstaben ff, ^>\ etc. 

und behandle p, g als unabhängige Variable. Man erhält so eine neue Differential- 
gleichung, die sich unter Umständen leichter auflösen lässt, als die frühere. Die 
Auflösung sei e^^=^ f{p^ g); alsdann lassen sich mittelst der Hülfsgieichungen x^ y 
und e^ durch die beiden Hülfsgrössen p und q ausdrücken, welche ausserdem eine 
geometrische Bedeutung haben. Dieses Verfahren läset sich auf jede Anzahl von 
Variablen und Ordnungen ausdehnen. Auch kann man, wie in § 418, die Gleichung 
für nur einen Theil der Variablen nach Belieben modificiren. 

Beisp. Die Differentialgleichung sei rcp'-j- yg^^^ z^; man zeige, dass 

^» = T^ — "^1^1 ^1» '''^0™'^^ sich Ä, y, jPj als Functionen der Hülfsgrössen 

durch Differentiation ermitteln lassen. 
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§ 411. Man beachte: Wenn T^ eine homogene quadratische Function 
der Buchstaben mit Strich ff^ q>\ etc. ist^ so erhält man 

ttö' + t79' + etc. = 2i; 

und mithin Tg «» 2\ ^ aber in verschiedenen Variablen ausgedrückt. Denn 
Ti ist eine Function von 0', q>\ etc. und nicht von u, v, etc., während 
Tg ein& Function von u, t;, etc. ist und nicht von ff, tp, etc. Man 
bemerke, dads in diesem Fall Tg eine homogene quadratische Function 
von u, Vy etc. ist 

§ 412. Ist Ti die lebendige Eraffc eines dynamischen Systems, so 
ist dieses Verfahren mit dem Uebergang vom Gebrauch der Compo- 
nenten der Geschwindigkeit zum Gebrauch der entsprechenden Compo- 
nenten der Momente gleichbedeutend. Beide Arten lassen sich benutzen, 
um die Bewegung des Systems zu bestimmen; manchmal bietet die 
eine mehr Yortheil, manchmal die andre. 

§ 418. Beispiele zur reeiproken Function. Beisp. 1. Die Lage eines Körpers 
von der Masse M im Aaum ist durch die rechtwinkligen Coordinaten x^ y, e seines 
Schwerpunktes gegeben und die Winkelcoordinaten 0, 9, iff seiner Hauptaxen fSr 
den Schwerpunkt, wie sie in Kap. V, § 266 benutzt wurden, unter der Voraus- 
setzung, dass zwei Hauptträgheitsmomente gleich und £, ri, tj ^t ^i ^ <lie Com- 
ponenten der BewegnngsgrOsse sind, die bez. x^ y, «r, 0, 9, tp entsprechen, ist die 
lebendige Kraft 7\ in § 865, Beisp. 1 angegeben worden. Man zeige, dass die 
reciproke Function 

57, V + n* + t' . <*' . t?« , («;~t;cose)« 

•"" M '^A'^C'^ ÄBm^e 

ist. 

Beisp. 2. Ist die lebendige Kraft T^ durch den allgemeinen Ausdruck 

gegeben, so l&sst sich zeigen, dass man die reciproke Function von T^ in der Form 

u V . , . 



T.— ^ 



2J 






schreiben kann, worin J die Discriminante von 2\ bedeutet. Die Coefßcienten 
von tf', «', 2 t« 17, etc. in T, sind daher die ünterdeterminanten der entsprechenden 
Glieder in T^ nach Division durch ^J. Siehe auch Kap. I, § 28, Beisp. 3. 

Beisp. 8. I, 1], etc. seien die partiellen Differentialquotienten einer Function 
P von X, y, etc. in Bezug auf diese Variablen; man beweise, dass x, y, etc. auch 
die partieUen Differentialquotienten einer Function Q von £, 77, etc. in Bezug auf 
diese Variablen sind. Ist P homogen und von n Dimensionen, so lässt sich be- 
weisen, dass Q =>{n — 1)P ist. P kann z. B. das Potential bei der Attraction 
oder das Gteschwindigkeitspotential in der Hydrodynamik sein. 

Beisp. 4. Man betrachte 7\ als Function von O', 9', etc. und J sei die 
Hesse'sche Determinante von T^, d. h. die Functionaldeterminante ihrer ersten 

Differentialquotienten nach ^, 9', etc. Alsdann sind -^— ^ , ^ — ^ , etc. den Mi- 

24» 
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noren der enisprecheiiden Elemente der Determinante ä gleich, wobei jede ünter- 
determinante ihr richtiges Zeichen erhalten imd durch ^ dividirt werden muss. 
Um dies zu beweisen, nehmen wir die totalen Differentiale der beiden Reihen 

von Gleichungen u = -^^ , etc. ; 9 = -^— ^ etc. 

Aus der ersten Reihe ergeben sich d9 ^ dip\ etc. als Functionen von du^ 
<2«, etc.. Substituirt man in die zweite Reihe, so folgt das Theorem unmittelbar. 

§ 414 Die Hamilton'sche Transformation. Man setze £ = T-|- {7, 
so dass L die Differenz zwischen der kinetischen und potentiellen 
Energie ist. Alsdann heisst L^ wie in § 399 erklärt wurde^ die La- 
grange'sche Function und die Lagrange'schen Gleichungen kann man 
in der typischen Form 

dtd& de 

mit entsprechenden Gleichungen für alle Goordinaten schreiben. 

Ist H die reciproke Function von L^ so heisst H die SamiUan'sche 
Function, Die Transformationsgleichungen sind 

^~ der —der 

mit ähnlichen Gleichungen für alle Goordinaten. Nach dem Satz über 

O TT 

die reciproke Function ist ö' = -^ und nach der Lagrange'schen Glei- 

o j- /) TT 

chung ti' = -^ = ^ und ähnlich für alle Goordinaten. Auf diese 

Art wird die eine typische Lagrange'sche Gleichung in der obigen 
Form in die beiden Hamilton'schen 

^ dH , dH 

du ' d$ 

umgewandelt. Selbstverständlich gelten ähnliche Gleichungen für alle 
Goordinaten. 

Wenn die geometrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite ent- 
halten^ so ist T eine homogene, quadratische Function von {0", q/, etc.) 
und daher uO" + ^V 4" ®*^* = 2T. Daraus folgt 

jBr=— L + «ö'+t?9)'+etc. = T— U. 

Es ist daher S die Summe der kinetischen und potentiellen Energie 
und mithin die ganze Energie des Systems. 

§ 415. Man drücke die Lagrange'schen Gleichungen für Stosshräfte 
in der Hamüton'schen Form am. 

Wie aus § 401 ersichtlich ist, lassen sich die Lagrange'schen 
Bewegungsgleichungen in der typischen Form 

\der)o ^ 
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schreiben. Ist H die reciproke Function von T und ersetzt man m, v, etc. 
durch Py Qy etc., so erhalten sie die typische Gestalt 

^1 — «^o=ap- 

§ 416. Beispiele zn den Hamilton'selieii Gleichnngen. Beisp. 1. Man leite 
die Gleichung der lebendigen Erafb aus den Hamilton'schen Gleichungen ab. 

Da H eine Function von (0, 9, etc.), (u, f, etc.) ist, so erhält man, wenn 
Accente wieder die totalen Differentialquotienten nach der Zeit bedeuten, 

80 dass also der totale Differentialquotient von H nach t immer dem partiellen 
gleich ist. Enthalten die geometrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite, so 
verschwindet der letztere und man hat H =^ h, wenn h eine Constante bezeichnet. 

Beisp. 2. Die Euler^schen Bewegungsgleichungen aus den Hamil tonischen 
Gleichungen abzuleiten. 

Wählt man dieselbe Bezeichnung, wie in dem entsprechenden Satz für die 
Lagrange'schen Gleichungen § 406, so erhält man 

dT . . , -, dT _ 

to = »—7 = ( — J.a)j cos €p + J5cD, sin 9) sin 6 -j- C'a», cos B . 

Ehe wir die Hamilton'schen Gleichungen benutzen können, muss nach §411 
die Grösse T durch (u, v, w) ausgedrückt werden. Zu dem Zweck lösen wir die 
Torstehenden Gleichungen auf, um co^, a>,, o, als Functionen yon u, v, w zu er- 
halten. Es ergibt sich 

A I / n V COS 9 

Aw. = tt sm g» + (« cos ö — w) —. — ^ , 



und nach § 414 



Bm^ SS u cos flp — (0 cos — w) —, — J 
' ^ ^ ' sm d 



Da wir nur eine Euler'sche Gleichung nöthig haben, so wollen wir 
— — as — if -5— = m benutzen. 

Die erstere ergibt .^©i -^ + J5©, •^-^— -^ = — -^ und dies ist 

dasselbe, wie ^0, —— — JB», -^^ — 0— = — C^-^r-i woraus unmittelbar die 
' ^ A ^ B cq> dt 

dritte Euler'sche Gleichung, § 262, folgt. Die letztere der beiden Hamil tonischen 
Gleichungen fahrt zu einer der geometrischen Gleichungen des § 256. So sind die 
sechs Hamil tonischen Gleichungen den drei dynamischen und den drei geo- 
metrischen Euler'schen äquivalent. 

Beisp. 8. Eine Eugel rollt eine rauhe schiefe Ebene hinab, wie in §144 

beschrieben wurde. Es ist r== ~«ia*6'" und ü «^^ mgaS sm cc, Ist es richtig, 

H der Differenz dieser Functionen gleich zu setzen? Man mache die Probe auf 
die Antwort, indem man die in § 144 gegebenen Bewegungsgleichungen ableitet. 
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Beisp. 4. Ein System wird auf die Hamilton'sche Art auf Coordinaten 
ö, 9, etc. und die entsprechenden BewegongsgrOssen t«, «?, etc. bezogen; man 
wünscht die Coordinaten mit a?, y, etc. zn vertauschen, wobei 0, 9), etc. gegebene 
Functionen von Xy y^ etc. sind. Wenn man unter £,12, etc. cQe entsprechenden 
Beweg^ungsgrOssen versteht, zu zeigen, dass 

6 — »^x + »9>« H » ^ = t*^y + «9y H • etc. — etc. ist, 

worin die Indices, wie gewöhnlich, partielle Differentiationen bezeichnen. Man zeige 
femer durch eine rein analytische Transformation, dass sich die H am il tonischen 
Gleichungen mit 9, u, etc. in die entsprechenden mit a;, £, etc. verwandeln. 

Beisp. 6. Die Lagrange^sche Function ist eine Function von 9, qp, etc. und 
0^, (p\ etc. Im Vorstehenden haben wir die reciproke Function mit Bezug auf 
d', (p\ etc. genommen; wir hätten sie aber auch bez. 0, 9, etc. nehmen können. 
Das folgende Beispiel wird dies erläutern. 

Es sei I\ oder L die Lagrange'sche Function und, um der bisherigen Be- 

zeichnungsweise möglichst nahe zu kommen, sei ü = -^^ , F» -^ , etc. Ist 

du Cfp 

dann T, die reciproke Function von T^, so führt die der H am il tonischen ent- 
sprechende Transformation zu den typischen Gleichungen 



0-» 



ar, 



8 



rr--^^. 



dU' dtder 

Um sich davon zu überzeugen, reicht es hin, wenn man beachtet, dass 
T, = — Tj + '^^ + ^9 + • • • iß*- Nach dem Lemma in § 410 hat man dann 

-^ = — -^-rf und ■jff'^ ö, woraus sich die Resultate mittelst der Lagrange- 
schen Gleichungen unmittelbar ergeben. 

§417. Dlelnalogie mit reeiprokenBeziehaiigen der Geometrie. DieHamilton- 
sche Umformung der Lagrang ersehen Gleichungen hat eine bemerkenswerthe 
Analogie mit der Aufgabe der Geometrie, zu einer Fläche ihre reciproke zu suchen. 
Man nehme z. B. an, das System habe drei Coordinaten 6, 9, iff und die lebendige 
£[raft 7\ sei eine homogene quadratische Function der Geschwindigkeiten d', 9', yf\ 
Man kann ^, q>\ t/»' als Cartesische Coordinaten eines darstellenden Punktes P 
betrachten, dessen Lage und Bahn dem Auge die momentane Bewegung des 
Systems vorführt. Diese Coordinaten von P lassen sich aus den Lagrange^schen 
Gleichungen ermitteln. Auf gleiche Weise kann man die Hamil tonischen 
Variablen u, v, w als Cartesische Coordinaten eines andern Punktes Q betrachten, 
dessen Lage und Bahn die augenblickliche Bewegung des Systems ebenfalls dar- 
stellt. 

Nimmt man irgend welche momentanen Werthe O', 9 , ^', so Hegt der Punkt 
P irgendwo auf der Fläche zweiten Grades 2\ ^ CT, wenn ü der augenblickliche 

Werth der Kräfteftmction ist. Weil nun u «= -^ , t; -= ^—f , to = S— f ist so 

ou oq> 0^ 

muss offenbar auch Q auf einer Fläche zweiten Grades liegen, die polar reciprok 
zur Fläche T^ in Bezug auf eine Eugel ist, deren Centrum im Coordinatenanfang 
liegt und deren Radius yTU ist. 

Diese reciproke Fläche zweiten Grades sei T, = U. Da nun diese beiden 
Flächen reciproke Eigenschaften besitzen, so ist offenbar 

^-W ^-"ä^' i^-l^' 

Beisp. 1. Die Coefficienten der beiden Flächen zweiten Grades T, und T, 

seien Functionen einer Grösse 0; man zeige geametrwtA, dass ^^ « — ?^ ist 

cd dB 
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Darane leite man die Übrigen drei Hamil tonischen Gleichungen ab, nämlich 

— %£ =-5^, — t?' « ^ — , — »' = ^ — , worin IT« r. — ü ist. Siehe deaVer- 
Oü o<p oip 

fassen Schrift über „Stabüüy of motion'' S. 62. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die in der Geometrie gebräuchliche Form von T, 
dieselbe ist wie in § 413, Beisp. 2. 

§ 418. Die modificirte La^ange'sclie Function. Sir W. Hamilton g/, ;j:g^% 
transformirt aUe accentuirten Buchstaben ffy tpy etc. in die entsprechenden ^^^u^rwf-^,^ 
Buchstaben u, v^ etc. Man kann das Lemma aber auch so anwenden^ ^ 

dass man nur einen Theü der Lagrange' sehen Coordinaten mit den ent- 
sprechenden Hamilton'schen vertauscht und die andern ungeändert lässt. 
Man erhält so eine Mischung der beiden Arten Yon Gleichungen« 
Mittelst einer und derselben Function Jcann man die Lagrange^schen 
Gleichungen für diejenigen Coordinaten gebroMchen, für welche sie sich 
am meisten eignen und die Samilton'schen für die übrigen Coordinaten^ 
wenn wir diese für angemessener halten. 

Das Wesentliche der Theorie, wie sie in den §§ 418 — 425 dargestellt wird, 
ist des Verfassers Stability of Motion, 1876, entnommen. 

§ 419. um dies besser einzusehen , betrachte man ein System^ 
welches von vier Coordinaten 0, q>f i, 17 abhängt. L^ sei die La- 
grange'sche Fimction. Man nehme nun an, man wolle die Lagrange- 
schen Gleichungen ftlr die Coordinaten |, rj und die Hamilton'schen 
fOx 0, fp gebrauchen. Zu diesem Zweck benutzen wir die beiden Trans- 

formationsformeln -5— = u , -5-} = v und setzen 

od ' C<p 

L^= — X^ -|- uö' + vfp\ 

Man erhalt wie in § 414 die beiden Reihen von Hamilton'schen 
Gleichimgen 

^ dv ^ dfp 

I' und fjf sind alsdann unter die nicht accentuirten Buchstaben, von 
denen in dem Lemma, § 410, die Bede war, einzuschliessen, woraus 
sich ergibt 

mit zwei ähnlichen Gleichungen für 17. Auf diese Art bleiben die 
beiden Lagrange'schen Gleichungen fElr | und 17 auch gültig, wenn 
man L^ durch L^ ersetzt. Man erhalt so die beiden Reihen von La- 
grange'schen Gleichungen 

d dlj^ dLf d dXf| dL^ 
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§ 420. Die Function L^ konnte man die modificirte Fundion 
nennen^ es ist aber passender, diesen Namen der Function mit dem 
andern Vorzeichen zu geben. Die Definition lasst sich so fassen: 

Ist die Lagrange'sche Function L eine Function Ton 6^ 9^ %p^ q>\ etc., 
so ist die modificirte Function z. B. fBr die beiden Coordinaten 0, 9 

L' = L — uff — vip, 

worin u «= ^^^ 9 »= — mid angenommen ist, dass man ff, ^ aus der 

Function U eliminirt hat. Auf diese Art ist It eine Function von 0, 
9, ff , tp und allen andern Buchstaben, L eine Function von 0, 9, u, v 
und den übrigen Buchstaben. 

Diese beiden Functionen £, L' besitzen nach § 410 die Eigen- 
schaft, dass ihre partiellen Differentialquotienten nach allen Buchstaben 
mit Ausnahme yon ff, tp\ Uj v dieselben sind. In Bezug auf diese vier ist 

dL dL j dL' ^ dli , 

oST = M , 5—7 = t? und -5 — = — cf , -ö — = — op . 

dv ^ dq> du ' cv ^ 

Man kann die dynamischen Gleichungen fOr die Coordinaten, be- 
züglich welcher die Function nach der Hamilton'schen Regel modi- 
ficirt wurde, so bilden, als ob Zi^» — X' die Hamilton'sche Function 
wäre, und für die übrigen Coordinaten nach der Lagrange'schen Regel, 
als ob entweder L^ ^^^^ ^' ^^^ Lagrange 'sehe Function wäre. 

Die Function L^ kann man auch die reciproke Function der La- 
grange'schen L^ in Bezug auf die Coordinaten 0, tp, etc. nennen, weil 
sie ebenso aus Lj^ abgeleitet wird, wie T^ aus T^ in § 410 mit der 
Ausnahme, dass man nur an gewissen Coordinaten die Operation vor- 
nimmt. Es ist jedoch angemessener, die beiden Operationen durch ver- 
schiedene Worte zu unterscheiden. Wir werden unter ReciprocaMon die 
Yertauschung dUer und unter Modification die Vertauschung nur eines 
Theils der Coordinaten verstehen. 

§ 421. Nachdem die nöthigen EUmmaUonen auagefOhrt worden sind, einen 
aUgemevnen Ausdruck für die modificirte Lagromge^sche Function eu finden. 

Die lebendige Kraft T sei durch den homogenen quadratischen Ausdruck 

gegeben, so dass die Lagrange 'sehe Function Zr »» T-f- ^ ist, worin ü eine 
Function der Coordinaten ö, g>, {, etc. bedeutet. Wir wollen L in Bezug auf 
0, 9, etc. modificiren, während mit £, i], etc. nach der Lag ränge 'sehen Begel 
verfahren werden soll. Wir haben daher nach § 420 mit Hülfe der Gleichungen 



etc. = etc. 
^ und (p' zu eliminiren. 



(1) 
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(2). 



Der Kürze halber wollen wir statt der rechten Seiten dieser Gleichungen 
u — X, V — F, etc. schreiben. Da T eine homogene Function ist, so hat man 

T = T^^ Y + T^jj^n + 

...+i-er(t* + x)+l9'(t^+3r)+etc. 

Nach der Definition ist aber die modificirte Function X' » — L^ 

— iy(«~Z)— 1 9' (t? - r) — etc. 



. . 



(8). 



Löst man die Gleichungen (1) auf, so erh&lt man mit Hülfe yon Determinanten 
O', tp\ etc. als Functionen yon £', i]', etc. Substituirt man ihre Werthe in den 
Ausdruck (8), so ergibt sich 

0, u — Z, t;— r, •• 



^'«%T + ^^'l«'^'+^^+^+2^ 






06' •'ey» 

n m 



worin J die Determinante der Glieder in T ist, welche nur O', 9', etc. enthalten. 
Man kann es auch aus der vorstehenden Determinante ableiten, wenn man die 
erste Yertical- und Horizontalreihe wegl&sst. 

Die Determinante lässt sich zerlegen und die modificirte Function in der 
Form schreiben 

L' = Tff ^ + 2>,r.i' + etc. + CT + 
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worin 1*, v, etc. wie gewöhnlich för -5^^, 0— 7, etc. stehen und X, F, etc. durch 

Ou Otp 



X-refr+ !',,'>' + •••' ^-2;fr+r^,.j' + ---, etc. -etc. 

gegeben sind, so dass man X, Y, etc. aus u , v, etc. erhält, indem man die Glieder 
weglässt, welche ^, <p', etc., d. h. die Coordinaten, auf die man die Hamilton- 
schen Gleichungen anwenden will, enthalten« 

Man beachte, dass die erste der drei Determinanten in dem Ausdruck ffir L' 
nur die Momente 11, 0, etc. und die Coordinaten enthält. In der zweiten kommen 
u, 0, etc. nicht vor, degegen ist sie eine quadratische Function Ton £', 17', etc. 
Die dritte enthält Glieder vom ersten Grad in Bezug auf l', ij', etc. multiplicirt 
mit den Momenten «, v, etc. 
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§ 422. Der Fall fehlender Coordinaten. In vielen Fällen von 
kleinen Schvnngungen um einen Zustend stationärer Bewegung und in 
einigen andern Problemen enthält die Lagrange'sche Fimction L einige 
der Coordinaten wie 6^ tp, etc. nicht, obgleich sie eine Function ihrer 
Differentialquotienten 6\ g/, etc. ist; zu gleicher Zeit kann sie die 
übrigen Coordinaten |, 17, etc. sowohl als ihre Differentialquotienten 
I', rf, etc. enthalten. Ist dies der Fall, so werden die Lagrange'schen 

Gleichungen für ö, 9>, etc. j^ö^ = 0, etc. Durch Integration er- 
hält man 

dL dL . 

worin Uy v, etc. absolute Constante sind, deren Werthe sich aus den 
Anfangsbedingungen ergeben. Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt sich 
d\ g/f etc. durch i\ rf, etc« ausdrücken^ so dass das Problem sich in 
der That darauf reducirt^ iy Vy ®^c- ^^ ermitteln. 

Prof. J. J. Thomson (PÄÄ. Trans.1885 und Applications of dynamics 
to physids and chemistry, 1888) hat vorgeschlagen^ solche Coordinaten^ 
Yon denen nur. die Differentialquotienten in der Lagrange'schen Function 
auftreten^ Jcinosthenische oder GesdiwindigJceitscoordinaten zu nennen. 

Das Verfahren^ welches dazu dient^ die übrigen Coordinaten g, 17^ etc. 
zu ermitteln, lässt sich jetzt vereinfachen, indem man die Lagrange 'sehe 
Function so modificirt, dass die Variablen 6'^ q)', etc. eliminirt und an 
ihrer Stelle die constanten Grossen u, Vy etc. eingeführt werden. Man setee 

r = L — ue' — vtp . , , 

und elifninire 0', q>', etc, mit HiUfe der eben gefundenen Integrale. Die 
Gleichwngen mr Ermittlung von 5, 1?, etc. ergaben sich^ wenn man + L' 
als Lagrange' sehe Function hehanddt. 

§ 423. Wenn das System vom Zusfand der Ruhe ausgeht^ nimmt 
die modificirte Function eine einfache Gestalt an. Die Lagrange'sche 
Function L sei z. B. eine homogene quadratische Function von 0\ g/, etc. 
Man erhält dann mit Beziehung auf die obigen ersten Integrale, wenn man 
berücksichtigt, dass die Anfangswerthe von 0\ (p, etc. sämmtlich Null sind, 

M ssa 0^ V = 0y etc. = 0. 

Die modificirte Function II ist daher der ursprünglichen Function 
gleich, aber verschieden ausgedrückt. Die Function L ist eine Function von 
0\ (Pf etc.; die Fimction i' ist derWerth vonL, nach dem die Differential- 
quotienten 0", 9', etc. mit Hülfe der ersten Integrale eliminirt worden sind. 

Das Beeultat der Elimination kann man aus § 421 ableiten. Die erste und 
dritte Determinante sind hier Null. Man hat daher 



^' - ^ii T + ^^1^"'+ «**'• + ^ + i 



X T T 

TT T 

I 69' W ' 
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Man kann diesen Auadmck aus der Lagrang ersehen Function li einfach 
dadurch ableiten, doM man dJXt Glieder, welche die zu eliminirenden Di/ferentuü' 
guoUenten B\ tp\ etc, enthalten, weglässt und die obige Determinante hinzufügt. 

§ 424. Das SoBnenBystem als Beispiel. Es mögen sich, nm ein Beispiel zu 
geben, drei Punkte von den Massen mi , ffii , fti^ gegenseitig nach dem Newton*schen 
Gesetz anziehen und sich auf beliebige Art in einer Ebene bewegen. Bezieht man 
sie auf irgend welche rechtwinklige Azen, so sind ihre lebendige Kraft und Er&fbe- 
function Functionen der sechs Cartesischen Coordinaten und ihrer Differential- 
quotienten. Wir können aber den Coordinatenanfang yerrücken und die Axen 
um ihn drehen, ohne die lebendige Kraft oder die Krftftefunction zu Sndem. 
Daraus folgt, dass jede dieser Functionen Ton drei der Coordinaten unabhängig 
ist, obwohl sie von ihren Differentialquotienten nach der Zeit abhängen kann. 
Die Lagrange*sche Function lässt sich daher modifidren und nur von den drei 
andern Coordinaten abhängig machen. 

Die lebendige Kraft des Systems ist der lebendigen Kraft der ganzen im 
Schwerpunkt vereinigten Masse gleich, zusammen mit der lebendigen Kraft in 
Bezug auf den Schwerpunkt. Die erstere ist leicht anzugeben und in unsrem Fall 
eine Constante; wir wollen uns zur letzteren wenden. 

Es sei G der Schwerpunkt; man ziehe Ga, Gß, Gy, die nach Richtung 
und Grösse die Geschwindigkeiten der drei Massenpunkte darstellen, d. h. die 
Badienvectoren ihrer Hodographen sind. Dann repräsentiren die Seiten des Dreiecks 
aßy die relativen Geschwindigkeiten der Massenpunkte und die lebendige Kraft 
des Systems ist tn^Ga*-{' m^Gß*-{' m^Gy\ Daraus, dass die Gomponente der 
Bewegungsgrösse des Systems in Bezug auf seinen Schwerpunkt in jeder Richtung 
Null ist, folgt, dass G der Schwerpunkt dreier nach a, ß, y gebrachter Massen- 
punkte »4, m,, fn^ ist. Nach einer bekannten Eigenschaft des Schwerpunktes 
hat man 

m^m^{aß)*-\ = |»{i»i(öa)" H }, 

worin f» die Summe der Massen bezeichnet. Daraus folgt unmittelbar, dass die 

lebendige Kraft eines Systems in Bezug auf seinen Schwerpunkt »» — ist, 

wo Vjji die relative Geschwindigkeit der Massenpunkte iii|, m, bezeichnet. Diese 
Formel für die relative lebendige Kraft gilt offenbar fOr jede Anzahl von Massen- 
punkten. Sir R. Ball hat sie in den Astranamicoil Natices, März 1877, auf eine 
andre Art abgeleitet. 

Es seien a, &, e, J., £, C, wie gewöhnlich, die Seiten und Winkel des 
Dreiecks, welches durch Verbindung der Massenpunkte entsteht. Es sei 6 der 
Winkel, den die Seite c mit irgend einer im Raum festliegenden Geraden bildet; 
Accente mögen, wie bisher, die Differentialquotienten nach der Zeit bezeichnen. 
Man hat dttun 

JJm^ Wjt^j - m^m, { c'« -f- c«ö'* } + % ^3 { 6'« -f 5>(e' + ^')* } + 

und, wenn T die lebendige Kraft in Bezug auf den Schwerpunkt bezeichnet, 

2T=P6'« + 2ÖÖ' + Ä, 
worin P, Q, B Functionen des Dreiecks allein und nicht von 6 sind. Man hat 

f* C - w, (»H 6«ul' — «, a» J5') , 
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Wie diese Fimctionen auszudrücken sind, hSngt Ton den Coordinaten ab, 
die man gebrauchen will. Man kann beliebige drei Stücke des Dreiecks mit 
Ausnahme aller drei Winkel zu Coordinaten w&hlen. 

Beisp. unter der Annahme, es sei am yortheilhaftesten, die Abstände b 
und c zweier Massenpunkte von dem dritten und den Winkel J., den die Abstände 
an dem dritten Punkt bilden, zu Dreieckscoordinaten zu w&hlen, zeige man, dass 
P, Q, B sich durch &, e, a und ihre Differentialquotienten allein mit Hülfe der 
Gleichungen 

a" = ft* + c" — 26c cos -4., 

42(pCBmÄ) = h^A + a^B' + 26c' sin^l, 
dt \ 

a« + a"5'* « 6'« + <^» — 26'c cos^+ 6«-4'« + 26ii'c'sin^ 
ausdrücken lassen. Sie lassen leichte geometrische Auslegungen zu. 

§ 425. Man kann die Lagrange 'sehe Function auch mit Bezug auf B modi- 
ficiren. Zu dem Zweck setze man u »» öä''™ ^^' H~ Q* •^^'^ beachte, dass u 

nach § 422 eine absolute Constante isti weil die Eräftefunction U keine Function 
Yon B ist. Wir büden nun die modificirte Function 

welche man benutzen kann, als wäre sie die Lagrange'sche Function, um alle 
Aenderungen des die drei Massenpunkte yerbindenden Dreiecks zu ermitteln. 

Zu beachten ist auch, dass die Winkelgeschwindigkeit B' im Baum der Seite 
des Dreiecks, welche m^ und m^ verbindet, durch die Gleichung PB^ -\- Q = m 
gegeben ist, worin u eine Constante bedeutet. 

Beisp. 1. Man zeige, dass P dem Trägheitsmoment der drei Massenpunkte 
für den Schwerpunkt gleich ist. 

Beisp. 2. Zeige, dass man fi'(P£ — Q*) in die symmetrische Form 

bringen kann. 

Beisp. 8. Zeige, dass die Grösse u der Winkelbewegnngsgrüsse des Systeme 
um den Schwerpunkt gleich ist. Siehe §§ 897 und 402. 

Beisp. 4. Zeige, dass man ikQ jede der beiden Formen 

fiij (m, c^B' — w, 6«C') und m, (fWj o"C' — mj cM') 

geben kann, wobei die Wirkung des Umtausches darin besteht, dass man zu der 
Lagrange 'sehen Function L' eine Grösse, die B' bez. C gleichkommt, addiren 
muss. Siehe § 899, Beisp. 2. 

§ 426. Nicht eonservatiye Kräfte. Man erkläre^ wie die Lagrcmg^sehen 
Gleichungen gehraucht werden^ wenn ein Theü der Kräfte nicht conservativ ist. 

Die Lagrange 'sehen Gleichungen können in der in § 899 gegebenen Form 
nur dann benutzt werden, wenn die Kräfte, welche an dem System angreifen, 
eine Kräfbefunction besitzen. Wenn jedoch PdB die virtuelle Arbeit der gegebenen 
Kräfte ist, welche man durch alleinige Variation von B erhält, Qitp die durch 
alleinige Variation von qp erhaltene u. s. w., so kann man offenbar nach § 897 

j o ort o m 

den Lagrange 'sehen Gleichungen die typische Form geben jt -^ — -^ ■=■ P. 
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§ 427. Es ist oft Ton Yortheil, die Er&fte, welche an dem System angreifen, 
in zwei Gruppen zu trennen. Ztterst kommen diejenigen, welche conservatiy sind. 
Die Theile von P, Q, etc., welche durch diese ErSite hervorgerufen werden, 
lassen sich durch Diäerentiation der Eräftefünction nach 0, 9, etc. ermitteln. 
Zweitens diejenigen, welche nicht conservativ sind, wie die Reibung, einige Arten 
Yon Widerständen etc. Die durch sie erzeugten Theile von JP, Q, etc. müssen 
auf die aus der Statik bekannte gewöhnliche Art mittelst der virtuellen Arbeit 
gefunden werden. 

Obgleich die nicht conservativen Er&fte eine Eräftefünction nicht zulassen, 
so lassen sich ihre virtuellen Arbeiten doch zuweilen durch einen Differential- 
quotienten andrer Art darstellen. Man nehme z. B. an, ein Theil der an dem 
Massenpunkt eines Eörpers angreifenden Eräfte sei derart, dass ihre Componenten 
parallel zu drei rechtwinkligen im Baum festliegenden Azen den Geschwindig- 
keiten des Massenpunktes in diesen Richtungen proportional sind. Die virtuelle 
Arbeit dieser Eräfbe ist 

2;(/ii ä' *a; -f- f4 y^ *y 4- ^3 / a<f) , 

worin ft^, fi,, fi, drei Constante bedeuten, die negativ werden, wenn die Eräfte 
Widerstände sind. Bewegen sich z. B. die Massenpunkte in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit, mit einer Constanten % multiplicirt, gleichkommt, 
so ist jede der Grössen fii * f4 , /»^ gleich — x. Man setze 

Da (x, yy z) Fimctionen von 6, 9, etc. sind, welche sich aus den geo- 
metrischen Bedingungen des Systems ergeben, so ist, wie in § 396, 

dt ^ de ^ 

mit ähnlichen Ausdrücken fSr die übrigen Coordinaten. Substituirt man, so er- 
hält man F als Function von 0, 9, etc., 6\ tp\ etc. Man sieht auch, dass, wie 

üi § 397, ^^ ="'a« ^*- I^^ch partielle Differentiation von F hat man 

und deshalb 

Z(fij X dx + etc.). 

In diesem Fall daher, wenn U die Eräftefünction der conservativen Eräfte 
ist, F die eben definirte Function, Gdß, $^9, etc. die virtuellen Arbeiten der 
übrigen Eräfte, lassen sich die Lagrange 'sehen Gleichungen schreiben 

dt de' de ^ de äö' "^ ' 

imd ähnliche Gleichungen fSr 9, '^, etc. aufstellen. 

Man beachte, dass die Function F^ wenn die geometrischen Gleichungen 
die Zeit ni^cht ezplicite enthalten, eine quadratische homogene Function von 
e\ tp\ etc. ist. 

Wenn die Eräfte, deren Wirkungen in F auftreten, Widerstä/nde sind, so 
werden /u^ , fi^ , ^ , etc. negativ. Alsdann ist F eine ihrem Wesen nach positive 
Function der Geschwindigkeiten und gleicht in dieser Binsicht der Function T, 
welche die lebendige Eraft darstellt. 

Behandelt man die obigen Gleichungen genau so, wie die Lag ränge 'sehen 
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Gleichungen in § 407, behandelt wurden, um das Princip der lebendigen Kraft zu 
finden, so ergibt sich 

A (r„ u)^e'e + etc. - |^e' - etc.; 

in diesem Fall ist aber auch F eine homogene Function Yon 6\ etc. Daher 

^(r— U) = e'9 + etc. — 2F. 

Daraus folgt, dass, wenn die geometrischen Gleichungen die Zeit nicht ezplicite 
enthalten und wenn keine Kräfte vorhanden sind ausser solchen, die sich in die 
Kr&ftefimction U und die Function F einschliessen lassen, F die halbe Ge- 
schwindigkeit darstellt, mit welcher die Energie das System yerlässt, d. h. veraus- 
gabt wird. 

Den Gebrauch dieser Function hat Lord Bayleigh in den Proceedinga of 
ihe London Maitkemaäcal Society, Juni 1873, vorgeschlagen. Er hat die Function 
F die Diasipationafunction genannt. 

§ 428. Beisp. 1. Irgend zwei Massenpunkte eines dynamischen Systems 
wirken gegenseitig mit einer Kraft aufeinander ein, deren Componenten in drei 
festen rechtwinkligen Richtungen den bezüglichen Geschwindigkeiten der Massen- 
punkte in diesen Richtungen parallel sind; man zeige, dass man diese Compo- 
nenten in die Dissipationsfunction F einschliessen kann. Sind F^, F , F^ die 
Componenten der Geschwindigkeit, fi^F^ f4^«» f*i^* ^® Componenten der Ab- 
stossnngskraft, so ist der Theil von F, der aus ihnen hervorgeht, gleich 

Dieses Beispiel ist der eben citirten Abhandlung entnonunen. 

Beisp. 2. Ein fester Körper bewegt sich in einem Mittel, welches auf 
jedes Element seiner Oberfl&che zum Theil mit Reibungswiderst&nden, zum Theil 
mit Widerständen normal zur Oberfl&che wirkt. Jeder dieser Widerstände ist, 
auf die Flächeneinheit bezogen, der Componente der Geschwindigkeit in seiner 
eignen Richtung, mit der nämlichen Constanten ^ multiplicirt, gleich. Man zeige, 
dass sich diese Widerstände in eine Dissipationsfunction F einschliessen lassen, 
wobei 

F^^{c(u^+v^+w^+Am^*+Bm^*+Ca/^2Dmj^a^—2Ea^m^ — %Fm^m^), 

wenn c den Flächeninhalt, Ä, B, etc. die Trägheits- und Deviationsmomente der 
Oherftäche des Körpers und (u, t^, w) die Componenten der (Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes von e bedeuten. 

§ 429. Unbestimmte Mnltiplicatoren ^ etc. Man erJdäre, wie die 
Lagrcmge' sehen Gleichungen in gewissen Fallen m gd>ra/uchen sind, wenn 
die geometrischen Gleichungen Differentialquotienten nach der Zeit enOuüten, 

In § 396 ist darauf hingewiesen worden, dass die in den Lagrange- 
schen Gleichungen benutzten unabhängigen Variablen 0, % etc.. so gewählt 
werden müssen^ dass sich alle Coordinaten der Körper des Systems durch 
sie ausdrücken lassen, ohne dass man nothig hätte 6', (p\ etc. einzuführen. 
Wenn aber eine Bewegung, wie die eines auf vollkommen rauher Fläche 
rollenden Körpers in Frage steht, so lässt sich die Bedingung, dass 
die relative Geschwindigkeit der Berührungspunkte NuU sein muss, 
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manchinal durch eine Gleicbung ausdrücken, die, wie in § 137, noth- 
wendiger Weise Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit 
enthält. Zuweilen kann die Oleichung, welche diese Bedingung aus- 
drückt, integrirt werden. Wenn z. B. eine Kugel auf einer rauhen 
Ebene rollt, wie in § 144, so ist die Bedingung oi — aB' = 0, aus 
der man durch Integration x — ad ^=^1 erhält, wo b eine Constante 
bedeutet. In solchen Fällen lässt sich die Bedingung als eine der 
geometrischen Beziehungen der Bewegung benutzen und auf diese Art 
die Anzahl der unabhängigen Variablen um eine reduciren. 

Wenn aber die Differentialquotienten sich nicht leicht aus den 
Bedingungen ausscheiden lassen, ist es oft von Yortheil, die Beactionen 
und Beibungen in die Gleichungen zwischen den nicht conservativen 
Erafben auf die in § 426 erklärte Art einzuführen. Jede Beaction hat 
eine Bedingungsgleichung im Gefolge und es sind daher stets Gleichungen 
genug vorhanden, um die Beactionen zu eliminiren und die Coordinaten 
des Systems zu bestimmen. 

Die Elimination der Beactionen ist im Allgemeinen am leichtesten 
auszuführen, wenn man die allgemeine Gleichung der virtuellen Arbeit 
benutzt und dem System nur solche Yerrückungen gibt, webhe die 
virtuelle Arbeit dieser Erafbe verschwinden lassen. Wir wollen an- 
nehmen, um einen Anhaltspunkt für unsre Vorstellungen zu gewinnen, 
ein Körper rolle auf einer vollkommen rauhen Fläche; es seien 0,(p, etc. 
die sechs Coordinaten des Körpers; nach § 137 existiren dann drei 
Gleichungen von der Form 

L, = Ä,e' + B,,p' + (1), 

woraus sich die beiden andern ergeben, wenn man 2 und 3 statt 1 
als Index schreibt. Diese drei Gleichungen drücken aus, dass die 
Componenten der Geschwindigkeit des Berührungspunktes in drei 
Richtungen Null sind. Die Gleichung der virtuellen Arbeit lässt sich 
schreiben (§ 398) 

worin U die Kräftefunction der gegebenen Krafte ist. Da die virtuelle 
Arbeit der Beactionen am Berührungspunkt weggelassen wurde, so 
gilt die Gleichung nur für solche Variationen von 0, 9), etc., welche 
verursachen, dass der Körper auf der rauhen Fläche roUt. Die geo- 
metrischen Gleichungen L^, L^, L^ drücken aber aus, dass der Körper 
auf irgend eine Art rollt, daher sind SO^Ötp^ etc. durch drei Gleichungen 
von der Form 

Äide + B^dtp-i = (3) 

verbimden. 

Durch Benutzung der Methode der unbestimmten Multiplicatoren 
(siehe § 400) werden die Gleichungen der virtuellen Arbeit auf die ge- 
wöhnliche Art umgeformt in 
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d BT ^ _ ^ I 2 ^ I ?j5> I ^ rA\ 

und in ähnUche Gleichungen für die andern Coordinaten <p, *, etc. 
Sie reichen in Yerbindung mit den drei Gleichungen fCLr L^y L^j L^ 
aus, um die Coordinaten des Körpers und Xy ii, v zu bestimmen. 

Das Verfahren wird sehr vereinfacht, wenn man die geometrischen 
Gleichungen für L^^L^yL^ durch Elimination so umformt, dass ein Diffe- 
rentialquotient z. B. 6' aus allen Gleichungen mit Ausnahme der ersten 
wegfällt, ein andrer z. B. €p aus allen mit Ausnahme der zweiten u. s. f. 
Ist dies geschehen, so wird die Gleichung für 

dt de' de'^de'^^W ^'' 

Daraus ergibt sich l sofort. Die Werthe Yon ft und v findet man 
aus den entsprechenden Gleichungen für 9), ^. Ihre Werthe kann man 
dann in die übrigen Gleichungen einsetzen. 

§ 480. Die Methode der unbestimmten Multiplicatoren ist in der 
That eine Einführung der unbekannten Beactionen in die L agr ange 'sehen 
Gleichungen. Es seien z. B. R^y B^y R^ die Componenten der Reaction 
am Berührungspunkt in den Richtungen der drei Geraden, welche bei 
der Aufstellung der Gleichungen für Zr^^, Z^, Z3 benutzt wurden. Alsdann 
sind L^y L^y L^ den Componenten der relativen Geschwindigkeit der 
Berührungspunkte proportional. Diese Componenten mögen ^L^y^L^y 
x^L^ sein. Wird nun d allein variirt, so ist die virtuelle Geschwindigkeit 

von Ri gleich x^^dd, wofür man auch oc^^—dO schreiben kann. 

Auf ähnliche Art sind Xg -0^ 86 und x^ -^ d0 die virtuellen Geschwindig- 
keiten von B^ und R^. Daher haben nach § 426 die Lagrange'schen 
Gleichungen die Form 

d^ 
dt 



• 



Vergleicht man diese Gleichungen mit den durch die Methode der 
unbestimmten Multiplicatoren erhaltenen, so ergibt sich, dass A, fi, v 
den Componenten der Beactionen proportional sind. Der Yortheil 
beim Gebrauch der Methode der unbestimmten Multiplicatoren besteht 
darin, dass die Beactionen mit dem geringsten Aufwand an algebraischer 
Rechnung und in einer Art eingeführt werden, wie sie für die Lösung 
des Problems am vortheilhaftesten ist. 

% 431. Die ^ Vopkfc s ohttM g der miabliängigen Variablen. Ein System von 
n Freiheitsgraden ist durch die Ausdrücke für seine kinetische Energie T und 
die Kr&ftefunction ü definiri Wir nehmen an, die geometrischen Gleichungen ent- 
hielten die Zeit nicht explicite, so dass T eine homogene Function von der Form 
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T-i^,e'« + ^.eV + (1) 

ist. Die Gleichung der lebendigen Kraft gibt 

r=l^ie'« + ^,ev + ...« CT+c (2). 

Sind die Anfangswerthe der Goordinaten und die Anfangsgeschwindigkeiten ge- 
geben, so ist auch die Gonstante G bekannt. 

Wir wollen nun die linke Seite der Gleichung (2) mit P multipliciren und 
die rechte mit derselben Grösse diyidiren, unter F eine willkürliche Function der 
Goordinaten yerstanden. Damit die Gleichung bestehen bleibt, yertauschen wir 
die unabhängige Variable t mit t, so dass dx ^^ Pdt ist. Der Deutlichkeit wegen 
mögen in diesem Paragraphen an den Goordinaten angebrachte Indices, also 
6|, 9|, etc., ebenso die Differentiationen nach t angeben, wie die Accente Diffe- 
rentiationen nach t Es ist dann 0' == PO^ , tp' »a Ptp^ , etc. Die Gleichung der 
lebendigen Kraft wird 

■P(TA.Ö,* + A.flxV.+ -)-^^ (8). 

Der Satz, der zu beweisen ist, sagt aus: Wenn man 

r,-i>(|Aiei'+A.9, ». + •••), 17. --^^ •••(*) 

setzt und T,, U^ nach den Lagrange 'sehen Regeln so behandelt, als w&ren sie 
die kinetische Energie und Er&ftefunction eines neuen Systems, kommt man zu 
denselben Bewegungsgleichungen, als h&tte man die ursprünglichen T und ü des 
gegebenen Systems benutzt. 

Da d% =^ Pdt^ so ist offenbar 

dT ar, dT p%^T^ 

de' ^ de^' de^ de p ' 

Die Lagrange 'sehe Gleichung 

dt de' de ^ de ^^^ 

wird 

dt de^ de '^ p de '^ p de ' 

Benutzt man die Gleichung der lebendigen Kraft 17 -f C »» PT, , so wird 
die rechte Seite identisch mit -^ — ^ — ; die Lagrange 'sehe Gleichung erhält 

daher die Form 

±dT,_dT, d U+C 

dt de, de ^ de p ^ ^' 

welche den Teränderten Bedingungen entspricht. 

Als Beispiel wollen wir die Liouyille'sche Lösung, § 407, nehmen, wenn 
2T=s Jfcf(P6'*+ Ö9'*)> worin P nur eine Function von e und Q nur von <p ist. 

Die Gleichung der lebendigen Kraft ist ^M{Pe'*+ Qip'^ ^U + C. 

Multiplicirt man mit M und setzt Mdt ^^s dt, so nimmt die Gleichung die 
einfache Form an 

\iPe,'+Q9t')^mu+c). 

Wir stellen nun die linke Seite durch T,, die rechte durch U^ dar. Wenn, 
wie Liouville annimmt, 3f(ü'+C) — Fi(Ö) -1-^^,(9) ist, so wird die Lagrange- 
sche Gleichung 

Bouth, DTiiMnik. ^. 26 
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ß^^y^^i) 8^1 ^ö de 

und daher 

woraus sich durch eine leichte Integration \ PB^* ^^ F^{Q) -{• a ergibt. Da 

^1 = MB' ist, so erhält man damit das Resultat in § 407. 

Die Transformation der unabhängigen Variablen hat Liouville Band XI 
benutzt; Appell {Camptes BendtiS, 1892) hat jedoch die Methode Darboux 
zugeschrieben. 

Beispiele 

(den an der Universität und den Colleges gegebenen Ezamination Papers entnommen). 

1. Zwei Gewichte von den Massen m bez. 2 m sind durch einen Strick ver- 
bunden, der über eine glatte Bolle von der Masse m läuft. Diese Bolle hängt 
an einem Strick, welcher über eine glatte feste Bolle geht imd an seinem andern 
Ende die Masse 4m trägt. Man beweise, dass sich die Masse 4m mit einer 
Beschleunigung bewegt, die ein Dreiundzwanzigstel der Beschleunigung der Schwere 
beträgt. 

2. Der Mittelpunkt eines gleichförmigen Stabes von der Masse 3 m und der 
Länge 21 liegt fest und an dem Ende des Stabes ist die Masse m angebracht. 
Der Stab befindet sich in horizontaler Lage und wird mit der Winkelgeschwindigkeit 

y(2ng/T) um eine verticale durch seinen Mittelpunkt gehende Axe in Botation 
gesetzt. Man zeige, dass das schwere Ende des Stabes sich senkt, bis der Cosinus 

der Neigung des Stabes gegen die Verticale "j/n^+T — n ist und dann wieder steigt. 

3. Ein Stab von der Länge 2Z wird gezwungen sich derart auf der Ober- 
fläche eines einschaligen ümdrehtmgshyperboloids , dessen Symmetrieaxe vertical 
steht, zu bewegen, dass der Stab stets auf einer Erzeugenden liegt. Der Stab 
gehe vom Zustand der Buhe aus; man zeige, dass 

/«_2a/Ö'sina + a«ö'» + 8iii'a(^* + 4-2")ö'*4-2^C08a(r — ro)=-0, 

{a* + 8in«a(r*+~?»)|ö' — ar'sina==.0 ist 

Die Bedeutung der Zeichen ist folgende: Es sei S der Schwerpunkt des 
Stabes, P sein Schnittpunkt mit dem Eehlkreis des Hyperboloids, M der Mittel- 
punkt des Kehlkreises und ein fester Punkt auf dem Eehlbreis. Dann ist 
PS = r, MP » a « dem Badius des Eehlkreises, 6 « dem Winkel OMP 
und a die Neigung des Stabes gegen die Verticale. 

4. Ein Bing von der Masse m und dem Badius b rollt innerhalb eines voll- 
kommen rauhen Binges von der Masse M und dem Badius a, der sich in einer 
verticalen Ebene um sein Centrum dreht. 0, 9 seien die Winkel, um weiche 
sich die Binge von ihrer Gleichgewichtslage aus gedreht haben; man beweise, dass 

aß + bq) = {a — b)tp, Maß" = m&gj", 
(2j»f+m)(a — 6X = — (ilf-f-m)flrsin^. 

6. Ein Stab bewege sich auf beliebige Art im Baum, J, m, ti seien seine 
Bichtungscosinusse gegen festliegende Axen und V die potentielle Energie; man 
beweise, dass 

l\ dt*'^ dl/^m \ dt* '^ dm/^ n \ dt* "*" Bn) 

ist, worin I das Trägheitsmoment des Stabes für eine durch seinen Mittelpunkt 
senkrecht zu seiner Länge gehende Axe bezeichnet. Siehe § 400. 
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6. Ein Punkt von der Masse m bewegt sich in einer Ebene und seine 
Bewegung wird auf Dreieckscoordinaten x, y, z (siehe § 17, Beisp. 11) bezogen. 
Es sei T die lebendige Erafb und die potentielle Energie V als homogene Function 
der Dreieckscoordinaten ausgedrückt; man beweise, dass 

f»(6V + cV') — 2 11^ = i»(cV + aV) — 2 1^ = 

w(aV+6V)— 2|I ist. 

dz 

7. Ein schwerer Stab Ton der Länge 2a, dessen Enden einen glatten hori- 
zontalen Boden und eine glatte yerticale Wand berühren, gleitet abw&rts und 
befindet sich dabei Anfangs nicht in einer auf der Wand senkrechten Ebene. Es 
sei die Neigung des Stabes gegen die Verticale und fp die Neigung der 
Horizontalprojection des Stabes gegen die Durchschnittslinie der Ebenen; man 
beweise, dass 

4 tj (cos 6) = cotg B sec ip j^ (sin cos '^) ^ , 

d* d^ 

4 -=72- (sin sin ^) »» tg '^ -^ (sin 6 cos ip) ist. 

8. Ein Massenpunkt bewegt sich unter der Wirkung zweier Gentren von 
Abstossungskräften F und O, die Yon zwei festliegenden Punkten im Abstand 
2 c voneinander ausgehen. Man zeige, dass sich die Lagrange 'sehen Bewegungs- 
gleichungen in der Form 

d dT dT d dT dT 

schreiben lassen, worin X und ^ die elliptischen Coordinaten des Massenpunktes, 
auf die festen Punkte als Brennpunkte bezogen, sind imd 

2r r« , f»'* 

1 + ^1 ,,1 wt. 



it_^t xi_c« ' c" — f*« 

9. Es seien r, die Polarcoordinaten eines Punktes von der Masse m, 
welcher unter der Einwirkung einer Centralkrafk P, die nach dem Pol zu gerichtet 
ist, seine Bahn beschreibt und u, v seien die entsprechenden Momente; man be- 
weise, dass die Hamilton'sche Function 

Daraus leite man die Hamil tonischen Bewegungsgleichungen 

tt = mr\ t? = wr'6', mr*(«' + F) = ©", v' = ab. 



25' 



Kapitel IX, 

Kleine Schwlngimgeii. 

Schwingniigeii mit einem. Freiheitsgrad. 

§ 432. Wenn ein System von Körpern nur eine unabhängige Be- 
wegung zulasst und kleine Schwingungen um eine mittlere Lage oder 
einen mittleren Bewegungszustand macht, so besteht im Allgemeinen 
unsere Aufgabe darin, die Bewegungsgleichung auf die Form 

zurückzuführen, worin x eine kleine Grosse bedeutet, welche die Lage 
des Systems zur Zeit t bestimmt. Die Beduction wird dadurch be- 
wirkt, dass man das Quadrat der kleinen Orösse x vernachlässigt. 

§ 483. Die Bedentnng der einzelnen Gleielinnggglieder. Wir nehmen an, man er- 
halte die Gleichung durch Aufstellung der Bewegrmgsgleichungen aller Massen- 
punkte und Elimination der Beactionen. Betrachten wir den Fall, in welchem 
das System aus einer Gleichgewichtslage yerrückt wird. Wir stellen die Grösse 
der Verrückung durch einen Buchstaben x derart dar, dass die Lage eines jeden 
Massenpnnktes, wenn x bekannt ist, ans den geometrischen Bedingungen des 
Systems abgeleitet werden kann. Die Verrückung $ eines Massenpnnktes m ist 
daher eine Function von x und da das Quadrat von x bei einer kleinen Schwingung 
zu yemachlässigen ist, so hat man nach Maclaurin's Theorem £ =: G^ -f- Hx^ 
worin G und H gewisse Constante sind, die von der Lage des Massenpunktes in 

d*x 
dem System abhängen. Die Effectiykräfte für m sind (1) Hm -jj^ in der Richtung 

der Tangente an seinen Schwingungsbogen und (2) eine centrifügale Kraft, in 

(dx\^ 
-j-j steht imd die daher vernachlässigt werden kann. Die 

Effectiykräfte tragen daher zur Differentialgleichung Ausdrücke von der Form 

d? ^"^' 

Die an dem System angreifenden gegebenen EiAfte sind dreierlei Art. 
(1) Bei der Verrückung des Systems suchen die Kräfte des Systems es in seine 
Gleichgewichtslage, falls sie stabil ist, zurückzuführen. Diese Kräfte sind sämmtlich 
Functionen von x und tragen, da das Quadrat von x weggelassen wird, Glieder 
von der Form c — bx zur Gleichung bei. Die Glieder c — bx stellen daher die 
ncttwrlichen JRestitutionskräfte dar. 

(2) Es können auch Widerstandskräfte an besonderen Punkten des Systems 
auftreten^ die von der Geschwindigkeit der Massenpunkte abhängen. Die Ge- 
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8ch windigkeit eines jeden solchen Massenpunktes m ist eine Function von -^ , welche, 

at 

/^flj 

wie znTor, H-j^ gleich gesetzt werden kann. Diese Widerstände liefern daher 

Glieder von der Form a -^ 2m der Gleichung. 

(8) Es können ausserdem noch kleine äussere Kräfte Torkommen, welche 
Functionen der Zeit sind. Sie können, wenn sie existiren, durch ein Glied f{f) 
auf der rechten Seite der Gleichung dargestellt werden. 

Wie man sieht, stellen die EfFectivkräfbe und die drei Arten yon gegebenen 
Kräften verschiedene Arten von Gliedern zu der Gleichung und da die Producte 
dieser Glieder zu vernachlässigen sind, so stammt jedes Glied ausschliesslich aus 
der erwähnten Quelle. 

Wir haben vor, zuerst die äusseren Kräfte wegzulassen und die Bewegung 
der Systeme zu betrachten, an denen nur Bestitutions- imd Widerstandskräfte 
angreifen. Die durch diese beiden erzeugte Schwingung heisst die natürliche oder 
freie Schwingung. Die durch die äusseren Kräfte hervorgebrachten Schwingungen 
fähren manchmal den Namen erztoungene Schwingungen und werden später unter 
diesem Titel in Bd. 2 untersucht werden. 

§ 434. AuflSsnng der Gleichnng. In der Regel sind sowohl a 
als b und c Constante, in welchem Fall man die Schwingung voll- 
ständig bestimmen kann. Setzt man x = c/b -{- ier^\ wenn b nicht 
Null ist; so reducirt sich die Gleichung auf die bekannte Form 

P + (&-a«)| = 0. 

Wir wollen der Kürze wegen, falls 6 — a* positiv ist, b — a^^==^fi? 
setzen. Man erhält dann 

a: = I + ^e-«'sin(n;< + B), 

worin A und B zwei unbestimmte Constante sind, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhängen. Die physikalische Auslegung 
der Gleichung ist nicht schwer. Sie stellt eine osciUatorische Be- 
wegung dar. Die Gentrallage, um welche das System schwingt, ist 
durch x^= cfb bestimmt. Das System geht durch diese Gentrallage 
jedesmal, wenn nt -\- B ein Vielfaches von tc ist. Daraus folgt, dass 
das Zeitintervall zvnschen zwei aufeinander folgenden Durchgängen 

durch die Gentrallage — ist. um die Zeiten zu finden, zu welchen 

n ' 

das System momentan zur Buhe kommt, setze man dx/dt ^= 0. Dies 
gibt tg (nt + JB) = n/a. Das Intervall von der einen Lage augen- 
blicklicher Buhe zur nächsten ist ebenfalls — • Misst man die Zeit 

n 

von einem Durchgang durch die Gentrallage an, so ist fOr ^ = 0, 
x^ssa c/b und daher B =» 0. Die kleinste negative Wurzel der Gleichung 
tgn^ = n/a (positiv genommen) gibt das Intervall von einer Lage 
augenblicklicher Buhe bis zur Gentrallage an und die kleinste positive 
Wurzel das Intervall von der Gentrallage bis zur nächsten Buhelage. 
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Das erstere ist ofipenbar grösser und das zweite kleiner als n/2n^ da 
die Summe beider n/n ist. Die Schwingungsweite auf jeder Seite der 
Centrallage findet man durch Substitution der aus dieser Gleichung 
sich ergebenden Werthe von i in den Ausdruck für a? — cfb. Da die 
Schwingungen in dem constanten Zeitinterrall 7c/n stattfinden^ so 
nimmt die Schwingungsweite bestandig ab und die auf jeder Seite 
der Gleichgewichtslage sich folgenden Bogen bilden eine geometrische 

an 

Progression, deren gemeinschaftlicher Quotient e ** ist. Die Grosse 
n hat Lord Bajleigh in seiner Theory of Sound sehr passend die 
Frequenz der Schwingung genannt. 

Ist 6 — a* negativ, so setze man 6 — a* = — i/*. In diesem Fall 
muss der Sinus in der Gleichung durch seinen Exponentialwerth ersetzt 
werden; man hat daher 

worin G und D zwei unbestimmte Constanten sind. Die Bewegung ist 
jetzt nicht mehr oscillatorisch. Ist sowohl a süs h positiv, so ist v 
kleiner als a und x wird alsdann, die Anfangsbedingungen mögen sein, 
welche sie wollen, schliesslich gleich c/h imd das System nähert sich 
beständig der durch diesen Werth von x bestimmten Lage. Dasselbe 
tritt ein, wenn v grösser als a ist, vorausgesetzt dass die Anfangs- 
bedingungen derart sind, dass der Coefficient der Exponentialgrösse, 
welche einen positiven Exponenten hat, NuU wird. 

Ist h — a^ = 0, so nimmt das Integral eine andre Form an und 
man hat 

worin E und F zwei unbestimmte Gonstante sind. Ist a positiv, so 
nähert sich das System fortwährend der durch bx^^c bestimmten Lage. 

§ 435. Wird der aus diesen Gleichungen sich ergebende Werth 
von X gross, so können auch die von x^ abhängenden Glieder, die bei 
der Aufstellung der Gleichung vernachlässigt wurden, gross werden. 
Es ist möglich, dass diese Glieder den ganzen Charakter der Bewegung 
ändern. Alsdann heisst das Gleichgewicht oder die ungestörte Be- 
wegung des Systems, je nachdem der Fall Uegt, unstabil und die 
Gleichungen stellen nur die Beschaffenheit der Bewegung dar, mit der 
das System von seinem ungestörten Zustand aus sich zu bewegen 
beginrü. 



§ 436. Beisp. 1. Die Bedingungen des Systems sind derart, dass Anfangs 

dx 
dt ' 

ist; man finde den schliesslichen Werth von x. 



-(«+")(«-{) 



i\ 
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Beisp. 2. Man zeige, dass das vollständige Integral yon 



X s» e 



, — a 



d*a5 dx 

^ + 2a|f + 6x = A*) 

t (dx^ sinn« , / ^ , « • A\ 



+ 



dx, 



V 



e~«('-0 sin n(< — t') f{t') dt 



dx 



ist, worin ä^, — rr^ die Werthe von x und -j- fOr t =- sind. 



(2e 



<2« 



[Math. Tripos, 1876.] 



§ 437. Es ist oft Tortheilhaft^ die Bewegung eines Systems durch 
eine Figur darzustellen. Gleiche Zuwächse der Abscisse des Punktes P 
mögen nach irgend einem Maassstab gleiche Zuwächse der Zeit dar- 
stellen und die Ordinate möge die Abweichung der Coordinate x Ton 
ihrem mittleren Werth angeben. Die Gurve^ welche der darstellende 
Punkt P beschreibt^ zeigt alsdann dem Auge die ganze Bewegung 




des Systems. Ftir den Fall, dass a sowohl als b — a^ positiv sind, 
nimmt die Gurve die hier aufgezeichnete Gestalt an. 

Die punktirten Linien entsprechen der Ordinate + Äer^*. Der 
darstellende Punkt P oscillirt zwischen ihnen und seine Bahn berührt 
sie abwechselnd. Ebenso lässt sich die Gurve fOr andre Werthe von 
a und b au&eichnen. 

Am wichtigsten ist in der Dynamik der Fall, in welchem a »» 
ist. Die Bewegung ist alsdann durch 



X 



-^^AäniVbt + B) 



gegeben und ihre Gurve ist die Sinuscurve. Man pflegt in diesem 
Fall die Schwingung hamumisch zu nennen. 

§ 488. Beisp. 1. Ein System schwingt am eine mittlere Lage und seine 



Abweichung von ihr wird durch x gemessen, x^^ und 



dx^ 
dt 



seien die Anfangs- 
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dsR 
werthe von x und -r-; man zeige, dass das System niemals sich um so viel als 

Qfv 



{(^V^^^ + K'JT 



von seiner mittleren Lage entfernt» wenn h grösser 

■ 

als a' ist. 

Beisp. 2. Ein System schwingt um eine Gleichgewichtslage. Man soll durch 
Beobachtung seiner Bewegung die Zahlenwerthe Yon a, 5, e bestimmen. 

Beliebige drei Bestimmungen der Goordinate x zu drei yerschiedenen Zeiten 
liefern zwar im Allgemeinen Gleichungen genug für a, 5 und c; jedoch lassen 
sich gewisse Messungen leichter ausführen als andre. So kann man z. B. die 
Werthe Ton x^ wenn das System momentan zur Ruhe kommt, gut beobachten, 
weil das System sich alsdann langsam bewegt und eine Messung zu einer etwas 
falschen Zeit nur einen Fehler zweiter Ordnung yerursacht, während sich die 
Werthe yon t zu dieser Zeit nicht gut beobachten lassen, weil es in Folge der 
langsamen Bewegung schwer ist, den Moment, in welchem dx/dt yerch windet, 
genau anzugeben. 

Wenn man so drei aufeinander folgende Werthe x^^ x^, x^ yon x gefanden 
hat, so ist das Yerhältniss der beiden successiyen Bogen x^ — o^ , x^ — x, eine 
bekannte Function von a und b und eine Gleichung zur Bestimmung der Oon- 
stanten lässt sich derart aufstellen. Ist die Gleichgewichtslage unbekannt, so 
lässt sich die zweite Gleichung bilden, indem man erwägt, dass auch die drei 

c c c 

Bogen Xj^ — -r-, x^ — v-, x^ — j- eine geometrische Progression bilden. So 

kommt man zu c/&, dem Werth yon x^ welcher der Gleichgewichtslage entspricht, 
und zu a/n. 

Ist nun die Gleichgewichtslage bekannt, so ist das Intervall zwischen zwei 
successiyen Durchgängen des Systems durch sie ebenfalls eine bekannte Function 
von a und b und auch die dritte Gleichung kann gebüdet werden. 

Beisp. 3. Ein KOrper vollführt gradlinige Schwingungen in einem Mittel, 
dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, unter der Einwirkung 
einer Anziehungskraft, die nach einem festen Centrum gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Die beobachtete Schwingungsdauer sei T und die 
Goordinaten der Endpunkte dreier sich folgender Halbschwingungen p, g, r; man 
beweise, dass die Goordinate der Gleichgewichtslage und die Schwingungsdauer, 
wenn kein Widerstand vorhanden wäre, 

i^ - «; bez. rll + Aflog^^T* BiBd. 
p + r — ^q \ «"V ^ r — q/ ) 

[Math. Tripos, 1870.] 

Erste Methode die BewegnngsgleicliniigeiL zu bilden. 

§ 439. Wenn das betrachtete System ein einzelner Körper ist^ 
so gibt es eine einfache ^ oft sehr vortheilhafte Methode, die Bewegungs- 
gleichung aufzustellen. 

Die Bewegung finde in der Ebene statt. 

In § 205 wurde gezeigt, dass man bei Vernachlässigung der 
Quadrate kleiner Grossen die Momente um das Momentancentrum als 
festes Gentrum nehmen kann. Oewöhnlich geht die Richtung der un- 
bekannten Reactionen durch diesen Punkt, ihre Momente sind dann 
Null und wir erhalten eine Gleichung, die nwr beJcannie Grössen enthält. 
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Da sich der Körper der Yoraussetzung nach für den Moment um 
das Momentencentrum als festen Punkt dreht, so ist die Richtung der 
Bewegung eines jeden Punktes des Körpers senkrecht auf der Oeraden, 
die ihn mit diesem Gentrum verbindet. Umgekehrt lässt sich die Lage 
des Mofnentancentmms ermitteln, tcenn die BewegungsrichtMigen etoeier 
Punkte des Körpers bekannt sind. Denn errichten wir Lothe in diesen 
Punkten auf ihren Bewegungsrichtungen, so müssen sich diese in dem 
Botationsmomentancentrum schneiden. 

Die Gleichung kann im Allgemeinen auf die Form 

TifU— SS {^^^ Moment der gegebenen KrilfteN 
dt* \ um das Momentancentrum / 

gebracht werden^ worin den Winkel angibt, den eine im Korper 
befestigte Ghrade mit einer im Baum festliegenden macht. In dieser 
Formel ist MJ(^ das Trägheitsmoment des Korpers fOr das Momentan- 
centrum und da die linke Seite der Qleichung den kleinen Factor 

jrg enthält, so kann man hier annehmen, das Momentancentrum habe 

seine mittlere oder ungestörte Lage. Auf der rechten Seite kommt 
kein kleiner Factor vor; man darf daher nicht versäumen, entweder 
das Moment der Krafte um das Momentancentrum in seiner gestörten 
Lage zu nehmen oder das Moment irgend einer unbekannten Beaction, 
die durch das Momentancentrum geht, einzuschliessen. 

Beisp. Wenn ein KOrper mit einer emzigen imabh&ngigen Bewegung in 
derselben Lage unter der Einwirkung zweier verschiedener Eräftesysteme sich im 
Gleichgewicht befinden kann und wenn L^y L, die L&ngen der gleichwerthigen 
einfachen Pendel f&r diese Systeme sind, falls sie einzebi wirken, so ist die 
L&nge L des gleichwerthigen Pendels fCbr den Fall, dass sie zusammen wirken 
durch 

L A ^ Li 

gegeben. 

§ 440. Beisp. 1. Eine hofnogene Hfilbkugel macht Meine Schmngwngen auf 
einer voUkcmmen rauhen, horigontaien Ebene; man finde die Bewegu/ng. 

Es sei C das Centrum, G der Schweipunkt der 
Halbkugel, N der Berfihrungspunkt mit der rauhen 
Ebene. Der Badius sei a, CG ^ c, » Z. NCG. 

Der Punkt N ist hier das Centrum der augen- 
blicklichen Rotation, weil die Ebene Tollkommen rauh 
und daher Reibung genug zur Wirkung kommt, um 
N in Ruhe zu erhalten. Nimmt man daher die Momente 
um Ny so ist 

(»• + GN^ ^ « - ^c . sin e. 

Da man in den kleinen Gliedern GN ^^ a — c setzen darf, so reducirt sich 
dies auf 




{^• + («~c)«}'S + fl'«-Ö-0- 



dt' 
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— ~^—^ — — ^ • Offenbar 
cg 



-=- a" und c^=^-^(i, 

O o 



ist jk* -f- c' =s dem Quadrat des Trägheitsradius fOr (7 - 

Wäre die Ebene glatt gewesen, so h&tte M auf der Momentanaxe gelegen, 
d^ GM senkrecbt auf CN steht. Denn N bewegt sich in horizontaler Richtung, 
weil die Kugel in Berührung mit der Ebene bleibt und die Bewegung Yon G ist 
nach § 79 vertical gerichtet. Daher schneiden sich die beiden Lothe 6r3f, NM 
in der Momentanaxe. Auf ähnliche Weise, wie oben, findet man die Schwingungs- 
dauer gleich 2ny {k^/cg)^ 

Beisp. 2. Zwei kreisförmige Ringe, von denen jeder den Radius a hat, sind 
an einem Punkt fest miteinander verbunden, so, dass ihre Ebenen den Winkel 2cc 
mit einander machen, und werden auf eine vollkommen rauhe horizontale Ebene 
gesetzt. Man zeige, dass die Länge des einfachen gleichwerthigen Pendels 



Y a(l + 3 cos*a) cos a cosec'a ist. 



[Math. Tripos.] 



§ 441. Scbwingangen von Cylindern. Eine cylindrisdie Fläche 
von beliebiger Gestalt ruht in stabilem Gleichgewicht unter dem Einfluss 
der Schwere auf einer andern voWcommm rauhen Cylinderflache und 
die Äxen der Cylinder sind dabei harieontal und parallel. Der oberen 
Fläche wird eine leichte Störung gegeben; man finde die Dauer einer 
Meinen Schwingung. 

Es seien BÄP, B'ÄP die Schnitte der Cylinder senkrecht zu 
ihren Axen; OAj CA die Normalen in den Punkten Ay Äj die yor 

der Störung in Berührung waren/ und a 
sei der Winkel, den A mit der Verticalen 
'^ macht. OPC sei die gemeinschaftliche 
Normale zur Zeit t und Q der Schwer- 
punkt des sich bewegenden Körpers, so 
dass also ÄG vor der Störung vertical 
war. Es sei ÄG ^=r. 

Wir haben hier nur die Schwingungs- 
dauer zu bestimmen, wenn die Bewegung 
ohne Grenze abnimmt. Die Bogen APyAP 
werden daher schliesslich Null und (7 und 
kann man deshalb als Ejrümmungsmittel- 
punkte von J.P, AP ansehen. Es sei 
Q = OA, Q = CA und die Winkel AOP, 
AGP mögen mit q> bez. 9' bezeichnet werden. 
Ist der Winkel, um welchen sich der Körper bei der Bewegung 
aus der Gleichgewichtslage in die Lage B'AP gedreht hat, so ist, 
weil vor der Störung AG und AO in derselben Geraden lagen, 
e = L GDE = 9 + 9', wenn CA die Linie GAE in D trifft. Auch 
hat man, da der eine Körper auf dem andern rollt. Bogen AP ^^ 




Bogen APy d. h. (^9> »» Qfp' und daher fp 



9+9 



tO. 
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Wir brauchen ferner^ um die Momente um P nehmen zu können^ 
den horizontalen Abstand des Punktes G von der Yerticalen durch P; 
er lasst sich durch Projection der gebrochenen Linie PÄ'~\-Ä'G auf 
die Horizontale finden. Die Projection von PA ist 

PÄ' cos(ff + ö) = p9 cosa, 

wenn man die Quadrate kleiner Grössen yemachlässigt. Die Projection 
von Ä'G ist rO. Der gesuchte horizontale Abstand ist daher 

f ^ . cos a — r) 6. 

Ist Je der Tragheitsradius fSr den Schwerpunkt, so wird die Be- 
wegungsgleichung 

und die Lange L des äquivalenten einÜEU^hen Pendels ei^ebt sich aus 

der Gleichung jfe» 4- r • o o' 

— L — = y , cos cc — r. 

§ 442. Stabilit&tskreis. Auf der gemeinsamen Normalen im 
Berührungspunkt Ä der beiden Cylinderflächen trage man die Länge 

AS ~ s ab, so, dass — = — h -? ist und beschreibe über AS als 

Durchmesser einen Ereis. Man verlängere, wenn nothig, AG, bis es 
den Ereis in N trifft. Alsdann ist 6rJV'=scosa — r, wobei die 
positive Richtung von G nach A hin geht. Die Länge L des gleich- 
werthigen einfachen Pendels ist durch die Formel gegeben 

L'GN = Quadrat des Tragheitsradius für ± 

Aus dieser Formel folgt, dass wenn G^) ausserhalb des Kreises 
und über der Tangente in A liegt, L negativ und das Gleichgewicht 
unstabil ist; wenn innerhalb, L positiv und 
das Gleichgewicht stabil ist. Der Ejreis heisst 
der SUünlüätskreis. 

Dieses YerfEJiren ist nicht nur bei der 
Bestimmung der Bedingung der Stabilität eines 
schweren Cylinders von Vortheil, welcher im jf 
Gleichgewicht auf einer Seite eines rauhen 
festen Cylinders ruht, sondern auch zur Be- 
Stimmung der Schwkg^gsdauer, wenn das 
Gleichgewicht gestört wird. Eine Ausdehnung 
auf die Fälle rauher Eegel und andrer Flächen wird später gegeben 
werden. 




1) Ist B der ErfimmnngsradiuB der Bahn, welclie G bei dem Bollen des 
eiaen Cylinders anf dem anderen beschreibt, so ist, wie bekannt, B ^=^ — •j=j^ , so 
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§ 443. Man beachte, daas das obige Beanltat ToIIataiidig allgemem 
ist und auf alle FaUe, in welchen der geometrische Ort der Momentan- 
axe bekannt ist, angewendet werden kann. So ist ^' der ErOmmongs- 
radius dieses Ortes in dem Körper, p der des Ortes im Baom and a 
die Neigung seiner Tangente g^pen den Horizoni 

Ist dx die horizontale Yerschiebmig des Momentancentroms, welche 
dnrch die Rotation dB des Körpers hervorgebracht wird, so lässt sich 
die Gleichung zur Ermittlang der Lange des gleichwerthigen ein&chen 
Pendels eines unter dem Tginflnaa der Schwere oscillirenden Korpers 
schreiben 

k* + r* dx_ 
L '^ dB ^' 

Dies folgt unmittelbar aus § 441. Man sieht auch leicht ein, 
dass der Durchmesser des Stabilitatskreises dem Verhaltniss der Ge- 
schwindigkeit der Momentanaxe im Baum zur Winkelgeschwindigkeit 
des Körpers gleich ist 

Beisp. 1. Eine homogene Engel macht anf der LuienBeiie einer festen Kugel 
kleine Schwingungen derart, dass ihr Centmm sich in einer yerticalen Ebene 
bewegt. Die Banhheit sei gross genug, um Gleiten zu Terhüten; man beweise, 
dass die Länge des gleichwerthigen Pendels sieben Fünftel der Differenz der 
Radien betr&gt. Sind die Kogeln glatt, so ist die L&nge des gleichwerthigen 
Pendels der Differenz der Badien gleich. 

Beisp. 2. Eine homogene Halbkugel wird auf eine rauhe feste Ebene gesetzt, 
die gegen den Horizont unter einem Winkel geneigt ist, dessen Sinus -~y2 ist, 
und macht in einer yerticalen Ebene kleine Schwingungen. Man zeige, dass die 

Lftnge des gleichwerthigen Pendels (7- — ^^)^ i^v unter a den Radius der Halb- 
kugel verstanden. 

§ 444. Wenn an dem Körper eine Kraft angreift, deren Richtung durch 
den Schwerpunkt geht, so müssen die Resultate etwas geändert werden. Grade 
wie zuTor muss im Gleichgewichtszustand die Kraft die Richtung der G^eraden 
haben, die den Schwerpunkt G mit dem Momentancentrum A verbindet. Wird 
der Körper verschoben, so schneidet die Kraft ihre frühere Richtungslinie in einem 
Punkt 2^, von dem wir annehmen wollen, er sei bekaomt. Es sei ÄF ^^ /, und 
positiv, wenn O und F auf entgegengesetzten Seiten des Ortes des Momentan- 
centrums liegen. Dann lässt sich ähnlich wie oben zeigen, dass die Länge L des 
gleichwerthigen einfachen Pendels unter dem Einfluss dieser Kraft, die constant 
und der Schwere gleich vorausgesetzt wird, aus der Gleichung 

** + H Q9 ' fr 

— ^ cos a — 



L Q + 9 f+r 

hervorgeht, worin a den Winkel bedeutet, den die Richtung der Kraft mit der 
Normalen auf die Bahn des Momentancentrums macht. 



dass alle ausserhalb des über ÄS als Durchmesser beschriebenen Sjreises gegebenen 
Punkte Curven beschreiben, deren concave Seite A zugewendet ist^ während die 
Curven der innerhalb gelegenen A ihre convexe Seite zukehren. Es ist daher 
klar, dass das Gleichgewicht stabil, unstabil oder neutral ist, je nachdem der 
Schwerpunkt innerhalb, ausserhalb oder auf dem umfang des Kreises liegt. 



Ein von zwei Gurren gefOhrter Körper (S 448 —445). 
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Tr&gt man anf der Linie ÄG die Lftnge ÄG' bo ab, daes 

AG' AG^ AF 

ist, 80 erhält der Ausdruck fttr X die G^talt — j- — » G'N. Das Gleichgewicht 

ist daher stabil oder unstabil, je nachdem G' innerhalb oder ausserhalb des 
Stabilitätskreises liegt. 

§ 445. Sehwingmigeii eines KSrpers, der a«f iwei Curen rihi Zwei 
Pwfücte A, B eines Körpers ioerden gezwungen gegebene Curven zu beschreiben und 
der Körper befindet sieh unter dem Einfluss der Schwere im Gleichgewicht, Eine 
kleine Störung wird %hm gegeben; man finde die OsdUatiansdauer. 

Es seien C, D die Krfimmungsmittelpunkte der gegebenen Curven für die 
beiden Punkte A, B. Es mögen sich AC und BD ia schneiden. G sei der 
Schwerpunkt des Körpers, GE ein 
Loth auf AB. Alsdann ist in der 
Gleichgewichtslage OG vertical. Es 
seien i, j die Winkel, welche CA^ 
BD mit der Verücalen machen und 
a der Winkel AOB. Es mögen 
A\ B\G\ E' die Lagen bezeichnen, 
in welche A^ JB, 6r, E gebracht 
werden, wenn sich der Körper um 
einen Winkel B dreht imd 0' sei der 
JOnrchschnittspunkt der Normalen in 
A', B\ Es sei 

ACA' — <p, BDB' — fp\ 

Da der Körper aus der Lage AB^in 
die Lage A'B' dadurch gebracht 
werden kann, dass er den Winkel 
um den Funkt beschreibt, so hat 

ist GG' schliesslich senkrecht auf OG und daher GG' «^ OG • 6. Sind endlich 
x^ y die Projectionen von 00' auf die durch gehende Horizontale und Yerticale, 
so findet man 




daher 



X COBJ 4- y mj « Abstand des P. 0' von OD 
X cos t — y sin t » Abstand des P. 0' von OC 

OD • sin f ■ 9' -|- OC ' sin J • 9 

sin« 



OD ■ 9', 
OC • 9; 



Nimmt man nun die Momente ma 0' als dem Centrum der augenblicklichen 
Rotation, so hat man 



r+oo')^ 



-ge{0G + 



dt 
OD O B sin 
BD tan 



-g.(ßa'-\-x) 

dn» 00j_0^ «ni \ 
in a ' CA sin aß ^ 



worin k den Trägheitsradius für den Schwerpunkt bedeutet. 

Ist daher L die Länge des gleichwerthigen einfachen Pendels, so erhält man 



**+ Oö« 



na M ^^^^ ^1 I 00 0^ sinj 
"^ BD sin«"*' AC sin« 
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Sind die gegebenen Cnrven, auf welchen die Punkte Ä, B sich bewegen 
müssen, gerade Linien, so liegen die Krümmungsmittelpunkte C und D im Un- 
endlichen. Man kann dann -^^ a» — 1 , --tty "^ — ^ setzen und der Ausdruck 
wird ^^ ^^ 

L sin a sin a 

Bilden femer OA^ OB rechte Winkel mit einander, so erhält man die ein- 
fache Form 

worin F die Projection des Mittelpunktes Ton AB auf 00 ist. 

Beisp. 1. Ein schwerer Stab AGB ruht im Gleichgewicht in horizontaler 
Lage innerhalb einer Umdrehungsfläche, deren Axe yertical ist. 2 a sei die Länge 
des Stabes, ^ der Krümmungsradius der Meridiancurve in jedem Ende des Stabes, 
% die Neigung dieses Radius gegen die Yerticale. Der Stab wird leicht gestOrt, 
so dass er kleine Schwingungen in einer verticalen Ebene macht; man beweise, 
dass die Länge des gleichwerthigen Pendels 

a9sin'icost(l-|-8 cotg't) . 
^{a — ^sin'») 

Beisp. 2. Die Enden eines gleichförmigen schweren Stabes von der Länge 
2c gleiten auf einem glatten Draht in der Gestalt einer Parabel, deren Axe 
yertical und deren Parameter gleich 4 a ist. Der Stab wird aus seiner Lage 
stabilen Gleichgewichtes leicht verrückt; man beweise, dass die Länge des gleich- 
werthigen Pendels — r— r oder --- -— ^t igt je nachdem die Länge des 

Stabes grOsser oder kleiner als der Parameter der Parabel ist. 

In dem ersten Fall geht der Stab in seiner stabilen Gleichgewichtslage durch 
den Brennpunkt und ist gegen den Horizont geneigt. In dem zweiten hat er 
eine horizontale Lage. Wenn seine Länge dem Parameter gleichkommt, ist die 
Schwingung nicht tautochron, siehe § 450. Geht der Stab Tom Zustand der Ruhe 
mit einer kleinen Neigung a gegen den Horizont aus, so wird er nach der Zeit 

1 * 1 

1 /4c\ 8 r ~Y 

— (— -j 1(1 — 9*) dq> horizontal. Der erste Theil dieser Angabe wurde in 



einem Caius Coü. paper gegeben. 

Beisp. 8. Die Endpunkte eines Stabes ron der Länge 2 a gleiten auf zwei 
glatten Drähten, welche die oberen Seiten eines Quadrates bilden, dessen Diagonale 

yertical steht; man beweise, dass die Länge des gleichwerthigen Pendels ya ist. 

[MaÜi. Tiipos.] 

§ 446. Die Schwingung, wenn die Bahn des Schwerpunktes bekannt ist. 

Ein Körper schwingt um eine Gleichgeujichtslage unter dem Einfluss der Schwere; 
der Krümmungsradius der Bahn des Schwerpunktes ist bekannt; man finde die 
Dauer einer Schwingwng. 

Es sei A die Lage des Schwerpunktes des Körpers, wenn er in seiner 
Gleichgewichtslage ist, G die Lage des Schwerpunktes zur Zeit t. Da nun im 
Gleichgewichtszustand die Höhe des Schwerpunktes ein Maximum oder Minimum 
ist, so liegt die Tangente in .^ an die Gurye AG horizontal. Die Normale GC 
%vjc Curye in G möge die Normale in J. im Punkt G schneiden. Wenn dann 
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die Schwingung unbegrenzt klein wird , ist C der Erümmnngsmittelpunkt der Gurre 
för j1. Es sei ^Cr = «, der Winkel ACG »= ^ und E der Krümmungsradius 
der Cuire in Ä. 

Es mOge der Winkel sein, um den sich der Körper bei seiner Bewegung 
von der Gleichgewichtslage in die Lage, bei welcher sich der Schwerpunkt in O 
befindet, gedreht hat; dO/dt ist dann die Winkelgeschwindigkeit 
des Körpers. Da sich G in der Richtung der Tangente in G be- 
wegt, so liegt das Centmm der augenblicklichen Rotation in der 
Normalen GC und in einem solchen Punkt 0, dass 

OG -r- =» Geschwindigkeit von 6r =» 3^ ist; daher GO '^ -j^ • 
at dt au 

Ist Mk^ das Trägheitsmoment des Körpers um seinen Schwer- 
punkt und nimmt man die Momente um 0, so hat man 

(k*+OG^j^ g- Oösin^. 

Zuletzt, wenn der Winkel 6 unbegrenzt klein wird, ist 

^ dip d^ ds __ OG 

^^ de^'ds'de W 
folglich 

und die Länge des gleichwerthigen einfachen Pendels 

§ 447. Ermittluig der Sehwinguigeii dnreh die lebendige Kraft Wenn 
das System yon Körpern, die sich in Bewegung befinden, nur eine unabhängige 
Bewegung zulässt, so kann man die Dauer einer kleinen Schwingung häufig aus der 
Gleichung der lebendigen Kraft ableiten. Die Gleichung ist von der zweiten Ordnung 
in den kleinen Grössen und man muss daher bei ihrer Aufstellung kleine Grössen 
dieser Ordnung in Rechnung ziehen. Dies fuhrt manchmal zu etwas umständ- 
lichen Untersuchungen; auf der andern Seite ist die Gleichung frei von allen 
unbekannten Reactionen und man spart daher oft die Mühe vielen Eliminirens. 

Das folgende Beispiel, welches auch Gelegenheit gibt einen Vergleich mit 
der Methode im vorigen Paragraphen anzustellen, möge das Verfahren erläutern. 

Die Bewegung eines Körpers in der Ebene ist durch die Coordinaten x, y 
seines Schwerpunktes und den Winkel 6 gegeben, den eine im Körper festliegende 
Linie mit einer im Baum festliegenden bildet. Der Körper befinde sich unter dem 
Einfluss der Schwere im GleichgewuM; man soll die Bauer einer Meinen Schwingung 
finden. 

Da der Körper nur eine unabhängige Bewegung zu machen vermag, so 
lassen sich (x, y) als Functionen von 6 ausdrücken, z. B. o; »» E($), y «s f($). 
Ist Mk* das Trägheitsmoment des Körpers für eine durch seinen Schwerpunkt 
gehende Aze, so wird die Gleichung der lebendigen Kraft 

(dx/dty + (dy/dty + k*{de/dty = — 2gy, 

worin C eine willkürliche Constante bedeutet. 

Ist a der Werth von 6, wenn der Körper sich in der Gleichgewichtslage 
befindet, und ist zur Zeit t, 6 »» « -f 9, so hat man nach dem Maclaurin'schen 
Theorem 
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woiin y^\ y^' die Werthe von -~ , -=— fiilr «» a sind. In der Gleichgewichte- 
lage ist aber y ein Maximmn oder Minimum und daher y^ «» 0. Die Gleichung 
der lebendigen Kraft wird mithin 



«• + *')(^)*-C-jy.'>», 



worin x^ der Werth yon -=^ for 6 »> a ist; differenzirt man, so kommt 

MV 

Für die Länge X des gleichwerthigen einfachen Pendels findet man 

^ de* " ^ Kdß) ' 

worin nach der Ausführung der Differentiationen fär $ sein Werth u zu setzen 
ist. Man sieht leicht, dass die geometrische Bedeutung dieser Gleichung dieselbe, 
wie im vorigen Paragraphen, ist. 

Dieses analytische Resultat rührt von Holditch her (siehe den 8. Band 
der Cambridge Transactians), Es ist von Vortheil, wenn die Bewegung des 
schwingenden KGrpers in Bezug auf seinen Schwerpunkt bekannt ist. 

Beisp. 1. Das untere Ende eines schweren gleichförmigen Balkens von der 
Länge a gleitet auf einem gewichtslosen unausdehnbaren Seil von der Länge 2 a, 
dessen Enden an zwei festen Punkten in derselben horizontalen Linie befestigt 
sind, und sein oberes Ende gleitet auf einem verticalen Stab, der die Linie 
halbirt, welche die beiden festen Punkte verbindet. Man beweise, dass die einzige 
Gleichgewichtslage vertical ist und dass die Dauer einer kleinen Schwingung um 

diese Lage — beträgt, worin 2y{a* — 6") den Abstand zwischen 

y{8flf(26-a)} 

den beiden festen Punkten bedeutet. [Math. Tripos.] 

Man nehme an, das untere Ende des Stabes bewege sich auf einem Kreis 

vom Badius a'/b, und drücke die Goordinaten (re, y) des Mittelpunktes durch den 

Winkel $ aus, den der Stab mit der Verticalen macht. Das Resultat folgt aus 

dem Princip der lebendigen Kraft. 

Beisp. 2. Die Enden eines Stabes gleiten auf dem ümÜEing einer Hjpocycloide 

mit drei Spitzen, deren Ebene vertical steht. Der Radius des umschriebenen 

Kreises ist da und eine der Spitzen liegt im höchsten Punkt des Kreises. Man 

beweise, dass die Länge des gleichwerthigen Pendels -j^ ^^• 

[Math. Tripos, 1872.] 

Zuerst beweise man, dass der Stab, während er mit seinen beiden Enden 

auf den seitlichen Zweigen BE, DE dieser Hypocycloide gleitet, beständig den 

unteren Zweig BD berührt. Sein Mittelpunkt B beschreibt einen Kreis vom 

Centnun und Radius a. Setzt man BOB =^ q>^ so ist der Winkel, den der 

Stab mit der Tangente an die Spitze b macht, -^fp. Das Resultat erhält man 
dann mittelst des Principes der lebendigen Kraft. 

§ 448. Momente um die Momentanaxe. Wenn ein Körper im 
Raum nur eine unabhängige Bewegung hat^ so gibt es im Allgemeinen 
keine Momentanaxe. Es ist übrigens in § 225 bewiesen worden ^ dass 
man die Bewegung immer auf eine Rotation um eine Gentralaxe und 
eine Translation längs dieser Axe zurückf&hren kann. 
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Ist / das Trägheitsmoment des Körpers für die augenblickliche 
Centralaze; Sl die Winkelgeschwindigkeit um sie^ V die Translations- 
geschwindigkeit in ihrer Richtung^ M die Masse des Körpers^ so 
ist nach dem Princip der lebendigen Kraft 

wobei U die Kräftefunction und C eine Gonstante bedeutet. Durch 
Differentiation erhält man 

-^ dt ^ 2'^ dt ^ ^ Sl dt Sldt 
Versteht man unter L das Moment der gegebenen Kräfte um die 

augenblickliche Centralaxe^ so ist, nach § 340, -^ = ß^' 

Bedeutet femer p den Pfeil der Schraubenbewegung des Körpers, 
so ist V=^pSl und die Bewegungsgleichung wird daher 

Wenn der Körper kleine Schwingungen um eine Gleichgewichts- 
lage ausfährt, kann man das zweite und dritte Glied weglassen und 

erhält (I+Mp^^ = L, 

Ist eine Momentanaxe vorhanden, so wird p^^O und man kann, 
wie man sieht, die Momente um die Momentanaxe genau so nehmen, 
als läge sie im Baum und im Körper fest. 

Zweite Methode die Bewegungsgleichimgen bei kleinen 

SclLwingimgen zu bilden. 

§ 449. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Körper mögen 
gebildet sein. Ist die Lage, um welche das System schwingt, bekannt, 
so ist vielleicht ein Theil der in ihnen enthaltenen Grössen klein. 
Ihre Quadrate und höheren Potenzen kann man vemachlässigen und 
alle Gleichungen werden linear. Hat man darauf die unbekannten 
Beactionen eliminirt, so lassen sich die resultirenden Gleichungen 
leicht lösen. 

Ist dagegen die Lage, um welche das System schwingt, imbekannt, 
so braucht man nicht erst das statische Problem zu lösen. Man kann viel- 
mehr durch ein einziges Verfahren gleichzeitig die Ruhelagen bestimmen, 
sich versichern, ob sie stabil sind oder nicht imd die Schwingungsdauer 
ermitteln. Die Methode lässt sich am besten an einem Beispiel erklären. 

§ 450. Beisp. Von den Enden eines gleichförmigen schweren Balkens 
AB, der die Länge 21 hoit, ist das eine gezumngen, sich auf einer Iwrigon- 
tcden Geraden Ox und das andre sich auf einer verticcden Oy zu betvegen. 
Wenn sich das ganze System um Oy mit gleichförmiger Winkelgesdiwindig- 

Bonth, D7n«mik. L . 20 
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keit o dreht, die Gleichgeteichtslagen und die Dauer einer Meinen Schwingung 
gu finden. 

Es seien x, y die Coordinaten Yon G^ 'dem Mittelpunkt des 
Stabes, 6 der Winkel OABy den der Stab mit Ox macht. U, U' seien 

die Componenten der Beactionen bei 
|-Ä j^ xmA B in der Ebene xOy. Die 

"^ ^ Masse der Längeneinheit sei die Massen- 

^^ i einheit. 

I Die Beschleunigungen eines Ele- 
jyr mentes dr des Stabes, das die Coordi- 
naten (I, 7i) hat, sind 

\y ^ — cd'I parallel zu Oxy 

-ttCS*©) senkrecht zur Ebene a:yO und -^ parallel zu Oy. 

Da es nicht nothig ist, die Momente um OXy Oy zu nehmen oder 
senkrecht zur Ebene x Oy zu zerlegen, so ist die Betrachtung der zweiten 
Beschleimigung nicht erforderlich. Die Besultanten der Effectivkräfte 

-tt| dr und j^ dry für den ganzen Körper genommen, sind 2Z -jt^ und 

21-T^VknG angreifend und ein Paar 2lh^ ^, welches den Körper um G 

zu drehen sucht. Die Besultanten der Effectivkräfte m^^dry für den 
ganzen Körper genommen, sind eine einzelne an G angreifende Kraft 

= I (D^(x + ^ COS 6) dr = Gi^x ' 21 
und ein Paar^) um G 

= / G)^{x + r cos ö)r sin öeir = o* • 2J • — sin B cos ö, 

wobei der Abstand r in der Bichtung von G nach A hin positiv 
genommen ist. 

1) Wenn sich ein Körper in einer Ebene um eine Axe in seiner eignen 
Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit cd herumdreht, so kann man einen all- 
gemeinen Ausdruck für die Resultanten der centrifugalen Kräfte an allen Elementen 
des Körpers ausfindig machen. Man nehme den Schwerpunkt G zum Coordinaten- 
anfang und die t/-Axe parallel zur festen Axe Ist c dann der Abstand des Punktes 
Q von der Rotationsaxe, so sind alle centrifugalen Kräfte einer einzigen resul- 
tirenden Kraft bei G äquivalent 

= / <»*(c + a?) dm = 09* • Mc , weil 5 = ist, 

und einem einzigen resultirenden Paar 

= la{c -\- x)ydm=^ w' j xydm^ weil y = ist. 
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Wir erhalten jetzt, wenn wir in den Richtungen Ox^ Oy zer- 
legen und die Momente um G nehmen, die dynamischen Gleickmigen 

2l^ = — R + c}^X'2l 



2W ~f = Rx — Ry — (D^'2l'^^ sin ö cos 



(1). 



dt' 
Wir haben femer die geometrischen Gleichungen 

a; = Z cos Ö, y = lsmO (2). 

Durch Elimination von i2, R' aus den Gleichimgen (1) erhält man 

^d^ — y-dii^ + ^di^ = 9^'^ ^^y "" ^ 3 smO cosö (3). 

Hie Ruhelage m finden. Wir bemerken, dass der Stab, wenn er 
im Zustand der Buhe in diese Lage gebracht wird, immer in ihr 

bleiben würde, und dass deshalb -^ = 0, j^ = 0, j-^ = ist. 

Dies gibt ,1 

f(Xy y, 6) = gx — a^xy — - o^ j sin ö cos ö = . . (4). 

Verbindet man (4) mit (2), so erhält man = y oder sin ö = j-^r 

imd damit sind die Gleichgewichtslagen gefunden. Eine dieser Lagen 
werde durch ö = a, x = a, y = b dargestellt. 
Die Schmngungsbewegung zu finden. Es sei 

x = a + x'j y = 6 + y', « = a + ö', 

worin x\ y\ 6' kleine Grössen sind. Diese Werthe müssen nun in 

d^x d*v d^$ 
Gleichung (3) eingesetzt werden. Auf der linken Seite sind -^, -jK, ^j 

sammtlich klein; wir haben daher ein&ch a, b, a statt Xy y, zu 
schreiben. Auf der rechten Seite substituire man nach Taylor 's 
Theorem; es wird 

fia ■j-x',b + y', « + ö') = l^^'+l^y' + l^e'. 

Wir wissen, dass das erste Glied /"(a, ft, a) Null ist, denn dies 
ist eben die Gleichung (4), aus welcher sich a, b, a ergaben. Man 
erhält daher 

Setzt man aber, in den Gleichungen (2), ö = a + ö', so erhält 
man nach dem Taylor' sehen Theorem 

x' = — ? sin a • ö', y =1 cos a • ö'. 

26* 
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Die Gleichung zur Bestimmung der Bewegung ist mithin 

(^* + *') ^ + {ff^ siii « + J ö>'^' coB2a)ff=0. 
Ist nun ^Z sin a + "3 «o*^ cos 2a^=^n positiv, wenn einer der beiden 

Werthe von a eingesetzt wird, so ist die entsprechende Gleichgewichts- 
lage stdbü und die Dauer einer kleinen Schwingung 

Ist n negativ, so ist das Gleichgewicht unstabil und kann deshalb 
eine Schwingung überhaupt nicht stattfinden. 

Wenn ^^> -Sfy gi^^ ^s zwei Gleichgewichtslagen des Stabes. Man 

findet durch Substitution^ dass die Lage, bei welcher der Stab gegen 
die Yerticale geneigt ist, stabil, die andere unstabil ist. Wenn da- 
gegen <o^<'7f 9 so ist die einzige Lage, in welcher der Stab ruhen 

kann, vertical und stabil. 

Für n s» befindet sich der Körper in einer Lage neutralen 
Gleichgewichtes. Um die kleinen Schwingungen bestimmen zu können, 
muss man die Glieder von höherer Ordnung als der ersten beibehalten. 
Nach einer bekannten Transformation ist 

^ dt« ^ dt^ dt y dt) ' 

Die linke Seite der Gleichung (3) wird daher (P + i*) ^ imd die 
rechte nach dem Taylo raschen Theorem 

-r-i [gl cos a — -3 (o^P sin 2aj j-^ -f etc. 

Für n = ist « = |^ und ©* = -A~ • Macht man die nöthigen 

Substitutionen, so verschwinden die Glieder von der zweiten Ordnung 
und die Bewegungsgleichung wird 

Q* + ^')i^ — Y^"- 

Da die niedrigste Potenz von ff auf der rechten Seite ungrade ist 
und der Coefficient negativ, so ist das Gleichgewicht für eine Ver- 
rückung nach jeder Seite seiner Lage stabil. Ist a der Anfangswerth 
von O'f so hat man für die Zeit T bis zur Erreichung der Gleich- 
gewichtslage „ 

^ V gl Jy«*-6'* 



und, setzt man ff = aq), 



. _ -1 /4 (f + fe«) f dy 1 

■^ V gl jyr=v « 
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Die Zeit bis zur Erreichung der Gleichgewichtslage variirt daher 
umgekehrt wie der Bogen. Ist die anfängliche Verrückung unbegrenzt 
klein^ so wird diese Zeit unendlich gross. 

Man kann dieses bestimmte Integral^ welches ein elliptisches, das sogenannte 
lemniscatische, ist, auch anders, n&mlich durch die Gammafunction ausdrücken. Es 
ist leicht zu zeigen, dass 







dtp 



1-91" 



ist. Man setze (p^ «= x. 

§ 451. Man hatte dieses Problem auch mittelst der ersten Methode 
leicht lösen können. Denn der Punkt N, in welchem sich die beiden 
Lothe in Ä und B auf Ox, Oy schneiden, ist die Momentanaxe. 
Nimmt man die Momente um Ny so erhält man die Gleichung 

+1 
(p + Ä«) ^ = <; i cos e — /©* (i + ry sin Ö cos ö |^ 



= grZ cos r- CD* sin ö cos . 

Bezeichnet man die rechte Seite der Gleichung mit f{0), so er- 
gibt sich die Gleichgewichtslage aus der Gleichung /*(a) = und die 
Schwingungsdauer aus 

§462. Beisp. 1. Wenn die Masse des Stabes, der mit AB bezeichnet wurde, 

Jlf ist, zu zeigen, dass die Grösse des Paares, welches das System zwingt, sich 

4tT^ dB , 
um Oy mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit zu drehen, M —-- o -j- sin 20 ist. 

o dt 

Würde sich die Grösse des Paares ändern, wenn Oz oder Oy irgend welche 
Masse hätten? 

Beisp. 2. Das obere Ende eines gleichförmigen Balkens von der Länge 22 
wird gezwungen, auf einem glatten horizontalen Stab ohne Trägheit zu gleiten 
und das untere auf einem glatten verticalen Stab, durch dessen oberes Ende der 
horizontale Stab hindurchgeht; das System rotirt frei um den verticalen Stab; 
man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit des Systems, wenn a die Neigung 
des Balkens gegen die Yerticale bei einer relativen Gleichgewichtslage bedeutet, 



\4{ cos aß 



ist, und zeige, dass der Balken, wenn er um ein Geringes aus dieser 



Lage verrückt wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 

49r 



1 -~ (sec a + 3 ^^^ «) I 



macht. [Coli. Exam.] 

In dem früher im Text gegebenen Beispiel wurde das System gezwungen, sich 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit um die Yerticale zu drehen, hier dagegen ro- 
tirt es frei. Die Winkelgeschwindigkeit um die Yerticale ist daher nicht con- 
stant und ihre kleinen Yariationen müssen aus dem Princip der Flächen abgeleitet 
werden. 
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Lagrange's Methode, die Bewegungsgleicliiingeii zu bilden, 

§ 453. Vortheile der Methode. Die Yortheile der Lagrange- 
schen Methode sind verschiedeoer Art. Sie liefert die Bewegungs- 
gleichungen frei Ton allen Beactionen und ist daher dann besonders 
zu empfehlen, wenn die Bewegungen verschiedener miteinander ver- 
bundener Körper zu untersuchen sind. Sie lässt auch eine grossere 
Auswahl von Grössen zu, die man zu Goordinaten nehmen kann. 
Ferner kann man, sobald die Lagrange'sche Function niedergeschrieben 
ist, aus ihr allein aUe Bewegungsgleichungen ableiten, statt sie wie 
sonst einzeln aus verschiedenen Principien entwickeln zu müssen. 
Andererseits freilich muss die Function so berechnet werden, dass sie 
auch die Quadrate der kleinen Grössen enthält. Bei kleinen Schwin- 
gungen behalten wir nun im Allgemeinen nur die ersten Potenzen 
kleiner Grössen bei; wenn daher nur wenige Gleichungen erforderlich 
sind, ist es oft vorzuziehen, dieselben mittelst Zerlegung der Erafte und 
Ermittelung der Momente aufzustellen. 

Wie man sieht, eignet sich die Methode am besten für Schwin- 
gungen mit mehr ab einem Freiheitsgrad. Aus diesem Grund woUen 
wir hier nur die allgemeine Art erklären, wie die Bewegungsgleichungen 
zu bilden sind, damit wir im Stande sind, die Methode auf die Auf- 
lösung von Problemen anzuwenden. Wir behalten uns die allgemeine 
Discussion der Lagrange'schen Determinante fQr den zweiten Theil vor. 

§ 454. Die Aufgabe der Lagrange'schen Methode ist, die Schwin- 
gungen eines Systems um seine Oleidkgeunchislage zu bestimmen. Sie 
findet keine Anwendung auf Schwingungen um einen Zustand stationärer 
Bewegung. Wenn z. B. ein schwerer Punkt mittelst eines Fadens an 
einem festen Punkt aufgehängt wird, so ist der Faden vertical, wenn 
sich das System im Gleichgewicht befindet und die Schwingungen um 
diese Lage lassen sich mittelst der Lagrange'schen Methode ermit- 
tehi. Bringt man aber den Massenpunkt dazu, dass er einen hori- 
zontalen Ejreis beschreibt, wie bei dem konischen Pendel, so kann man 
Schwingungen um die stationäre Kreisbewegung mit ihrer Hülfe nicht 
finden. Oder: wenn ein Ring auf dem Boden in einer verticalen Ebene rollt 
und dabei Schwingungen von der einen Seite der Ebene auf die andere 
macht, so können diese mittelst der Lagrange'schen Methode nicht 
berechnet werden. In dem nächsten Band wird eine Methode zur Be- 
stimmung auch von Schwingungen um einen Zustand stationärer Be- 
wegung angegeben werden. 

Für jetzt nehmen wir an, die an dem System angreifenden Ejräfte 
hätten eine Eräfbefunction und setzen auch voraus, dass die geo- 
metrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten und ebenso- 
wenig Differentialquotienten nach der Zeit. 
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Bei der Lagrange'schen Methode ist es wesentlich, dass die ge- 
wählten Goordinaten so kleine Grössen sind, dass man alle Potenzen 
derselben mit Ausnahme der niedrigsten, die vorkommen, weglassen 
kann. Man soU sie im Allgemeinen so wählen, dass sie in der Gleich- 
gewichtslage verschwinden. Mit dieser Einschränkung ist die Wahl 
jedoch ganz beliebig. Wir wollen sie durch die Buchstaben 0, % etc. 
darstellen. Wenn nun das System um die Gleichgewichtslage schwingt, 
so bleiben diese Grössen während der Bewegung Mein. Die Anzahl der 
Goordinaten sei n. 

Wie früher mögen Accente die Differentialquotienten nach der Zeit 
angeben. 

Ist T die lebendige Ejraft des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestört wird, so lässt sich T, wie in § 396, als homogene 
quadratische Function von 6', g>\ etc. in der Gestalt 

2T=^nÖ'*+2Aj0>' + -4^29'* + etc (1) 

ausdrücken. Hier sind die Goefficienten Ä^^ etc. sämmtlich Functionen 
von 0, % etc. und wir können annehmen, sie seien in einer Reihe nach 
Potenzen dieser Goordinaten entwickelt. Sind nun die Schwingungen 
so klein, dass man alle Potenzen der kleinen Grössen mit Ausnahme 
der niedrigsten, die vorkommen, ausscheiden kann, so brauchen wir 
nur die constanten Glieder dieser Reihen beizubehalten. Man kann 
daher die Goefficienten Ä^j^y etc. als Gonstante betrachten. 

Ist U die Eräftefunction des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestört wird, so lässt sich auch U in einer Reihe von 
Potenzen von ö, % etc. entwickeln. 

Es sei danach 

2U=2Uo + 2B^e + 2B^q) + etc. + B^^O^ + 2B^^eq> + etc. (2). 

Hier ist DJ, eine Gonstante, die offenbar der Werth von U ist, wenn 
B, % etc. sämmtlich NuU sind. Soll die Lagrange'sche Methode Er- 
folg haben, so ist es nothwendig, dass diese beiden Entwickelungen 
möglich seien. 

In der Gleichgewichtslage muss nach dem Princip der virtuellen 

Arbeit ^ = , ^ = , etc. = sein (siehe auch § 340). Sind die 

gewählten Goordinaten derart, dass sie in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden, so folgt daraus unmittelbar £^ = 0, B^=Oy etc. = 0. Hat 
man die Goordinaten nicht in dieser Weise gewählt, so müssen sie 
doch für eine Lage des Systems, die sich dicht bei der Gleichgewichts- 
lage befindet, verschwinden. Die Differentialquotienten von Z7, d. h. 
B^j JBj, etc., sind daher nothwendiger Weise Mein. Die Glieder B^d, 
B^fff etc. sind mithin kleine Grössen von der zweiten Ordnung und 
die quadratischen Glieder von U können im Vergleich mit ihnen nicht 
vernachlässigt werden. 
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Man beachte auch, dass man die Gleichgewicktswerthe von 6y % etc. 
Yon vornherein finden kann^ indem man die verschiedenen ersten 
Differentialquotienten von U gleich Null setzt. Es ist dies jedoch im 
Allgemeinen nicht nöthig, weil diese Werthe von ö, g?, etc. in der Folge 
doch erscheinen (siehe auch § 449). 

Wir haben nun die in Reihen entwickelten Werthe von T und U 
in die n Lagrange'schen Gleichungen 

d^dI[_dT^_dü ,ox 

dt de^ de ~ de ^^ 

und die ähnlichen für q), i^y etc. einzusetzen. Da der Ausdruck fiir T 
keine 0, % etc. enthält, so hat man 

dT r. BT ^ , 

Die n Gleichungen (3) werden daher 

AiO'' + ^89" + B, + B,,e + B^q> + • • • j 

A^^ff' + A^q>'' + B^ + B^^e + B^fp + 'A . . (4). 

etc. = etc. ) 

Dies sind die Lagrange'schen Gleichungen zur Bestimmung kleiner 
Schwingungen eines Systems um eine Gleichgewichtslage. 

§ 455. Die LSsnngsmethode. Die Gleichungen sind nun aufzulösen. 
Wir bemerken, dass sie sämmtlich linear sind und dass deshalb 0, 9, etc. 
durch eine Reihe von Exponentialgrössen von der Gestalt Me^* richtig 
dargestellt werden. Da wir aber eine oscillatorische Bewegung suchen, 
so ist es vortheilhafter, diese Exponentialgrössen durch die ent- 
sprechenden trigonometrischen Ausdrücke zu ersetzen. Da die Glei- 
chungen Differentialquotienten erster Ordnung nicht enthalten, so ist 
es möglich, wie man sich durch eine Probe überzeugen kann, ihnen 
mittelst der folgenden Annahme zu genügen: 

ö = a + Jfj sin (|>i^ + O "t" ^« s^ (A^ + ^2) + ®*^-] 

tp = ß-^ N^ sin(pi^ + £i) + N^ sin(pa^ + «,) + etcj • (5). 

etc. = etc. ) 

Nimmt man die einzelnen trigonometrischen Glieder für sich allein, 
so kann man diesen Gleichungen die typische Gestalt geben 

ö = Jlf sin (jpt + «) , q> = N sm (pt + e) , etc. = etc. 

Substituirt man die Werthe nun in die Gleichungen (4), so er- 
hält man 

(A,,p' + B,,) M + {A,,p' + B,,) N+eto.^0 
{Ä,^p' + B,^) M + {A^p' + B^)N+ etß. = o\ • • (6) 

etc. etc. = 
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und durch Elimluatioii von My N, etc. die Determinantengleichung 

Ä^p^+B^^, A^1^+B^^, etc. 
etc. etc. etc. 



= • . . (7). 



Die Determinante ist^ wie man sieht^ in Bezug auf die Hauptdiagonale 
symmetrisch. Sind es n Goordinaten^ so ist sie eine Gleichung n^° 
Grades zur Ermittelung von p^. In dem zweiten Theil wird gezeigt 
werden, dass alle Werthe von p^ reell sind. 

Nimmt man irgend eine positive oder negative Wurzel, so be- 
stimmen die Gleichungen (6) die Verhältnisse von Nj P, etc. zu M 
und man sieht^ dass auch diese Verhältnisse sämmÜich reeU sind. Sind 
alle Wurzeln der Determinantengleichung positiv, so geben die Glei- 
chungen (5) die ganze Bewegung mit 2n willkürlichen Gonstanten, 
nämlich M^, M^j Jf,, . . ., Mn und e^^, b^, . . ., €«. Diese sind durch 
die Anfangswerthe von 0, % etc., &', q>\ etc. zu bestimmen. Ist irgend 
eine Wurzel der Determinantengleichung negativ, so nimmt der 
entsprechende Sintis seine exponentielle Gestalt wieder an, wobei 
der Ausdruck dadurch, dass man dem Goefficienten M eine ima- 
ginäre Form gibt, reeU gemacht wird. In diesem Fall findet keine 
Schwingung imi die Gleichgewichtslage statt. Die Lage heisst dann 
unstabil. 

Man beachte, dass für jeden positiven durch die Gleichung (7) 
gegebenen Werth von p^ zwei gleiche Werthe von p mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen existiren. Es ist übrigens nicht nöthig, hier die 
negativen Werthe von p in Betracht zu ziehen. Denn die Auflosimg 
der linearen Differentialgleichungen wird durch eine Reihe von Ex- 
ponentialgrössen richtig dargestellt. Nun ist jeder Sinus die Summe 
zweier Exponentialgrössen mit Exponenten von verschiedenem Vor- 
zeichen. Daher sind die beiden Werthe von p in den trigonometrischen 
für 0, g)y etc. angenommenen Ausdrücken bereits eingeschlossen. 

Die Gonstanten a, ß, etc. in dem Ansatz (5) sind offenbar die 
Goordinaten der Gentrallage, um die das System schwingt. Setzt 
man diese Werthe von ö, 9, etc. in die Gleichungen (4) ein, so er- 
halt man 

= 5, + 5„a + 5«/l + etc.| 

= ^ + jBu« + ^/J + etc. J (8). 

= etc. 



I 

i 



Diese Gleichungen bestimmen die Werthe von a, /3, etc. Da den 
Bewegungsgleichungen durch diese constanten Werthe der Goordinaten 
ohne ein die Zeit enthaltendes Glied genügt wird, so sind a, ß, etc. die 
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Coordinaten der Oleichgemchtslage des Systems. Dies folgt auch aus 
den Sätzen der Statik^ welche die Gleichgewichtslage eines Systems an- 
geben, wenn die Function U bekannt ist. Danach findet man die 
Gleichgewichtswerthe der Coordinaten Oy % etc., indem man die ersten 
Differentialquotienten von U nach 0, 9, etc. gleich NuU setzt. Die so 
erhaltenen Gleichungen sind offenbar identisch mit denen unter (8). 

Wenn eine Wurzel, z. B. p^*, der Determinantengleichung (7) Null ist, so 
redudren sich die entsprechenden Glieder in (5) auf Constante. Zugleich ist 
die Resultante der Gleichungen (8) Null, so dass entweder die Gleichungen (8) 
nicht unabhängig von einander oder die Werthe von cc, ß^ etc. nicht so klein 
sind, dass ihre Quadrate yemachlässigt werden können. In dem ersten Fall 
nimmt der Theil der Lösung (6), welcher von der Wurzel p^* abhängt, eine andere 
Gestalt an. Setzt man s= a -j- Ät^ 9 z» ß -^ Bt, etc., so konmit man zu den- 
selben Gleichungen (8) wie zuvor und ausserdem zu einer Reihe von Gleichungen, 
die sich aus (8) ergibt, wenn man Ä, B, etc. fOr er, ß, etc. und Null für B^, B^^ etc. 
schreibt. Wenn die Coordinaten so gewShlt worden sind, dass in dem Ausdruck 
für £7, JBj «s , .B, =B 0, etc. ist, so liefern die beiden Reihen von Gleichungen 
A/a ca B/ß = etc. Jedenfalls aber, mag man diese Wahl getroffen haben oder 
nicht, sind im Allgemeinen nur 2n — 2 dieser 2n Gleichungen tmabhftngig von- 
einander und bestimmen daher 2n — 2 der Constanten tt, ß, etc., Ä^ B, etc., indem 
sie zwei z. B. Ä und a unbestimmt lassen. 

Da die Lösung durch eine Reihe von Exponentialgrössen von der Gestalt 

Me^\ worin q*= — j)' ist, richtig ausgedruckt wird, so kann die Determinante in (7) 
so angesehen werden, als habe sie in dem Fall ^^' = zwei gleiche Wurzeln. 
Die Theorie gleicher Wurzeln in Differentialgleichungen fährt sofort zu den oben 
fcir 0, 9, etc. gegebenen Formen; siehe auch § 462. 

§ 456. Schwingungsperioden. Aus (5) ist ersichtlich; dass jede 
der n Coordinaten 6, <py etc. in einer Reihe von so vielen Sinussen aus- 
gedrückt ist, als es besondere Werthe von p* gibt. Wenn daher ver- 
schiedene unabhängige Wege existiren, auf welchen sich das System be- 
wegen kann, so hat man ebensoviele Schwingungsperioden. Sie sind 

offenbar gleich — , — , etc. Im Allgemeinen brauchen wir nur diese 

Schwingungsperioden und nicht die specielle Lage, welche das System 
in jedem Augenblick einnimmt. In diesem Fall kann man in jedem 
Problem alle andern Stufen der Entwickelung weglassen und die 
Determinantengleichung sofort aufstellen. Man verehrt dann nach fol- 
gender Regel. Man entwickele die KräftefuncHon TJund die lebendige Kraft 
T in aufsteigenden Potenzen der Coordinaten 0, % etc. und ihrer Diffe- 
rentialquotienten ff, g?', etc. und scheide dabei alle Potenzen, die hoher 
als die zweite sind, aus. Indem man nun die Accente in dem Ausdruck für 
T weglässt und nur das quadratische Glied in U beibehalt, setze man die 
Determinante von p^T -{- U gleich NuU. Die Wurzeln der so gebildeten 
Gleichungen liefern die gesuchten Werthe von p. 

Die Art; wie diese Regel in Verbindung mit der Methode der un- 
bestimmten MuttipUcatoren anzuwenden ist, wird im zweiten Band be- 
handelt. 
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§ 457. Die Lage des Systems. Soll auch die Lage des Systems 
zu jeder beliebigen Zeit gefunden werden, so müssen die WerÜie der 
Integrationsconstanten bestinunt werden. Aus den Gleichungen (6) geht 
herror, dass die Verhältnisse von Jf, JT, P, etc. für irgend ein specielles 
trigonometrisches Glied in der Lösung (5) dieselben sind, wie die Ver- 
hältnisse der XJnterdeterminanten der Elemente einer beliebigen Zeile 
in der Lagrange'schen Determinante (7). In diese XJnterdeterminanten 
substituirt man selbstrerständlich den Werth Ton p^, welcher zu dem 
speciellen trigonometrischen Glied, um welches es sich handelt, gehört. 
Auf diese Art werden die Goef&cienten aller trigonometrischen Glieder 
durch diejenigen ausgedrückt, welche in der Reihe für eine Coordinate 
vorkommen. 

Die Resultate kann man symmetrisch auf folgende Art anordnen. Es seien 
Jj(p), JsQp), etc., IJ,p) die n Unterdeterminanten, als Functionen von p an- 
gesehen, irgend einer Horizontal- oder Yerticalreihe der Lagrange'schen Deter- 
minante. Die Lösung (5) wird dann 



etc. = etc., 

worin Xj , X, , . . ., X^ willkürliche n Constante bezeichnen , welche die Verhält- 
nisse von Jlf, N^ etc. zu den entsprechenden ünterdeterminanten darstellen. Die 
Lösung muss etwas modificirt werden, wenn irgend ein Werth von p Nuü wird 
(§ 462) oder alle Unterdeterminanten in einer Cölamne gleich Null sind. Diese Fälle 
werden im zweiten Band besprochen werden. 

Die Werthe der 2n Constanten L^ . . • X^ und s^ . . .e^ müssen aus den An- 
fangs werthen der n Coordinaten 6, 9, etc. und ihrer Geschwindigkeiten ^, q>\ etc. 
ermittelt werden. Zu diesem Zweck setze man X^ cos »^ = A„ und L„ sin €«= J?«. . 

tu m tn tn fn m 

Entwickelt man die trigonometrischen Glieder, so erhält man 2n lineare Gleichungen, 
aus welchen sich die 2n Constanten Ä^ . . .Ä^, B^ . , .'B^ ergeben. Wenn n gross ist, 

so wird die Auflösung dieser 2n linearen Gleichungen langwierig. In vielen 
Fällen lässt sich jedoch die Methode der Mtdtiplicatoren anwenden. 

Ist die Anzahl der Coordinaten bedeutend, so kann auch die Lagrange'sche 
Determinante selbst unhandlich werden. Man kann dann die Coordinaten zu- 
weilen so behandeln, dass die Benutzung der Bechnitng mit endlichen Differenzen 
möglich wird. Ist die Anzahl der Coordinaten unencQich gross, wie z. B. bei 
einer schwingenden Saite, so nimmt die so erhaltene Gleichung die Grenzform 
einer partiellen Differenticdgleichung an. In andern Fällen kann es auch vor- 
kommen, dass zwar nur einige Wurzeln der Lagrange'schen Gleichung bekannt 
sind, die entsprechenden Coefficienten in der Lösung sich aber doch ermitteln lassen. 

Die Lagrange 'sehe Determinante liefert die Grenzwerthe der Perioden, 
wenn die Schwingungsweiten unendlich klein sind. Man kann zeigen, dass die 
kleinen vernachlässigten Glieder die Lagrange'schen Perioden manchmcd bedeutend 
modificiren. Ein Beispiel davon kommt in der Mondtheorie vor. Diese und ähn- 
liche Schwierigkeiten behalten wir uns fär den zweiten Band vor. 

Beisp. Man zeige, dass, wenn die Determinante (7) Null ist, die Verhält- 
nisse der ünterdeterminanten der Elemente irgend einer Zeile den Verhältnissen 
der ünterdeterminanten der Elemente irgend einer andern Zeile gleich sind. 



= 0. 
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§ 458. Beispiele zu der Lagrange'sclieii Methode. Die folgenden 
Beispiele sollen zeigen, wie sich die Lagrange'sche Methode zur Er- 
mittelung kleiner Schwingungen eines Systems verwenden lasst. Werden 
nur die Perioden gesucht, so kann man das Verfahren so zusammen- 
fassen: Man bade die Glieder von T und U, die von den Quadraten 
Meiner Grössen dbhimgen und setze die Determinante von p^T-^ U 
gleich NuU. 

Beisp. 1. Ein Körper yon der Masse m und Länge 2 a ist mittelst eines 
Fadens OA yon der Länge Z, der an einem Punkt Ä des Körpers befestigt ist, an 
einem festen Punkt aufgehängt und B ist sein Schwerpunkt. Der Körper 
schwingt unter dem Einfluss der Schwere in einer verticalen Ebene; man finde 
die Bewegung. 

Sind 0, qp die Winkel, welche der Faden OÄ und der Radius AB mit der 
Verticalen machen und verßüirt man wie in § 147, so findet man bei Vernach- 
lässigung der Potenzen Ton 0, qp, welche höher als die zweite sind, 

r = 1 TO { Z'a'« + 2a2Ö'9>' -f (*• + o«) 9)'«) , 

und wenn man die Determinante von p*T'\- ü bildet und durch den gemein- 
schaftlichen Factor ml dividirt, 

pH — g, ap* 

alp*, p*{k^-\-a*) — ag 
Daher 

mp^ — (al + Jc*+ a^gp^+ag^^O, 

Nimmt man die Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe und be- 
zeichnet mit Pi\ p,' die Wurzeln der quadratischen Gleichung, so erhält man 

ö = — Xj api* sin {p^ * + «i) -^ -^i<*Pi' ^^ (A* + ^t) 

9= A (Pi*^ — 9) 8"^ iPJ+ h) + ^ (jPi*^ — 9) 8"^ (ä* + «i)- 

Wenn die Wurzeln der Determinantengleichung gleich sind, lässt sich er- 
warten, dass die Lösung eine andere Form annimmt. Da die Determinante für 
p*=^ ^ oo positiv und för |)"= g/l negativ ist, so sind die Wurzeln durch den 
letzteren Werth von p* getrennt und daher, wenn sie gleich sind, durch p' =« g/l 
gegeben. Da alsdann der Determinantengleichung nur genügt werden kann, wenn 
auch ap* Null ist, so sind die Wurzeln nur dann gleich, wenn a = 0. Wenn 
aber a <» ist, so sieht man leicht ein, dass die Wurzeln nicht gleich sein 
können. 

Wird der Faden an den Mittelpunkt eines gleichförmigen Stabes befestigt, 
so ist a=»0 und k* endlich. In diesem Fall ist die eine Wurzel der Lagrange^schen 
Determinante Null, nämlich i>,*= 0, während die andere p^*« g/l ist. Soll man 
auch die Lage des Systems finden, so hat man 

r = lm(Z«0'«4-Ä;V"), U^ü^-j^mgie*. 
Die Lagrange'schen Gleichungen sind daher 

le^'+ge^o, 9>" = o, 

mithin 

= X sin (p, « -f a) , q> ^ ß + Bt , 

worin Z, «, ß, B die vier willkürlichen Constanten sind. Der Punkt A schwingt 
daher wie ein einfaches Pendel, während sich der Stab mit gleichförmiger Winkel- 
geschwindigkeit um A dreht. 
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Wird der Faden an das Ende eines Stabes befestigt, so lässt sich zeigen, 
dass das Yerhältniss der Perioden nicht zwischen 2 ± }/d liegen kann. 

Beisp. 2. Zwei schwere Punkte von den Massen M und m sind an einen 
Faden gebunden und an einem festen Punkt aufgeh&ngt. Die Längen 03f, Mm 
des Fadens werden mit a bez. h bezeichnet. Wenn die Punkte kleine seitliche 
Schwingungen machen, die beiden Schwingungsperioden zu finden und zu zeigen, 
dass sie nicht gleich sein können. Man zeige auch, dass die eine Periode das 
Doppelte der andern ist, wenn ^{M -^^ m){a -{- h)*^ 2b Mab ist. 

Es ist manchmal von Wichtigkeit, die Perioden eines schwingenden Systems 
derart commensurabel zu machen, dass sich die Bewegung in einem Intervall, 
welches das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der verschiedenen Perioden ist, 
beständig wiederholt. So kann das System z. B. den Zweck haben , die Zeit wie 
ein Pendel anzugeben oder einen bestimmten Ton hervorzubringen. 

Beisp. 3. Ein Massenpunkt kann frei auf einem glatten kreisförmigen Draht 
gleiten, der an einem festen Punkt auf seinem umfang aufgehängt ist. Das System 
befindet sich unter der Wirkung der Schwere im Gleichgewicht; eine kleine Ge- 
schwindigkeit wird dem Massenpunkt in der Bichtung der Tangente an den Kreis 
mitgetheilt; man untersuche die sich ergebenden kleinen Schwingungen und zeige, 
dass die Perioden durch 

2m + ZM g fn+M igY_ 

^ 2if a ^ ^ 23f \a/ 

gegeben sind, worin m, Jkf die Massen des Punktes imd des Kreises und a der 
Radius des Heises sind. Man zeige auch, wie die Integrationsconstanten zu be- 
stimmen sind. 

Beisp. 4. Eine glatte dünne Kugelschale von der Masse M und dem Radius 
a ruht auf einer glatten schiefen Ebene und ist mittelst eines elastischen Fadens 
an einem Stift befestigt, welcher denselben Abstand von der Ebene, wie das 
Centrum der Kugel, hat, während ein Pimkt von der Masse m auf der inneren 
Fläche der Schale liegt. In der Gleichgewichtslage ist der Faden der Ebene 
parallel; man finde die Schwingungszeiten des Systems, wenn es in einer verti- 
calen Ebene leicht verrückt wird und beweise, dass der von dem Massenpunkt 
durchlaufene Bogen und die von dem Gentrum der Schale beschriebene Strecke, 
von ihren Gleichgewichtslagen aus gerechnet, immer gleich sein können, wenn 

{M '\- m -\- m cos a) gl ^ Ea (1 -|- cos a) 

ist, worin E den Elasticitätscoefßcienten des Fadens, l seine natürliche Länge und 
« die Neigung der Ebene gegen den Horizont bedeutet. Gaius Coli. 

Beisp. 6. Ein dreibeiniger Tisch wird hergestellt, indem man eine schwere 
dreieckige Lamelle auf drei gleiche Beine setzt und dabei die Eckpunkte der La- 
melle zu Stützpunkten macht; wenn die Beine gleichmässig zusammendrückbar 
sind und ihre Gewichte vernachlässigt werden, dann besteht das System gleich- 
zeitiger Schwingungen der oberen Fläche aus einer verticalen und zwei Winkel- 
schwingungen um zwei in ihrer Ebene liegende zueinander rechtwinklige Azen 
und die Perioden der Winkelschwingungen sind der der Yerticalschwingungen 
gleich und das Doppelte derselben. St. Johns Coli. 1880. 

Beisp. 6. Ein Stab AB von der Masse m und der Länge 2a wird an zwei 
gleichen elastischen Seilen J.(7, BD au%ehängt, welche keine merkbare Masse 
haben und deren unausgedehnte Länge l^ ist. C und D sind feste Punkte in der- 
selben Horizontalen und CT) » 2 a. Man untersuche die kleine Schwingung des 
Stabes, wenn er aus seiner Gleichgewichtslage in der durch CD gehenden Vertical- 
ebene verrückt wird und zeige, dass die Perioden der horizontalen und der 
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yerticalen Schwingung des Schwerpunktes des Stabes und der Botationsschwingung 

deigenigen von Pendeln gleich sind, deren Länge 1,1 — l^ bez. y(2 — l^) ist, unter 

l die Länge eines jeden Seils yerstanden, wenn das System sich im Gleichgewicht 
befindet. Math. Tripos. 

Beisp. 7. Drei gleiche Massenpunkte, die sich gegenseitig nach dem New ton- 
sehen Gesetz anziehen, sind gezwungen, sich wie Eosenkranzperlen auf den glatten 
Seiten eines gleichseitigen Dreiecks zu bewegen. Im Gleichgewichtszustand be- 
finden sie sich auf den Mittelpunkten der Seiten. Man beweise, dass das Gleich- 
gewicht nur dann stahü ist, wenn die Anfangsverrückungen und die Anfangs- 
geschwindigkeiten gleich sind und finde, wenn sie gleich sind, die Zeit einer 
kleinen Schwingung. 

Beisp. 8. Drei gleiche Massenpunkte, welche sich gegenseitig mit gleichen 
KiiAften, die in allen Abstöoden constant bleiben, anziehen, kOnnen &ei auf drei 
gleichen sich nicht schneidenden Kreisen vom Eadius r gleiten, deren Mittel- 
punkte sich in den Ecken Ä, JS, C eines gleichseitigen Dreiecks befinden und die 
in der Ebene des Dreiecks liegen. Man zeige, dass, wenn die Massenpunkte 
kleine Schwingungen um ihre Gleichgewichtslagen ausführen, zwei der Perioden 
gleich 2 n/p und eine dritte 2 n/p' ist, wobei 

B der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Ejreises und F das Yer- 
hältniss der Anziehungskraft zwischen irgend zwei Punkten zu der Masse der 
beiden ist. 

Beisp. 9. Ein schwerer Körper, dessen Schwerpunkt H ist, hängt an einem 
festen Punkt 0. Ein zweiter Körper, dessen Schwerpunkt G ist, wird an dem 
ersten in einem in der Verlängerung von OH befindlichen Punkt A befestigt. 
Das System schwingt frei in einer yerticalen Ebene; man beweise, dass die 
Perioden durch die quadratische Gleichung 

{(M£?+ma')p* — {Mh + ma)g) {k^p*— bg]^ man^p* 

gegeben sind, worin MK* und mk^ die Trägheitsmomente der beiden Körper für 
bez. A bedeuten. Femer ist OH = Ä, OA=^a, AG=»b. Was wird aus diesen 
Perioden, wenn (1) der obere, (2) der untere Körper sich auf ein kurzes Pendel 
yon geringer Masse reducirt? Der erste Fall kommt yor, wenn die Befestigung 
eines Pendels an seinem Aufhängepunkt nicht yollständig starr ist, und das 
Pendel daher so angesehen werden kann, als hänge es an einem kurzen Faden; 
der zweite, wenn ein kleiner Theil der Masse eines Pendels lose ist und bei jeder 
Schwingung sich hin- und herbewegt. 

§ 459. Hanptcoordinateu. Man erJdäre, was unter den Haupt- 
coordinaten eines dynamischen Systems in der Nahe einer Glei<ihgewichtS' 
läge zu verstehen ist. 

Wenn man zwei homogene quadratische Functionen einer Anzahl 
von Variablen hat^ von denen die eine ihrem Wesen nach für alle 
Werthe der Variablen positiv ist, so kann man bekanntlich beide Aus- 
drücke durch eine reelle lineare Transformation der Variablen von den 
Gliedern befreien, welche die Producta der Variablen enthalten, und 
auch die Coefßcienten der Quadrate in der positiven Function einzeln 
der Einheit gleich machen. Wenn die Coordinaten 0, q), etc. durch die 
Gleichungen 
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ö = All + A217 + etc.^ 

9 = f*iS + ft'»7 + etc.> (9) 

etc. = etc. j 

in S, rjy etc. umgewandelt werden, so ändern sich auch ö', g>', etc. durch 
dieselbe Umformung in ^\ rj^ etc. um. Auoh die lebendige Kraft ist 
ihrem Wesen nach positiv. Daraus folgt, dass man die doppelte 
lebendige Kraft und die Krafbefunction durch geeignete Wahl der 
neuen Coordinaten in den Formen 

2(17- Uo) = 2&J + 2&,i? + etc. + 6n5'+ ^^22^'+ ' • 

ausdrücken kann. 

Diese neuen Coordinaten t, fj, etc. heissen die Scmptcoordinaten 
des dynamischen Systems. Man hat ihnen auch viele andere Namen 
gegeben, wie harmonische, einfache und normale Coordinaten. 

Gewöhnlich wird angenommen, wenn nicht das Gegentheil fest- 
gesetzt ist, dass die Hauptcoordinaten so gewählt sind, dass sie in der 
Gleichgewichtslage verschwinden. Es ist dann b^ = 0, b^ = 0, etc. = 

§ 460. Wird ein dynamisches System auf Hauptcoordinaten be- 
zogen, die nicht nothwendiger Weise in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden, so nehmen die Lagrange'schen Gleichungen die Gestalt 

I" — ^11 1 = ^1; v" — ^22''? ""^ ^2 7 ^^' ^^^ ®^* 
an, so dass die ganze Bewegung durch 

I = a + EBm{p^t + «i), iy = 6 -|- JPsind^j^ + f^), etc. 

gegeben ist, worin E, Fy etc., s^, £,, etc. willkürliche Constante sind, 
die durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden, jp^* = — ft^j, 

P2^ = — 622 ; ®^- ^^ ^^^ ^} ^7 ®^^- ^^® Werthe von |, % etc. im Gleich- 
gewichtszustand sind. 

Durch Substitution der trigonometrischen Werthe von S, 1?, etc. 
in die oben gegebenen Transformationsformehl kommt man offenbar 
wieder auf die Gleichungen (5) des § 455 zurück, in welchen die all- 
gemeinen Coordinaten 0, 97, etc. als trigonometrische Functionen von t 
ausgedrückt wurden. Man erhält daher eine Reihe von Hauptcoordinaten, 
nämlich 1^ , 17^, etc., die in der Gleichgewichtslage verschwinden, wenn 
man 

fp^ß + N^l^ + Nirii + --\ (10) 

etc. == etc. j 

setzt, worin die Werthe von a, ß, etc., M^, M^, etc. N^, N^, etc. auf 
die in § 455 erklärte Art ermittelt werden können. Alle übrigen 
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Reihen yqü Hauptcoordinaten lassen sich aus diesen dadurch ableiten 

dass man ^ .-»-.<. , „ 

g = a + JBgi, ri = b + Frii, etc. 

nimmt. 

Sind die Anfangsbedingungen derart^ dass während der ganzen Be- 
wegung alle Hauptcoordinaten mit Ausnahme von einer constant bleiben^ 
so sagt man^ das System vollführe eine Haupt- oder harmonische 
Schwingung. Es vollfQhrt eine zusammengesetzte Schwingung, wenn zwei 
oder mehr variabel sind. Man kann daher behaupten^ dass jede mög- 
liche Schwingung des Systems um eine Gleichgewichtslage durch die 
Lagrange'sche Methode in ihre einfachen Schwingungen oder die 
Gomponenten der Schwingung zerlegt wird. 

Daraus geht der wichtige Satz hervor, dass da^ Gleichgewicht eines 
Systems, wenn es für die Hawptschwingungen stabil ist, dies für alle 
Schwingungen ist. 

Das Theorem, dass die allgemeinen Schwingungen eines Systems 
sich in gewisse Orundschwingungen zerlegen lassen, die unabhängig 
voneinander gleichzeitig bestehen können, heisst manchmal das Princip 
von der gleichzeitigen Existenz Meiner Schwingungen. 

§ 461. Es ist offenbar wichtig, die Besonderheiten einer Haupt- 
schwingung, an welchen man sie auch ohne alle mathematischen Symbole 
erkennen kann, zu bestimmen. Diese physikalischen Besonderheiten sind: 

1. Die Bewegung wiederholt sich in constanten Intervallen, d. h. 
nach einem solchen Intervall nimmt das System wieder dieselbe Lage 
im Baum ein und bewegt sich genau in derselben Weise, wie zuvor. 

2. Das System geht zweimal bei jeder vollständigen Schwingung 
durch die Gleichgewichtslage. Denn, nimmt man £ zur variablen Coor- 
dinate, so sieht man, dass g — a zweimal verschwindet, wenn sich p^t 
um 2x vermehrt. 

3. Die Geschwindigkeit eines jeden Massenpunktes des Systems 
wird in demselben Augenblick Null und dies tritt bei jeder vollständigen 

Schwingung zweimal ein. Denn -^ verschwindet zweimal, während 

Pit sich um 2x vermehrt. Die Buhelagen kann man die ausser sten 
Lagen der Schwingung nennen. 

4. Das System werde auf beliebige Coordinaten ö, % etc. bezogen, 
deren Gleichgewichtswerthe, wie zuvor, a, ß, etc. sind. Wenn das System 
eine Hauptschwingung ausfahrt, so sind diese sämmtlich variabel, aber 
die Verhältnisse von — a, g> — /J, etc. zueinander während der ganzen 
Bewegung constant^). Denn aus den Transformationsformeln (10) ist er- 
sichtlich, dass, wenn ij^, g^, etc. sämmtlich Null sind und nur Si Yariirt, 

-_ -— - «_ -5-5 etc^ s5-r g^ ist. 



1} Diese Eigenschaft wird von Lagrange erwähnt, der bei yerschiedenen 
Gelegenheiten Hauptcoordinaten benutzt, wenn er auch den Namen nicht gebraucht. 
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Diesen Satz kann man aucli in Worte fassen^ indem man sagt, jeder 

Punkt des Systems befinde sich in demselben Bewegungsstadinm. 

Die Perioden der yerschiedenen Hauptschwingungen können sämmt- 

lieh ein kleinstes gemeinschaftliches Vielfache haben. Tritt dieser Fall 

ein, dann wiederholt sich der Anfangszustand immer wieder in Intervallen, 

die dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen gleich sind, wobei es 

durchaus gleichgültig ist, welche kleine Anfangsstörung dem System 

gegeben wird. mnT dagegen keine zwei Schwin^gsperioden corLen- 

surabel sind, so wiederholt sich der Anfangszustand nur dann, wenn das 

System eine Hauptschwingung ausführt. Es gibt daher awei Arten von 

schwingenden Systemen, solche, bei welchen die Bewegung sich bestandig 

in Constanten Intervallen wiederholt, wie man auch den Körper in Be- 

wegmig setzen mag, und solche, bei welchen dies nur dann eintritt, 

wenn dem Körper der richtige AnfEmgsanstoss gegeben wird. Dies 

ist vielleicht eine der Ursachen, warum einsfdne Korper woUtönender 

sind als andere; denn, wenn das Intervall so kurz ist, dass das in der 

Lufb entstehende Geräusch ein musikalischer Ton wird, so bringt ein 

solcher Körper, wenn er beliebig getroffen wird, einen bestimmten Ton, 

statt ein Gemisches getrennter Töne, hervor. 

um die Methode zur Ermittelung der Hauptscliwingimgeii eines Systems zu 
erläutern, wollen wir auf das früher in § 468 gelöste Beispiel (1) zurückgreifen. 
Es gibt zwei Hauptschwingnngen, die durch 



I e, =- — X,apj* sin (!?,« + «,) | 



$1 =. — 2:r,ai}i*sin(Pi<+ «,) ] 6, =» — i,apj* sin(i?,« + «,) 



(1) 



gegeben sind, Bei jeder Hauptschwingung schwingt daher sowohl der Faden als 
der Körper. Man erkennt diese beiden Schwingungen daran, dass der Faden OA 
und der Badius AB zugleich vertical werden, beide zugleich ihre äussersten Lagen 
erreichen u. s. f. 

Beisp. 1. Eine Reihe von n schweren Massenpunkten wird in den Punkten 
A, JB, etc. an einem leichten Faden befestigt und das Ganze an einem festen 
Punkt aufgehängt. Wenn das System eine Hauptschwingung ausführt, so 
schneidet jeder Theil des Fadens, sofern er verlängern wird, die durch gehende 
Verticale in einem während der Bewegung festliegenden Punkt. 

[Eelvin's Theorem, Poptdar lectures etc. 1867.] 

Es seien 0, qp, ip^ etc. die Neigungen der Theile OA, AB, BC, etc. des 
Fadens gegen die Verticale; OA=^a, AB^^h, etc. Man betrachte die Bewegung 
irgend eines Punktes P eines der Fäden z. B. BC und es sei BP^=B. Der Ab- 
stand X des Punktes P von der durch gehenden Yerticalen ist rc »» a0 4~ ^7 + ^^* 
Bei einer Hauptschwingung stehen 6, tp, ^ in constantem Yerhältniss zu einander; 
wenn daher z so gewählt wird, dass x in einem Moment gleich Null wird, so ist 
es immer gleich Null. 

Der Satz gilt auch dann, wenn OA, AB, etc. durch Gelenke verbundene 
Stäbe sind oder beliebige starre Körper, die auf die in Beisp. 9, § 468 beschriebene 
Art aneinander befestigt sind. 

Wir wollen davon auf Beisp. 1, § 458 Anwendung machen. Ist E der feste 
Punkt im Badius AB, z sein Abstand von A, positiv in der Richtung nach B 
genommen, so ist l6'\-zq>'=0 . Substitnirt man fElr O/9 das Yerhältniss der 
Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe der Lagrange'schen Deter- 

Bonth, DTiuanik. I. 27 
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minante (d. h. die Yerhaltnisse in den Gleichungen (1) dieses Paragraphen), so er- 
hält man lap^=z(lp* — g)- Dies bestimmt den Werth yon z^ der den beiden 

Periodenj)*=ajpj*,|>'=|),* entspricht. Die beiden Haupt- 
schwingungen sind in der nebenstehenden Figur darge- 
stellt, bei welcher £r= J.^ negativ in 1), positiv in 2) ist. 
Die thatsächliche Schwingung findet man durch Super- 
position dieser beiden Bewegungsarten. 

Es ist von Interesse, zu sehen, in welcher Weise 
die eine Hauptschwingung verschwindet, wenn ent- 
V ^ Jfjg weder die Länge l des Fadens oder die linearen Dimen- 

sionen a des Körpers ohne Grenze abnehmen. Aus 
der Lagrang ersehen Determinante ergibt sich, dass 
in beiden Fällen ein Werth von p^ sehr gross wird, so 
dass die Periode der verschwindenden Schwingung sehr kurz ist. Die sichtbare 
Bewegung reducirt sich daher auf eine harmonische Schwingung, die in einer end- 
lichen Zeit vollfuhrt wird, welche durch den andern Werth von p* gegeben ist 
und ausserdem auf eine gleichzeitige zitternde Bewegung. 

Die Werthe von Ip^ und ajp', wie sie die Lag ränge 'sehe Determinante 
gibt, werden, wenn l bez. a verschwindet und p^ unendlich gross wird, zuletzt 
(Ä'-f- a*)g/k* und a^g/k\ Die entsprechenden Werthe von z sind die positive Grösse 
(Ä;* 4~ ^')/a ^^^ NuU. Die verschwindende Schwingrmg ist in Figur 2) dargesteUt ; 
die Punkte und E liegen fest und die Ausdehnung der zitternden Bewegung wird 
geometrisch immer geringer, wenn entweder OA oder AE unbegrenzt klein wird. Bei 
der andern nicht verschwindenden Schwingung fällt E schliesslich mit zusammen. 

Beisp. 2. Bei den von Borda, Cassini, Aragp und Biot angestellten Ex- 
perimenten, um die Länge des Secundenpendels durch Beobachtung der Schwin- 
gungsdauer einer von einem Draht getragenen Kugel zu bestimmen, wurde stefs an- 
genommen, dass der Durchmesser der Kugel, der sich in der Buhelage in verti- 
caler Richtung befand, während der ganzen Schwingung in derselben Geraden mit 
dem Draht bleibe. Man zeige, dass die Länge des so gefundenen Secunden- 
pendels um k*/al* ihrer selbst zu kurz ist, worin a den Radius der Kugel, k den 
Trägheitsradius und l die Länge des Fadens angibt. Bei den Experimenten war 
die Kugel so klein, dass diese Gorrection unmerkbar blieb. 

Airy, Cambr. Trans, Vol. m. 

Bei diesen Versuchen Hess es sich fast nicht vermeiden, der Kugel eine kleine 
Drehung um den im Gleichgewicht verticalen Durchmesser zu geben. Sieht man 
die Kugel und den Draht als starren Köiper an, der mit der Winkelgeschwindig- 
keit n um den Draht rotirt, so ist nach § 268 die Schwingungsdauer eines solchen 
Systems ^nl(p^ — [l^, Substituirt man die in diesem § 268 angegebenen Werthe 
von f4 , /i, und setzt — g statt ^, so ergibt sich leicht, dass die beobachtete Länge 
des Pendels nahezu um a*n^l^bgl^ ihrer selbst zu lang ist. Dies stimmt mit dem 
Resultat überein, zu dem Poisson in der Connaissa/nce des Tems, 1816 kam. Auch 
diese Gorrection ist unmerkbar. 

Beisp. 8. Wenn (6^ , 9^), (6^ , 9,) die beiden Werthe von 0, 9 fär die beiden 
Hauptschwingungen sind, zu beweisen, dass, in Beisp. (1), § 468, IB^B^b» — atp^tp^ 
ist. Wenn femer zwei gleiche Massenpunkte J., B durch einen Faden an einem 
festen Punkt aufgehängt werden, zu beweisen, dass 2a0j0, s= — htp^tp^ ist^ 
worin OA =^ a^ AB =^ b gesetzt ist. Diese Beziehungen zwischen den Haupt- 
schwingungen sind specielle Fälle, die sich aus der Methode der Multiplicatoren 
ergeben. (Bd. 2, § 398.) 

§ 462. Oleiche Wurzeln in der Lagrange'selien Determinante. 

Wenn ein Theü der Wurzeln der Gleichung, welche p^ bestinunt, gleich 
sindy so müssen, wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
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bekannt ist, entweder (1) Glieder von der Form (Ät'\-B)smpt in 
den Werthen von ö, % etc. auftreten, oder (2) eine Unbestimmtheit in 
den § 455 gegebenen Coefficienten M, N, etc. bestehen. Bezieht man 
das System auf Hauptcoordinaten, die in dem Gleichgewichtszustand 
verschwinden, so ist nach § 460 die erste Alternative im Allgemeinen 
ausgeschlossen. Wenn zwei Werthe von p^ gleich sind, z. B. ft^i und 
&22; so haben die trigonometrischen Ausdrücke für g und rj gleiche 
Perioden, Glieder aber, welche t als Factor enthalten, treten nicht auf. 
Die physikalische Besonderheit dieses FaUes hesteht darin, dass das 
System mehr als eine Beihe von Hawpt- oder harmonischen Schwingungen 
besitzt. Denn offenbar lassen sich S, rj mit anderen Coordinaten |^, 17^, 
die S* + ^* = li* + i?i* machen, derart vertauschen, dass die übrigen 
Coordinaten S, etc. unverändert bleiben, ohne Glieder, welche die Pro- 
ducte der Coordinaten enthalten, in die Ausdrücke für T oder U ein- 
zuführen. So kann man z. B. 

6 = Si cos a — 12^ sin a und i^ = 1^ sin a + ij^ cos a 

setzen, worin a einen durchaus beliebigen Werth hat. Die neuen 
Grössen |^, i^^, £, etc. sind offenbar der Definition in § 459 entsprechend 
Hauptcoordinaten. 

Zu beachten ist der wichtige Fall, in welchem ein oder zwei Werthe 
von p Null sind. Ist z. B. i^ = 0, so hat man i^= Ät '\- B, worin 
Ä und B zwei unbestinmite Constante sind. Der Fall hat die physi- 
kalische Besonderheit, dass die Gleichgewichtslage, aus welcher das 
System gestört wird, keine isolirte ist. Denn die Gleichungen, welche 

O TT OTT 

die Gleichgewichtslage geben, sind -^ = , ^ = 0, etc., worin U den 

"^^^ 2(0-- Do) = &uS»+ 6„iJ*+ • • . 

hat. Sie erfordern im Allgemeinen, dass |, i], etc. sämmtlich ver- 
schwinden; ist aber b^^ «= 0, so wird ihnen für jedes beliebige § ge- 
nügt, vorausgesetzt, dass 1}, S, etc. Null sind. Jedenfalls jedoch muss 
S sehr klein sein, weil die dritten Potenzen von $, r^^ etc. vernachlässigt 
wurden. Es folgt daraus, dass es noch andere GleicJigetüichtslagen in der 
unmittdbaren Nachbarschaft der gegä>enen Lage gibt Wenn die Anfangs- 
bedingungen der Störung nicht derart sind, dass sie die GUeder von 
der Form At -{- B zu Null machen, so kann es nöthig werden, die 
Glieder von höherer Ordnung zu untersuchen, um eine Annäherung an 
die Bewegimg zu erhalten. 

Diese Beweisfühnrng beruht auf der Yoraussetzuiig, dass die ßewegungs- 
gleichuugen die Lagrange'sche Form haben. Ist dies nicht der Fall, so kann 
die Existenz gleicher Wurzeln in der Fundamentaldeterminante Potenzen der Zeit 
ausserhalb der trigonometrischen Ausdrücke einführen. Da die Bewegung durch 
Einführung solcher Glieder bedeutend geändert wird, so ist es von Wichtigheit, von 
vornherein entscheiden zu können, ob sie vorhanden sind oder nickt. Die allgemeinen 
Bedingungen, unter welchen keine Potenzen der Zeit bei der Auflösung eines Systems 
linearer Differentialgleichungen vorkommen, werden in Band 2, § 281 aufgestellt. 

27* 
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Beisp. 1. Ein schwerer Punkt von der Masse m ruht im Gleichgewicht im 
Innern eines graden glatten festen Kreiscylinders, dessen Erzengende horizontal 
sind. Wenn der Ponkt gestört wird, die Lagrang ersehen Bewegungsgleichungen 
zn bilden und zu zeigen, dass bei ihrer Auflösung Glieder von der Form Äi-i- B 
auftreten können. 

Beispiel 2. Ein rauher dünner Gylinder von der Masse m und dem BAdius 6 
kann frei im Innern eines andern dünnen Cylinders von der Masse M und dem 
Radius a rollen. Das ganze System wird im Gleichgewichtszustand auf eine 
glatte horizontale Ebene gesetzt. Es erhält eine kleine Störung; man zeige, dass 

p* die drei Werthe |)*= 0, j[)"= 0, jp'= j^ ~--t hat. Man inteipretire 

dieses Resultat. Wenn x die durchrollte Strecke, 9 den Winkel, um welchen sich 
der äussere Gylinder gedreht hat, und 6 die Neigung der die Axen enthaltenden 
Ebene gegen die Yerticale bezeichnet, zu zeigen, dass sämmtliche drei Coordinaten 
ein gemeinschaftliches periodisches Glied haben, während sowohl x als (p zusätz- 
liche unabhängige Glieder yon der Form Ät-^-B haben. 

Wie würden sich die Resultate ändern, wenn die horizontale Ebene toII- 
kommen rauh wäre? 

Anfangsbewegimgeii. 

§ 463. Man kann die Lagrange 'sehe Methode auch dazu benntzen, 
die Anfangsbewegung eines Systems zu finden, welches von einem Ruhe- 
zustand ausgeht. Siehe § 199. Wie zuvor, muss man zu Coordinaten 
Grossen wählen, deren höhere Potenzen verworfen werden können. Im 
Allgemeinen ist es am Yortheilhaftesten, sie so zu wählen, dass sie im 
Anfangszustand verschwinden. Man hat wie in § 454 

2T= Ä^^ff^+ 2Ä,^ffip'+A^ip'^ + etc., 
worin -i^, etc. Functionen von ö, 9, etc. sind. Da das System von 
der Büke ausgeht, so sind 0, % etc. im Anfang der Bewegung «Lmmi- 
lich kleine Grössen. Vernachlässigt man alle Potenzen von 0, 9), etc. 
mit Ausnahme der niedrigsten, die vorkommen, so kann man Ä^^, etc. 
als Constante betrachten, deren Werthe sich dadurch ergeben, dass 
man für 0, % etc. ihre Anfangswerthe setzt. 

Wir haben auch die in demselben Paragraphen gegebene Ent- 
Wickelung von U nöthig, nämlich 

2(J7_ CTo) = 23^0 + 2B^q> + etc. 
Da die Anfangslage des Systems nicht dicht bei einer Gleichgewichts- 
lage liegt, so sind die ersten DifiPerentialquotienten von U nach 0, 9, etc. 
nicht klein. Die Glieder JB^d, 3^% etc. sind hier nicht kleine Grössen 
von der zweiten Ordnung und man braucht daher die quadratischen 
Glieder von U nicht beizubehalten. Verfährt man genau so wie in 
§ 454, so erhält man die Bewegungsgleichungen 

Ä,,r + Ä,,q>'' + B, 

^i«Ö"+^«9"+ ^ (!)• 

etc. = etc. 

Mittelst dieser Gleichungen lassen sich die Anfangswerthe von ff\ tp\ etc. 
bestimmen. 
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Die Gartesischen Goordinaien x^ y, s eines Punktes P des Systems 
kann man mittelst der geometrischen Bedingungen des Problems als 
Functionen von 0, q>y etc. ausdrücken. (Siehe § 396.) Nimmt man z. B. 
an^ rc =» f(ß^ % etc.), so ist Anfangs, da 6^, (p\ etc. Null sind, 

mit ähnlichen Ausdrücken für y und i8. Die Grossen af'y f/\ fl' sind 
offenbar den Gosinussen der Anfangsrichtung der Bewegung des Punktes 
P proportional. Auf diese Art lässt sich die Anfangsrichtung der Be- 
wegung eines jeden Systempunktes ermitteln. 

§ 464. Aiifangskrfimiiiiiiigsradiiis. Wie in § 200 erklärt wurde, hat man 
manchmal mehr als die Anfangsrichtung der Bewegung eines Punktes ' P des 
Systems nOthig. Angenommen, man brauche auch den Anfangskrümmungsradius 
der Bahn Ton P, so muss man die Werthe von a;", o;'", etc. ermitteln und sie in 
eine der Formeln des § 200 einsetzen. Wenn, wie zuvor, x^^^ f{p^ 9, etc.) ist, so 
ergibt sich durch Differentiation, dass anfänglich 

05'" = f^ Ö"'+ f^ 9 "+ • • • , 

ist, worin die Indices, wie gewöhnlich, die partiellen Differentialquotienten nach 
0, 9, etc. angeben. Ist y :r= F($y 9, etc.), so existiren selbstverständlich ähnliche 
Ausdrücke fSr y", etc. und im Baum von drei Dimensionen ebenso f%lr n^', etc. 

Wenn der Punkt P so gelegen ist, dass er hei allen möglichen Bewegungen 
des Systems seine Bewegtmg nur in einer Bichtung beginnen Icann, so nehme man 
die x-Axe senkrecht zu dieser Bichtung. Alsdann ist a^' = fOr alle Anfangs- 
variationen von 0, 9, etc. Daraus folgt, dass /'^»O, f »»0, etc. as ist. 

Daher wird af" »> und der Werth von x^^ hängt nur von 9", 9", etc. und nicht 

von ^^, 9^^, etc. ab. Man braucht daher die dynamischen Gleichungen (1) nicht 
zu differensiren, um diese höheren Differentialquotienten su ermitteln. Da die 
^-Axe der Anfangsbewegongsrichtnng von P parallel ist, so ist der Werth von 
^' endlich. Benutzt man mithin die Formel am Ende des § 200, so ergibt sich 
der Anfangskrfimmungsradius q der Bahn von P 



p — 



f^.^"+^fs.^'v"+ 



ee • 'etp 



% 466. Um die Sache zu vereinfachen, wollen wir annehmen, das System habe 
gwei Coordinaten 6, 9 und der Änfangskrilmmungsradius der von dem Punkt 
X :s^ f(d, 9), y =^ F{6, 9) beschriebenen Bahn werde gesucht. 

Es sei 

2r=^Ö'«+2JBÖ'9'+C9« (1), 

worin Ä^ B, C gegebene Functionen von d, 9 sind. Die Lagrange*8chen Glei- 
chungen sind 

± {Äff + Bv') - Y j^{Äff* + ^Bffv + Cv") - ^ 
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Setzt man O' «> 0, 9'^» 0, so reduciren sie sich auf 

Äff'+Bv"=U^, Br+Cv"~.U^ (8), 



(6). 



welche die ^n/an^awerthe von Ö", 9" liefern. Um die Anfangswerthe von ^", 9'" 
zu finden, differenzire man (2) nach i und setze O' »= 0, qp' ss . Offenbar erhAlt 

man Ö"'«« 0, qp'" =» 0. Um ^^, <p^^ zu finden, differenzire man (2) zweimal. 
Beachtet man, dass fOr ^ =» , 9=0 

^ iPff*+ Qff^'+ Bv') - 2 (Pe"«+ Qff'<p"+ Bv"*) 
ist, worin P, Q, 12 beliebige Functionen von 0, 9 sind, so ergibt sich leicht 

^^^+J5/^=i, JBd^^+ C9^^«3f (4). 

Ist 

2r, = ^Ö"«+2BÖ'>"+Cg>"» (6), 

so erhalt man L und M in der symmetrischen Form 
Durch AnsfOhrimg der Differentiationen erhBlt man auch 

^^W^ +Wd^'^ -^dd^ -l'ä? + wr '' ~l'ä»~äö>''' • 
„ a«ir a«ü / ^b 8^\ L^c,^^\ff'„" i^<^„-'*n\ 

Diese Werthe von X, 3f enthalten nur die ersten Differentialquotienten von 
Ä, By C nach 6, 9 und, nachdem diese Differentiationen ausgeftLhrt sind, hat 
man für 9, 9 ihre Anfangswerthe 6^, 9^ zu setzen. Daraus folgt, dass tnan, um 

die Änfcmgswerthe von 6^^^ 9^^ zu fi/nden, die lebendige Kraft T in Potenzen der 
kleinen Grössen B — B^, 9 — 9^ (bevor man in die Lagrange'schen Gleichungen (2) 
siibstituirt) entwickeln kann und man nur die ersten Potenzen dieser Grössen bei- 
zubehalten braucht. Da jedoch zweite Differentiaiquotienten von U vorkommen, ao 
muss ü bis auf die zweite Potenz kleiner Crrössen berechnet werden. Dadurch, dass 
man T und U in Potenzen dieser kleinen Grössen entwickelt, spart man sich im 
Allgemeinen viele Rechnung bei der Auflösung, besonders wenn man von vorn- 
herein weiss, wie viele Potenzen beizubehalten sind. Siehe § 200. 
Um den Krümmungsradius zu finden, benutze man die Formel 

8(a^-'+!^'V.^..r_^rV> (8). 

9 




Nun ist 



t" - f^r + f^v". 



«"' - 8 (.L^r*+ 2/L„r9" + L^v"*) + /y + ry 



es 1^ '69 ^ i^ ffpip"r j I #e • '9 
mit ähnlichen Ausdrücken fSr y" und j/^. Man hat daher 



Anfangsbetregongen (§ 466^466). 
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X 



/''-^r^V- 



e' 



9 



^e.^9 



(e"^/r_^~<^K) 



— 8 



und ans (3) und (4) 



/■eeO"'+ 2^6,«"»" + /V»"»'"*- fe^'+Uf" 



F«„r'+2F,„r9"+F„„9."^ 



e^ 
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n^'+^y9> 



(^0-JB')(rcp^^-9"Ö^O='C^o^-^^^ 



(9) 



(10). 



Die Gleichungen (8), (9), (10) bestimmen den Erümmungsradins ^ und drücken 
ihn durch die Anfangswerthe der Beschleunigungen 6", tp" aus. Die letzteren 
werden durch die Auflösung der Gleichungen (3) bestimmt, für welche es nicht 
nOthig ist, die Lagrange 'sehen Gleichungen zu differenziren. 

Ist der Punkt P so gelegen, dass er bei jeder Bewegung des Systems nur 
in einer Richtung seine Bewegung beginnen kann, so ist die Functionaldeterminante 
von f^Fm Bezug auf 0, tp Null. Das erste Glied der Gleichung (9) fehlt dann 

und zur Bestimmung des Krümmungsradius braucht man nicht erst 6^^,' q>^^ zu 
ermitteln. 

§ 466. Beispiele von Anfungsbewegiiiigeii. Beisp. l. Eine glatte Ebene yon 
der Masse M kann sich frei um eine horizontale in ihr liegende und durch ihren 
Schwerpunkt gehende Aze drehen und der Trägheitsradius der Ebene für diese 
Axe ist k. Bei einer Neigung der Ebene um den Winkel cc gegen den Horizont 
wird eine Kugel von der Masse m vorsichtig auf sie gesetzt. Wenn anfönglich 
der Mittelpunkt der Kugel in einer durch die Aze der Ebene gehenden Verticalen 
liegt und wenn h seine Anfangshöhe über dieser Aze ist, zu zeigen, dass der 
Winkel qp, den die Anfangsrichtung der Bewegung des Mittelpunktes mit der 
Verticalen macht, durch 

{Mk* + mh*) tg 9 = Mk^ cotg a 
gegeben ist. [Math. Tripos, 1879.] 

Beisp. 2. n Stäbe yon der Länge Oi, a^, . . .<, a^ sind durch Gelenke ver- 
bunden, liegen in einer Geraden und haben Anfangswinkelbeschleunigungen 
. ., m^ in einer Ebene. Wenn das eine Ende festliegt, zu beweisen, dass 



»1» "it 



der Anfangskrümmungsradius der Bahn des ft^ien Endes 



(2a<oy 



ist. 



2 am* 

[St. Johns Coli., 1881.] 

Beisp. 8. BC ist der Durchmesser einer Kugel und zwei Stäbe ÄB^ CD 

von derselben Länge wie B C haben Gelenke bei B und C. A wird befestigt und 

das System so gehalten, dass AB CD eine grade horizontale Linie ist und dann 

fallen gelassen. Wenn die Masse eines jeden Stabes der der Kugel gleich ist, so 
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AB. 



ist der Anfangskrümmungsradius der Bahn von D gleich 

[Sir John's Coli., 1881.] 
Beisp. 4. Eine Masse M ruht auf einem glatten Tisch; ein an ihr befestigter 
Faden geht durch ein 'Loch in dem Tisch und trägt an seinem andern Ende eine 
Masse m. Wenn m sich in einer solchen Lage in Ruhe befindet, dass seine auf 
das Loch als Pol und dieVerticale als Anfangslinie bezogenen Polarcoordinaten 
r, sind und dann losgelassen wird, zu beweisen, dass anfänglich 

(M +«)/' = wp cosd , rd" -= — ^ sin 6, 

(3f+ m)rr^^=. 8 mp« sin» 0, r»6^^ = ^«sinöcose(Jlf + 6w)/(ilf +m) 

ist, und den A nfangskrfimmnngsradius der Bahn zu finden. [Coli. Ez., 1896.] 

Der Anfangskrümmungsradius ergibt sich sofort, wenn man die Werthe von 
r' etc. in die § 200 gegebene Formel für Polarcoordinaten einsetzt. 
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Die Energie als Eriterinia der Stabilität 

§ 467. Die Stabilität des eieichgewiehte. Das Princip der Er- 
haltung der Energie lässt sich manchmal mit Vortheil benutzen, um 
zu bestimmen, ob ein System von Körpern, die im Zustcmd der Buhe 
sindy sich in stabilem oder unstabilem Gleichgewicht befindet. 

Das System sei in beliebiger Lage im Gleichgewicht und F^ die 
potentielle Energie der Kräfte in dieser Lage. Das System werde in 
eine der Gleichgewichtslage sehr nahe Anfangslage verrückt und habe 
eine sehr kleine anfängliche kinetische Energie 2\ und V^ sei die 
potentielle Energie der Kräfte in dieser Lage. Zu irgend einer späteren 
Zeit seien T und V die kinetische und potentielle Energie. Nach dem 
Princip der Energie ist dann 

2'+F=2\ + F, (1). 

V sei in der Gleichgewichtslage ein absolutes Minimum, so dass 
V für alle benachbarten Lagen grosser als Fq ist. Da die anfängliche 
gestörte Lage zu diesen benachbarten gehört, so ist F^ — Vq eine kleine 
positive Grösse. Die kinetische Energie T ist aber nothwendiger Weise 
eine positive Grösse und da F> Vq ist, so geht aus Gleidiung (1) 
hervor, dass T^T^-]- F^ — Vq ist. Daher liegt während der fol- 
genden Bewegung die lebendige Krafb zwischen Null und einer kleinen 
positiven Grösse und die Bewegung des Systems kann also niemals 
gross sein. 

Da femer T nothwendiger Weise positiv ist, so kann sich das 
System niemals so weit aus seiner Gleichgewichtslage entfernen, dass 
F grösser als T^ -{- F^ wird. Die beiden Resultate lassen sich fol- 
gendermassen ausdrücken: 

Wenn ein System sich in einer Lage im Gleichgewicht befindet, in 

welcher die potentielle Energie der Kräfte ein Minimum oder die Arbeit 

ein Maaimum fwr äUe VerrücJcungen ist, dann erlangt das System bei 

einer Ideinen Verrückvmg niemals einen grossen Betrag von hiendiger 

Kraft und entfernt sich niemals weit am seiner Gleichgewichtslage. Iktö 

Gleichgewicht heisst alsdann stabü^). 

Es wird später gezeigt werden, dass man in gewissen Fällen auf dieselbe 
Art bestimmen kann, ob ein gegebener Bewegungseustand ebenso wie ein Gleieh- 



1) Diesen Beweis hat Lagrange in seiner M^canigue AnalyHque auf zwei 
verschiedene Arten gegeben. Bei der Form, die er im ersten Theü seines Baches 
hat, wird V in Potenzen der Coordinaten entwickelt, die sehr klein angenommen 
werden ; in Section VI des zweiten Bandes macht er aber von dieser Entwicklung 
keinen Gebrauch mehr und der Beweis ist fast genau so, wie er bisher im Text 
gegeben wurde. Der Beweis im nächsten Paragraphen ist in Folge der Benutzung 
von Hanptcoordinaten einfacher als der Lag rang e'sche. Auch Lejeune-Dirichlet 
hat in Greuels Journal Bd. XXXII, 1846 und in Liouville's Journal, Bd. XII, 1847 
einen Beweis gegeben. 
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gewidUsmstand stabil ist. Siehe auch den TrecUise on fhe Stäbüity of motion, 
Kap. VI, 1877. 

§ 468. Wenn die potentielle Energie in dem Gleichgewichts- 
zustand ein absolutes Maximum ist^ so wird fär alle benachbarten 
Lagen V kleiner als Vq. Daher ist offenbar T immer grosser als 
jTi + ^i — ^0 ^^^ ^^ System kann der Gleichgewichtslage nicht so 
nahe kommen, dass V grosser als T^ + T^i wird. So weit es also die 
lebendige Ejraft angeht, ist kein Hindemiss yorhanden, welches das 
System abhalten konnte, sich weit von der Gleichgewichtslage zu ent- 
fernen. Um zu bestimmen, ob es in der That der Fall ist, müssen 
die übrigen Bewegungsgleichungen untersucht werden. 

Wenn eine Hauptschwingung existiren kann und das System im 
Zustand der Buhe in eine äusserste Lage dieser Schwingung gebracht 
wird, so beschreibt es die vollständige Schwingung und geht daher 
durch die Gleichgewichtslage. Wenn jedoch T^ Null ist, so kann V 
nie grösser als V^ und daher niemals gleich V^ werden. Das System 
kann daher nicht durch die Gleichgewichtslage gehen. 

Es ist nicht nothig, diese Erörterung weiter fortzuführen, da der 
Gegenstand im nächsten Paragraphen eingehender besprochen wird. 

§ 469. Bas Kriterium für die Stabilität lässt sich cmch aus den GM- 
chungen ableiten, welche die kleinen Schmngwngen der Systeme um eine 
Gleidhgewichtslage hestimmen. Wird das System auf seine Hauptcoordi- 
naten bezogen und sind diese 0, % etc., so hat man 

2(17- Di) = 6nÖ'+ 6229'+ •••), 
worin 6ii, 6j3, etc. Constante sind und Uq der Werth von U in der 
Gleichgewichtslage ist. Nimmt man eine der Lagrange'schen Gleichungen 

dt der de " de 

als Vorbild für alle, so erhält man 

und ähnliche Gleichungen für 97, ^, etc. Ist h^^ positiv, so liefert diese 
Gleichung als Function reeller Exponentialgrossen und das Gleich- 
gewicht ist für alle Störungen, die 6 alteriren, unstabil mit Ausnahme 
solcher, die den Coefficienten des Gliedes, welches den positiven Ex- 
ponenten enthält, zu Null machen. Ist b^^ negativ, so wird d durch 
ein trigonometrisches Glied ausgedrückt und das Gleichgewicht ist für 
alle Störungen, die nur 6 alteriren, stabil. Bei diesem Beweis wird 
vorausgesetzt, dass die WerÜie von J^i, b^, etc. nicht verschwinden. 
Soll U in der Gleichgewichtslage ein Maximum für alle möglichen 
Yerrückungen des Systems sein, so müssen b^^^ b^y etc. sämmtlich 
negativ werden« Bei jeder beliebigen Störung wird alsdann das System 
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um die Gleichgewichtslage schwingen und diese Lage stabil sein. Ist 
U für einen Theil der Yerrückungen ein Maximum und für andere ein 
Minimum, so sind die Goefficienten \^j h^^ etc. zum Theil positiv und 
zum Theil negativ. Alsdann schwingt das System, wenn es in gewissen 
Richtungen gestört wird, um die Gleichgewichtslage und wenn die 
Störung in anderer Richtung geschieht, kann es sich immer weiter von 
der Gleichgewichtslage entfernen. Das Gleichgewicht ist daher bei 
allen Störungen in bestimmten Richtungen stabil, bei anderen imstabil. 
Ist U in der Gleichgewichtslage fQr alle Yerrückungen ein Minimum, 
so sind die Coefficienten \y^j h^j etc. sämmtlich positiv und das Gleich- 
gewicht mithin fQr Yerrückungen in allen Richtungen unstabil. Man 
kann diese Resultate kurz so zusammenfassen: 

Das System schwingt um die Gleichgewichtslage bei aUen Störungen, 
wenn die potentielie Energie für aUe Störtmgen ein Minimum ist. Es 
schwingt hei einigen und hei anderen nickt, wenn die potentielle Energie, 
obwohl stationär y weder ein Maadmum noch ein Minimum ist. Es schwingt 
bei keiner Störung^ wenn die potentielle Energie für aUe Verrückungen 
ein Maximum ist. 

Aus diesem Säte folgte dass die Stabilität oder Unstabüität einer 
Gleichgewichtslage nicht von der Trägheit des Systems, sondern nur von 
der Kräftefunction abhängt. Man verfahre so: Man gebe dem System 
eine hinreichende Anzahl kleiner willkürlicher Yerrückungen, so dass 
alle mögHchen Yerrückungen sich aus ihnen zusammensetzen lassen, 
prüfe dann die von den Kräften bei diesen Yerrückungen verrichtete 
Arbeit und bestimme daraus, ob die potentielle Energie ein Maximum, 
Minimum oder keins von beiden ist. 

Wir haben bei diesem Beweis angenommen, dass bei der Ent- 
wickelung von U nach Potenzen von 9, 9, etc. die niedrigsten Potenzen, 
die nicht verschwinden, die zweiten sind. Dies braucht nicht noth- 
wendiger Weise richtig zu sein, weil U ein Maximum oder Minimum 
sein kann, wenn 9, 9), etc. verschwinden, vorausgesetzt, dass die niedrigsten 
Potenzen, die nicht verschwinden, von grader Ordnung und derart sind, 
dass sie dasselbe Yorzeichen für alle Werthe von 0, 9, etc. behalten. 
Yon dieser ünvoUkommenheit ist der Beweis in § 467 frei. 

Beisp. 1. Ein vollkommen freier Massenpunkt befindet sich nnter der Ein« 
Wirkung der Anziehung einer Anzahl festliegender Körper im Gleichgewicht. Man 
zeige, da88 das Gleichgewicht, wenn die Anziehung dem redproken Quadrat der 
Entfernung proportional ist, unstabil ist. [Eamshaw^s Theorem.] 

sei die Gleichgewichtslage, Ox^ Oy^ 0$ beliebige drei rechtwinklige Azen; 
wenn dann V das Potential der Körper ist, so hat man 

8«F a*F a*F 

^""äP"' »•"'ay' ^"""8]?' 

Da aber ihre Summe Null ist, so können h^^, 6||, h^^ nicht sämmtlich dasselbe 
Vorzeichen haben. 

Beisp. 2. Man weise daraus nach, dass das Gleichgewicht einer Anzahl von 
Massenpunkten, die sich gegenseitig abstossen und in einem Gefäss eingeschlossen 
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sind, nur dann stabil sein kann, wenn sie sämmtlich anf der einschliessenden 
Fl&che liegen. [SirW. Thomson, jetzt Lord Kelvin, Cambr. Math, Journal, 1846. 
Sonderdruck Vm, S. 100.] 



Das Cayendisli'sclie Experiment. 

§ 470. Als Beispiel für die Art^ in welcher sich die Theorie der 
Schwingungen praktisch verwenden lässt, haben wir das Gaven- 
dish'sche Experiment gewählt. Es hat den Zweck, die Masse der 
Erde mit der eines gegebenen Körpers zu vergleichen. Die Art der 
Ausführung mittelst einer Torsionswage wurde zuerst von Bev. John 
Michell vorgeschlagen. Als er starb, ehe er die Versuche beginnen 
konnte, nahm Gavendish den Plan wieder auf und veröffentlichte 
das Resultat seiner Arbeiten in den Phü. Trans. 1798. Da die An- 
zahl der Versuche nur gering war, hielt man es für angezeigt, eine 
neue Bestimmung zu machen. Dementsprechend bewilligte die eng- 
lische Regierung im Jahr 1837 die Summe von 10000 Mark zur Be- 
streitung der Kosten der Experimente. Die Theorie und die analytischen 
Formeln lieferte Sir G. Airy, während Baily die Anordnung des 
Operationsplanes und die Aufgabe, die Versuche anzustellen, übernahm. 
Baily machte mehr als zweitausend Versuche mit Kugeln von ver- 
schiedenem Gewicht und verschiedener Grösse, die auf mannigfache Art 
aufgehängt waren und beschrieb sie ausführlich in den Memoirs of the 
Astronamical Society y VoL XIV, 1834. Die Experimente wurden im All- 
gemeinen auf die folgende Art ausgeführt' 

§ 471. Zwei kleine gleiche Kugeln werden an die Enden eines 
dünnen Stabes, der sogenannten Torsionswage, befestigt und der Stab 
selbst mit seinem Mittelpunkt C an einem Faden aufgehängt. 
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Zwei grosse Kugelmassen A^ B werden auf den Enden eines Brettes, 
das sich frei um seinen Mittelpunkt drehen kann, befestigt. Der 
Punkt befindet sich vertical unter C und liegt so, dass die vier 
Schwerpunkte der vier Kugeln in einer horizontalen Ebene sind. 
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Wird nun zuerst das Brett so gestellt, dass es einen rechten 
Winkel mit der TorsionBwage macht, so nimmt der Stab eine Gleich- 
gewichtslage an, die sogenannte neutrale Lage, in welcher der Faden 
keine Torsion hat. Sie möge in der Figur mit Ca dargestellt werden. 
Werden alsdann die Massen Ä und B um in eine Lage Bj^Ä^ ge- 
dreht, welche keinen sehr grossen Winkel mit der neutralen Lage der 
Torsionswage macht, so ziehen die Attractionskräfte der Masse Ä und 
B auf die Kugeln den Torsionsstab aus seiner neutralen Lage in eine 
neue Gleichgewichtslage, in welcher die Anziehung durch die Torsion 
des Fadens balancirt wird. Sie wird in der Figur durch CEi dar- 
gestellt. Der Ausschlagwinkel E^Ca und die Schwingungsdauer des 
Stabes um seine Gleichgewichtslage werden beobachtet. 

Alsdann wird das Brett AB wieder rechtwinklig zur neutralen 
Lage des Stabes eingestellt und in der entgegengesetzten Bichtung 
herumgedreht, bis die Massen Ä und B in eine Lage A^B^ in der 
Nähe des Stabes, aber auf die entgegengesetzte Seite von Ä^B^ kommen. 
Die Torsionswage yoUfährt dann Schwingungen um eine andere Gleich- 
gewichtslage CE^ unter dem Einfluss der Anziehung der Massen und 
der Torsion des Fadens. Wie zuvor wird die Schwingungsdauer und 
der Ausschlagwinkel E^Ca beobachtet. 

Um die Beobachtungsfehler zu eliminiren, wird dieses YerfEdiren 
öfter wiederholt und werden die mittleren Resultate genommen. Die Lagen 
Bj^Ä^ und ^j^, in welche die Massen abwechselnd gebracht werden, 
sind so genau als möglich während aller Versuche dieselben. Die neu- 
trale Lage Ca des Stabes halbirt nahezu den Winkel zwischen B^A^ 
und A^B^f da aber, ^vie man gefunden hat, diese neutrale Lage mög- 
licher Weise in Folge von Aenderungen in der Torsionskraft des Fadens 
kleine Lagenänderungen erleidet, so darf sie bei keinem Experiment 
als mit der HalbirungsUnie des Winkels A^CB^ zusammenfallend an- 
gesehen werden. 

Es sei Cx eine im Baum festliegende Linie, von welcher aus die 
Winkel gemessen werden mögen, b sei der Winkel xCa, den die neu- 
trale Lage des Stabes mit Cx macht; A und B die Winkel, welche 
die abwechselnden Lagen B^A^ und A^B^ der Geraden, welche die 

Mittelpunkte der Massen verbindet, mit Cx bildet und es sei a»» -^(A-^-B). 

Femer möge x der Winkel sein, den die Torsionswage mit Cx zur Zeit t 
macht. 

Nimmt man an, die Massen befanden sich in der Lage A^jB^^ so 
ist das Moment ihrer Anziehung auf die beiden Kugeln und den 
Stab um CO eine Function des Winkels zwischen dem Stab und der 
Linie A^B^ allein. Es möge durch fp{A — x) dargestellt werden. Der 
ganze Apparat ist in einem hölzernen Gehäuse eingeschlossen, um ihn 
vor Luftzug zu bewahren. Die Anziehung dieses Gehäuses kann nicht 
yernachlässigt werden. Da sie bei verschiedenen Lagen des Stabes ver- 
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schieden sein kann, so sei ihr Moment um CO durch if(x) gegeben. 
Die Torsionskraft des Fadens ist femer dem Winkel; um welchen er 
gedreht worden ist; nahezu proportional Ihr Moment um CO sei 
E(x — b). 

Ist nun I das Trägheitsmoment der Kugeln und des Stabes {ör 
die Aze CO, so lautet die Bewegungsgleichung 

I^ = ^(A-x) + i,(x)-E(x-h). 

Es ist ferner a — a; eine kleine Grosse; sie werde mit | bezeichnet. 
Substituirt man fOr x und entwickelt nach dem Taylor'scheu Satz in 
Potenzen von |, so ist 

-I^ = ip{A-a) + i,ia)-E(a-b)-{-{q>XÄ-a)-fl,'(a) + E]l 



Setzt man 



n j 



und 

e — a-i jr^j , 

so erhält man 

o; = c + ^ sin (ni + i'), 

worin L und L' zwei beliebige Constante sind. Daraus ergibt sich; 
dass der Winkel, den die Torsionswage in der Gleichgewichtslage mit 
der X'Axe macht; e ist und die Schwingungsdauer um die Gleichgewichts- 
lage 2x/n beträgt. 

Wir wollen annehmen; die Massen würden jetzt in die andere Lage 
A^B^ gebracht; das Moment ihrer Anziehung der Kugeln und des 
Stabes ist nun — ip(x — B)] die Bewegungsgleichung wird daher 

I^=-9i'>-S)-{-i>(x)-Eix-b). 

Ist a = X — 5 und setzt man für B seinen Werth 2a — Ä, so 
ergibt sich auf dieselbe Art; wie zuYor; 

x=-^e+Nsm(nt + N'), 

worin n denselben Wert; wie obeU; hat und 

e—a-i j-i 

ist. 

In diesen Ausdrücken sind die Anziehung ^(a) des GehauseS; der 
Torsionscoefficient E und der Winkel b unbekannt. Sie verschwinden 
aber sämmtHch; wenn man e' von e abzieht. Man hat 

Z(^)„f^.(^)» (A), 

worin T die Zeit einer yollständigen Schwingung der Torsionswage 
um eine der beiden gestörten GleichgewichtsUgen bedeutet. Auf diese 
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Art lässt sich die Anzieliuiig g)(Ä — a) ermitteln, wenn der Winkel 
e — e zwischen den beiden Gleichgewichtslagen und die Schwingungs- 
dauer um beide beobachtet werden kann. 



§ 472. Mit unrecht hat man dem Gavendish'schen Experiment 
manchmal vorgeworfen; es werde dabei angenommen, die Anziehung der 
Kugeln A imd B sei gross genug, ttm gemessen sfu werden, wcüirend 
doch die viel grössere Atmekwng der Gegenstände in der Umgdmng, 
wie 0. B, des Hauses etc. vernachlässigt würde. Dies ist nicht der 
Fall. Die Anziehung aller fesÜiegenden Körper ist in der des Oehauses 
eingeschlossen. Sie werden daher nicht yemachlässigt, sondern dimiwirt. 
Gerade um diese Elimination vorzunehmen , müssen sowohl e' — e als 
die Schwingungsdauer beobachtet werden. In der That werden so 
zwei Gleichungen gebildet und aus ihnen diese Anziehung, die wir 
nicht nöthig haben, eliminirt. 

§ 473. Die Function g)(A — a) ist das Moment der auf die Eugeki 
und den Stab wirkenden Anziehungskräfte der Massen und des Brettes, 
wenn der Stab in eine Lage Cf gebracht wird, welche den Winkel 
A^CB^ zwischen den abwechselnden Lagen der Massen halbirt. Es sei 
M die Masse eines jeden der Körper A und J5*, m die einer der kleinen 
Kugeln, m' die des Stabes. Die auf m wirkende Anziehung von M sei 

durch f*-^ dargestellt, worin D den Abstand ihrer Mittelpunkte be- 
deutet. Sind (p, q) die Goordinaten des Mittelpunktes von A^ auf Cf 
als a;-Axe bezogen, so ist das Moment um C der auf die beiden Kugeln 
wirkenden Anziehungskraft der beiden Massen 



2iiMm 
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worin c den Abstand des Mittelpunktes einer jeden kleinen Kugel von 
dem Centrum G der Bewegung bedeutet. Dieses Moment werde mit 
liMmP bezeichnet. Das Moment der auf den Stab wirkenden An- 
ziehungskräfte der Massen lässt sich durch Integration ermitteln und 
sei fiMm'Q^ worin Q eine bekannte Function der linearen Dimensionen 
des Apparates ist. Auch die Anziehung des Brettes kann man in 
Rechnung ziehen. Man erhalt so 

q>{A — a) — fiM(mP + m'Q), 

und wenn r der Radius einer der Kugeln ist, 

das mit J=s wP'+ ^'Qf bezeichnet werden möge, worin P' und Qf be- 
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kannte Functionen der linearen Dimensionen des Stabes und der Kugeln 
sind. Durch Substitution in die Gleichung (A) ergibt sich mithin 



^^ ' mr^m'Q 2~ * Kt) ' 



Ist E die Masse der Erde^ B ihr Radius und g die Schwerkraft^ 
so ist g = (i ^ •^) Subsütuirt man für n, so kommt 






Das Yerhältniss — / wurde dem Yerhaltniss der Gewichte der Eugel 

und des Stabes, welche im lufUeeren Bamn gewogen wwrden, als gleich 
angenommen; offenbar würde es aber genauer gewesen sein, sie in der 
Luft zu wiegen. Denn^ da die Massen die Luft sowohl wie die Kugeln 
anziehen, so ist der Druck der Luft auf der Seite einer Kugel, die der 
anziehenden Masse näher liegt, grösser als auf der weiter weg ge- 
legenen Seite, wobei der Unterschied der beiden Druckkräfte der An- 
ziehung der Masse auf die von der Kugel yerdrängte Luft gleich ist. 

§ 474. Mittelst dieses Verfahrens wurde die Ermittelung der 
Masse der Erde auf die Bestimmung zweier Elemente reducirt^ (1) der 
Schwingungsdauer des Torsionsstabes und (2) des Winkels e — e' 
zwischen seinen beiden Gleichgewichtslagen, wenn er unter dem Ein- 
fluss der Massen in ihren abwechselnden Lagen steht. Um sie zu 
beobachten, wurde ein kleiner Spiegel an den Stab im Punkt G be- 
festigt, dessen Ebene nahezu senkrecht auf dem Stab stand. Eine Scala 
war in eine yerticale Platte eingravirt^ die von dem Spiegel 108 engl. 
Zoll entfernt war, und das Bild der Scala im Spiegel wurde durch ein 
Femrohr beobachtet, das sich grade über der Scala befand. Das Fem- 
rohr war mit drei verticalen Fäden in seinem Brennpunkt versehen 
Wenn sich der Torsionsstab um seine Axe drehte, sah man das Bild 
der Scala in dem Femrohr sich horizontal über die Fäden weg be- 
wegen und die Zahl der Scala, welphe mit dem mittleren Faden zu- 
sammenfiel, bildete in jedem Moment die Ablesung. Die Scala bestand 

aus yerticalen Strichen, die ^ engl. Zoll von* einander entfernt waren 

und die Zahlen yon 20 bis 180 tmgen, um negative Ablesungen zu 



1) Bei Baily^B Experiment wurde ein genauerer Werth von g benutzt. Ver- 
steht man unter c die Abplattung des ErdelJipsoids, unter i» das Yerhältniss der 
Centrifugalbraft am Aequator zur Schwere am Aequator, unter X die geographische 
Breite des Ortes und unter B den Polarradius der Erde, so ist 
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Y ermeiden. Der Winkel^ um den sich der Stab gedreht hatte , wenn 
das Bild der Scala den Zwischenraum zwischen zwei Theilstrichen 

zurücklegte, war daher 13 • iös ' ¥ '^ 73", 46. Die Theiktriche wurden 

aber durch Diagonallinien geschnitten und durch horizontale Linien in 
zehn gleiche Theile zerlegt, so dass man nicht nur den zehnten Theil 
einer Abtheilung klar unterscheiden, sondern nach einiger Uebung auch 
noch Brüche dieser Zehntel ablesen konnte. Der Schwingungsbogen 
des Torsionsstabes war so klein, dass das Quadrat seines Bogenmasses 
yemachlässigt werden konnte; da er sich aber über mehrere Theilungen 
erstreckte, so liess er sich offenbar genau beobachten. Eine eingehende 
Beschreibung der Art, wie die Beobachtungen ausgeführt wurden, 
würde hier zu weit führen; wir verweisen den Leser auf den Bericht 

Baily's. 

Bei dieser Untersuchung ist Ton der Wirkung des Widerstandes der Luft 
auf den Schwingungsbogen keine Notiz genommen worden. Sie wurde wenigstens 
zum Theil durch eine besondere Manier, das Mittel aus den Beobachtungen zu 
nehmen, eliminirt. Auf dieselbe Art wurde auch die Bewegung der neutralen 
Lage des Torsionsstabes berücksichtigt. 

Wir haben auch nicht in Betracht gezogen, welche relativen Dimensionen 
man den verschiedenen Theilen des Instrumentes am besten gibt, damit es bei 
möglichster Haltbarkeit doch die genauesten Resultate liefere. Solche Be- 
trachtungen gehören nicht in eine allgemeine Abhandlung der Dynamik. Bei den 
ursprünglichen Versuchen waren die anziehenden Massen A und B gross und 
wurden in die N&he der kleinen Kugeln m und m' gebracht. Da eine rasche 
Schwingung des Stabes nicht zulässig war, so nahm man das Trägheitsmoment/ 
des Stabes und der Kugeln gross und die Torsionskraft des Fadens klein. Die 
Grösse des Instrumentes war nicht handlich. C. V. Boys hat vorgeschlagen, eine 
Quarzfiber als tragenden Faden zu benutzen, wodurch der ganze Apparat so klein 
gehalten werden kann, dass die beiden Hauptschwierigkeiten, die Temperatur 
gleichmässig zu erhalten und grosse Kugeln als anziehende Massen zu verwenden, 
sich bedeutend reduciren. Siehe die FroceecUngs of ihe Royal Society, Mai, 1S89. 

§ 475. Unter der Annahme^ dass die Dichtigkeit des Wassers, 
hei welcher ein Gubikdecimeter ein Kilogramm wiegt, die Einheit der 
Dichtigkeit sei, ergab sich als Endresultat aller Versuche für die mitt- 
lere Dichtigkeit der Erde der Werth 5,6747. 

Die wichtigsten Versuche, welche nach demselben Plan, aber später 
als die von Baily angestellt wurden, sind Cornu's und Baille's Ex- 
perimente. Siehe ComptesBendus, Tome LXXVI, 1873 imd TomeLXXXVI, 
1878. Sie brachten verschiedene Verbesserungen an dem Apparat an, 
die wir hier nicht beschreiben können und fanden als mittlere Dichtig- 
keit 5,56. Sie glaubten einen Irrthum in Baily's Art, wie er seine 
Mittel nahm, entdeckt zu haben und berechneten sein Resultat, wenn 
dieser Irrthum corrigirt wurde, auf 5,55. 

§ 476. Man hat auch noch zwei andere Methoden zur Ermittelung 
der mittleren Dichtigkeit der Erde benutzt. Im Jahr 1772 schlug 
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der englische Astronom Dr. Maskelyne vor^ die Masse der Erde mit 
der eines Berges zu yergleichen^ indem man die Abweichung eines 
Bleilothes in Folge der Anziehung des letzteren beobachtet. Der Berg 
Schehallien wurde dazu gewählt und man fand^ dass die Dichtigkeit 
der Erde etwas weniger als fünfmal die des Wassers betrage. Siehe 
Phil. Trans. 1788 und 1811. Nach andern Beobachtungen in der Nähe 
Ton Arthur's Seat gab der englische Oberstlieutenant James von der 
Artillerie-Inspection die mittlere Dichtigkeit zu 5^316 an. Siehe Phil. 
Trans. 1856. 

Die andere von Sir 0. Airy benutzte Methode bestand darin, die 
Schwerkraft in der Tiefe eines Bergwerks mit der an der Oberfläche 
durch Beobachtung der Schwingungsdauer eines Pendels zu vergleichen. 
Man fand für die mittlere Dichtigkeit den Werth 6,566. Siehe Phü. 
Trans. 1856. 

Innerhalb der letzten zehn Jahre hat man die Dichtigkeit der Erde 
mittelst einer sehr empfindlichen Wage zu ermitteln gesucht, die durch 
Annäherung grosser anziehender Massen gestört wurde. Die Experi- 
mente leiteten Jolly in München und Poynting in Manchester. Das 
Resultat war 5,69. Siehe Poynting 's Adams Prize essay 1894. 

Beispiele 

(den „Examination Papers** entnommen, die auf der Universität Cambridge und 

in den Colleges gegeben wurden). 

1. Ein gleichfSnniger Stab von der Länge 2 c ruht in stabilem Gleichgewicht 
mit seinem unteren Ende auf dem Scheitel einer Cycloide, deren Ebene yertical 
und deren Scheitel nach unten hegt, und g^ht durch einen kleinen glatten festen 
Bing, der sich auf der Axe im Abstand b vom Scheitel befindet. Man zeige, dass der 
Stab, wenn das Gleichgewicht leicht gestört wird, kleine Schwingungen mit seinem 

unteren Ende auf dem Bogen der Cycloide in der Zeit 4«1/ ^ "|l , 7" \ 
macht, worin 2 a die Länge der Axe der Cycloide ist. ^^ ^^^ 

2. Ein kleiner glatter Bing gleitet auf einem kreisförmigen Draht yom Radius a, 
der gezwungen ist, sich um eine verticale Axe in seiner eigenen Ebene im Ab- 
stand c Yon dem Mittelpunkt des Drahtes, mit der gleichförmigen Winkel- 
geschwindigkeit 09 zu drehen, die durch a>*(ey2-\-a)=^gy2 gegeben ist; man 
zeige, dass sich der Bing in einer Lage stabilen relativen Gleichgewichtes befindet, 
wenn der durch ihn gehende Badius des kreisförmigen Drahtes mit dem Horizont 
einen Winkel von 46^ macht; man zeige auch, dass der Bing, wenn er ein wenig 
yerschoben wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 

ausfahrt. ^ * «V8 + «' 

3. Eine gleichförmige Stange yon der Länge 2 a, die mittelst zweier gleicher 
paralleler Seile, yon denen jedes die Länge b hat, an zwei Punkten in derselben 
horizontalen Linie hängt, lässt man einen kleinen Winkel um die durch ihren 
Mittelpunkt gehende Yerticale beschreiben; man zeige, dass die Dauer einer kleinen 

Schwingung 2 « T/ — | ist. 

Bonth, Dynamik. I. 28 
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4. Zwei gleiche schwere St&be, die durch ein Gelenk verbanden sind, das 
eine Bewegung in einer verticalen Ebene zulässt, rotiren um eine yerticale durch 
das Gelenk gehende Axe und ein Faden, dessen Länge doppelt so gross, als jeder 
Stab, ist, wird an ihren Enden befestigt und trägt in seinem Mittelpunkt ein Ge- 
wicht. Wenn 3f, Jf/T die Massen eines Stabes und des Massenpunktes sind und 
2 a die Länge eines Stabes, zu beweisen, dass die Winkelgeschwindigkeit um die 

verticale Axe, wenn die Stäbe und der Faden ein Quadrat bilden, T/ — ^ —^ 

ist; femer zu beweisen, dass, wenn das Gewicht in verticaler Biditung um ein 
Geringes herabgedrückt und das System alsdann sich selbst überlassen wird, 

die Zeit einer kleinen Schwingung 2« y J^ ' m~^9'M' ^^^' 

6. Ein Ring vom Gewicht W gleitet auf einem Stab, der mit der Verticalen 

den Winkel a macht und ist mittelst eines elastischen Fadens an einem Punkt 

in der Ebene des Stabes befestigt. Der Punkt ist so gelegen, dass sein kleinster 

Abstand vom Stab der natürlichen Länge des Fadens gleichkommt. Man beweise, 

dass, wenn B die Neigung des Fadens gegen den Stab in der Gleichgewichtslage 

W 
bezeichnet, cotir — cos B =^ — cos a ist, worin w den Elasticitätsmodulus des 

Fadens bezeichnet. Wenn femer der Bing ein wenig verschoben wird, so beträgt 

die Zeit einer kleinen Schwingung 2«T/ — -"t«» wobei l die natürliche 

Länge des Fadens bedeutet. r «7^ l — sm o 

6. Eine kreisförmige Röhre vom Radius a enthält einen elastischen Faden, 
der an ihrem höchsten Punkt befestigt ist, dessen Länge -r- der Peripherie der 

Röhre gleichkommt imd an dessen anderem Ende ein schwerer Massenpunkt be- 
festigt wird, der die Länge des Fadens, wenn er vertical herabhinge, verdoppeln 
würde. Das System dreht sich um den verticalen Durchmesser mit der Winkel- 
geschwindigkeit 1/ — • Man finde die relative Gleichgewichtslage und beweise, 
dass die Zeit einer kleinen Schwingung des Massenpunktes, wenn er leicht gestört 

wird, /^^* V — beträgt. 

7. Das untere Ende A eines schweren gleichförmigen Stabes AB ist an 
einer verticalen Axe befestigt und ein elastischer Faden verbindet B mit einem 

AB 

andern Punkt C der Axe, so, dass AC =^ —;=r »= a ist; das Ganze lässt man um 

A C mit einer solchen Winkelgeschwindigkeit rotiren, dass der Faden sich auf das 
Doppelte seiner natürlichen Länge ausdehnt und horizontal liegt, wenn sich das 
System in relativem Gleichgewicht befindet, und überlässt es dann sich selbst. 
Wenn der Stab in einer verticalen Ebene leicht gestört wird, zu beweisen, dass 

die Zeit einer kleinen Schwingung ^^y-^ — ist, vorausgesetzt, dass der Stab 
schwer genug ist, um den Faden auf seine doppelte Länge auszudehnen. § 462. 

8. Drei gleiche elastische Fäden AB, BC, CA umgeben einen Ereisumfang 
und die Enden bei A sind befestigt. Bei B und C sind zwei gleiche Massen- 
punkte von der Masse m angebunden. Wenn l die natürliche Länge eines jeden 
Fadens ist, wobei von ihnen angenommen wird, dass sie beständig ausgedehnt sind, 
und X der Elasticitätsmodulus, zu zeigen, dass die Massenpxmkte bei einer Störung 
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des Gleichgewichtes sich nach den Interyallen jey -— in gleichen Abständen von 
Ä befinden. 

9. .Ein Punkt von der Masse M wird in die Nähe des Mittelpunktes eines 
glatten kreisförmigen horizontalen Tisches yom Radius a gelegt und Fäden an 
ihm befestigt, die über n glatte Bollen laufen, welche in gleichen Abständen auf 
dem Umfang des Kreises angebracht sind; an dem andern Ende eines jeden Fadens 
ist ein Punkt Ton der Masse M angebunden, man zeige, dass die Zeit einer kleinen 

Schwingung des Systems 2jr (-— ^- ) ist. 

10. Zwei Scheiben gleiten in einer kreisförmigen, Luft enthaltenden Röhre 
von gleichförmiger Bohrung und passen genau in die Aushöhlung. Sie nehmen 
im Anfang eine solche Lage ein, dass die Linie, die ihre Mittelpunkte verbindet, 
durch das Centrum der Röhre geht, und die Luft in der Röhre hat anfänglich 
ihre natürliche Dichtigkeit. Die eine Scheibe wird so in Bewegung gesetzt, dass 
die Anfangsgeschwindigkeit ihres Centrums eine kleine Grösse ist. Wenn die 
Trägheit der Luft vernachlässigt wird, zu beweisen, dass der Punkt auf der Axe 
der Röhre, der gleichen Abstand von den Centren der Scheiben hat, sich gleich- 
förmig bewegt und dass die Schwingungsdauer jeder Scheibe 2« 1/ p ist, 

worin M die Masse einer jeden Scheibe, a den Radius der Axe der Röhre und P 
den Druck der Luft auf die Scheibe in ihrem natürlichen Zustand bezeichnet. 

11. Ein gleichförmiger Stab von der Masse M und Länge 2 a kann sich um 
eine feste horizontale Axe an seinem einen Ende drehen ; an das andere Ende ist 
ein Faden von der Länge l befestigt, dessen zweiter Endpunkt einen Punkt von 
der Masse m trägt. Wenn während einer kleinen Schwingung des Systems die 
Neigung des Fadens gegen die Yerticale stets doppelt so gross, wie die des Balkens 
bleibt, so ist M(Bl — a) »= 6m(2 -f a). § 468. 

12. Eine Eegeloberfläche, deren halber Winkel an der Spitze a ist, liegt fest 
und ihre Axe bildet mit der Yerticalen den Winkel 6; ein grader glatter Kegel, 
dessen halber Winkel an der Spitze ß ist, wird so in ihr Inneres gelegt, dass die 
Spitzen zusammenfallen. Man zeige, dass die Zeit einer kleinen Schwingung 

2«T/ \ — ^— ^ ist, worin a den Abstand des Schwingungsmittelpunktes des 

Kegels von der Spitze bedeutet. 

18. Eine Anzahl Körper, deren Massenpunkte sich mit Kräften anziehen, die 
dem Abstand proportional sind, sind im Stande, sich auf gewissen Curven und 
Flächen zu bewegen. Man beweise, dass man die Lagen stabilen Gleichgewichtes 
findet, wenn man die Summe der Trägheitsmomente A, J?, C des Systems für 
drei Axen^ die rechtwinklig zueinander sind und durch seinen Schwerpunkt gehen, 
zu einem Minimum macht. § 469. 

14. Ein Massenpunkt bewegt sich innerhalb eines Dreiecks ABC und wird 
senkrecht zu den Seiten mit Kräften angezogen, von denen jede o-mal seinem 
lothrechten Abstand von ihnen gleich ist. Man zeige, dass seine Bewegung durch 
zwei periodische Ausdrücke von der Form P sin {ty(li(i)^ a) gegeben ist, worin 
(i — 1) (X — 2) -f 2 cos Ä cos B cos 0= ist. 

Man zeige, dass die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell und 
positiv sind. 

Man untersuche den Fall, in welchem das Dreieck gleichseitig ist und veri- 
ficire das obige Resultat, ohne von dem früheren Beweis Gebrauch zu machen. 

28'* 
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15. Die Kraft, mit der sich zwei kleine Massen anziehen, ist dem reci- 
proken Qnadrat des Abstandes proportional und in der Entfernung a einem 

sehr kleinen Bruch — des Grewichts einer jeden Masse gleich. Sie sind mittelst 

zweier Fäden von der Länge l an zwei Punkten in einer horizontalen Ebene auf- 
gehängt und haben den Abstand a voneinander. Man lässt sie kleine Schwingungen 
in derselben yerticalen Ebene ausfahren; zu beweisen, dass die Bewegung einer 
jeden aus zwei harmonischen Bewegungen zusammengesetzt ist, deren Perioden 

21 

sich nahezu wie 1 : 1 H verhalten. 

na 



Kapitel X. 

Specielle ProMeme. 

Sdiwingimgeii eines schankelnden Körpers im Banm Yon 

drei Dimensioneii. 

§ 477. Ein schwerer Korper schwingt in einem Baum von drei 
Dimensionen mit einem Freiheitsgrad at^ einer festliegenden rauhen Fläche 
von beliebiger Form derart y dass keine Hotaiion um die gemeinschaftliche 
Normale stattfindet. Man finde die Bewegung. 

§ 478. Die relative Indicatrix. Es sei der Berührungspunkt, 
wenn der schwere Körper sich im Gleichgewicht befindet. Die gemein- 
same Normale sei die ^er-Axe und die beiden andern Axen mögen senk- 
recht auf einander stehen und in der gemeinsamen Berührungsebene 
liegen. Den Oleichimgen für die in der Nahe von liegenden Theile 
der Flächen kann man die Gestalt 

= j (aa^ + 2hxy + cy*) -f etc., 

/= i(aV+ 2Vxy+ cy^) + etc. 

geben. Man lasse eine Ordinate sich so um den Goordinatenan&ng 
drehen, dass der Theil z — / zwischen den Flächen constant und 
einer unbegrenzt kleinen Grösse d gleich ist. Sie beschreibt auf der 
a;y-Ebene einen unendlich kleinen Kegelschnitt, dessen Gleichung 

(a — a')x^ + 2(6 — V)xy + {c-c')y^ — 2/t 

ist. Jeder ihm ähnliche und ähulich gelegene Kegelschnitt, der in 
der Berührungsebene liegt und dessen Centrum sich in befindet, 
heisst die relative IndiccUrix der beiden Flächen. 

Ist OB ein Radiusrector dieser Indicatrix, so yariirt der Unter- 
schied der Krümmungen der beiden durch die Normalebene zOB ge- 
machten Schnitte (oder ihre Summe, wenn sie in entgegengesetzten 
Richtungen gemessen werden) umgekehrt wie das Quadrat von OB. 
Dies folgt aus der Definition der Kegelschnitte nach einem bekannten 
Satz der Baumgeometrie. So seien z. B. (r, z), (r, /) die Coordinaten 
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zweier Punkte auf den beiden Krümmungskreisen in demselben Abstand 
von der j8f-Aie. Schliesslich wird 2Qa = r* und 2pV = t^; z — / 
ist aber gleich ^; eliminirt man daher und /, so varürt, wie man 
sieht^ der Unterschied der Ejrümmungen umgekehrt wie r^. 

OB sei die Tangente an den rollenden Bogen, welcher durch die 
geometrischen Bedingungen des Problems bestimmt wird; q, q', die 
Exümmungsradien der Schnitte, welche die Normalebene durch OB er- 
zeugt, seien positiv, wenn die Krümmungen in entgegengesetzter BiMmg 

stattfinden, und es möge — = — | — r sein, s kann dann der Badiiis 

der relativen Krümmtmg heissen. 

Die drei folgenden Sätze sind in der Dynamik von Nutzen. 

§ 479. 1. Satz. Die Momentanaxe. Sind Ol und Oy zwei con- 
jugirte Durchmesser der relativen Indicatrix und i^t Oy eine Tangente 
an den rollenden Bogen, so ist Ol die Momentanaxe und wenn den 
unbegrenzt kleinen Winkel bezeichnet, der um die Momentanaxe be- 
schrieben wird, so ist der rollende Bogen 6 gleich dssiayOI. 

Um es zn beweisen, trage man in der ^xr- Ebene auf den Flächen zwei 
Längen OP und OP' ab, von denen jede a gleich ist. In der Grenze ist dann 
P'P der Normalen Oz parallel. P'P möge die a:y- Ebene in Jlf schneiden. Zieht 
man eine andre Ordinate Q'QN^ die unbegrenzt nahe an P'PM liegt, so dass 
PP' =s QQ* wird, so ist MN ein Bogenelement der relativen Indicatrix, welche 
durch M geht und daher parallel zu 07, dem zu OM coi\jugirten Durchmesser. 
Ferner ist PQP'Q' ein Parallelogramm. 

Die Ebenen OPQ, OP'Q' sind schliesslich Berührungsebenen in P und P' 
und müssen sich in einer Geraden OJ schneiden, die parallel zu PQ oder P'Q^ 
ist. Dreht man dann den Körper um OJ, so werden die Berührungsebenen in 
P und P' zur Deckung gebracht und der eine Körper roUt auf dem andern. 
OJ ist daher die Momentanaxe. 

Daraus nun, dass MN die Projection von PQ oder P'Q' auf die o;^- Ebene 
ist, folgt, dass 07, welches parallel mit MN läuft, die Projection von 0/, der 
Parallelen zu P^ oder P' Q' ist. Weil femer die parallelen Linien PQ und P'Q' 
als Tangenten an die Flächen unbegrenzt kleine Winkel mit der a;y- Ebene 
machen, so bildet auch OJ einen unbegrenzt kleinen Winkel mit 07. Wenn tp 
diesen kleinen Winkel und Q den Biotationswinkel um OJ bezeichnet, so wird die 
Bewegung des Körpers durch die Rotationen 9 sin 9 um Oz und cos 9 um 07 
dargestellt. Da 6 unbegrenzt klein ist, so ist die erstere eine Grösse zweiter 
Ordmmg und zu vernachlässigen. Die .letztere reducirt sich auf B. • 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, zerlege man die letztere 
Rotation in eine Rotation Q coßyOI um Oy und eine andre sin t^ 07 um Ox, 
Die erste hat keine Wirkung auf den längs Oy rollenden Bogen, die letzte liefert 
offenbar = 80 sin y 07. 

§ 480. 2. Satz. Der StabilitStscylinder. Man trage auf der ge- 
meinschaftlichen Normalen O0 die Länge ssin^yOI ab und beschreibe 
einen Ereiscylinder^ der diese Länge zum Durchmesser seiner Basis 
hat und dessen Axe Ol parallel läuft. Liegt der Schwerpunkt des 
Körpers ixmerhalb dieses Cylinders, so ist das Gleichgewicht stabil, 
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liegt er ausserhalb und über der :ry-Ebene; so ist es unstabil. Der 
Gylinder kann also Stabüitätscylinder genannt werden. 

Es folgt dies unmittelbar aus dem zweiten Ausdruck für das 
Moment der Schwere um Ol in dem nächsten Satz. 



§ 481. 3. Satz. Die Schwingongsdaaer. Wird der Schwerpunkt 
mit G und der Trägheitsradius des Körpers für Ol mit K bezeichnet, 
so findet man die Länge L des gleichwerthigen einfachen Pendels aus 

^ = 8 cos aOz ' sin^yOI— OG • am^GOI 

imd wenn die Verlängerung von OG den Stabüitätscylinder in V 
schneidet, so ist 

^=Grsm^GOI. 

Daraus ergibt sich, dass die Schwingungsdauer des Körpers die- 
selbe ist, wie in dem Fall, wenn die feste Fläche eben ist und die 
Krümmungen des oberen Körpers an dem Berührungspunkt so geändert 
werden, dass die relative Indicatrix die nämliche bleibt, wie zuvor. 

§ 482. Der Beweis wird geführt, indem man die Momente um die Momentan- 
axe nimmt, siehe § 448. Das Verfahren lässt sich ungefähr so angeben. Im 
Gleichgewicht ist der Berührungspunkt und OG vertical; bei dem Bollen des 
Körpers auf der Fläche z. B. in der Richtung y'P sei, zur Zeit f, P der Berührungs- 
punkt und 0\ G' die von den Punkten und G des Körpers im Baum ein- 
genommenen Lagen. Diese Punkte 
sind in der Figur nicht angegeben, 
und 0' liegen aber offenbar 
zwischen ^ und F unbegrenzt dicht 
aneinander und so, dass 00' senk- 
recht auf Py' steht, während ö' 
sich von (r, von einem Punkt in 
Pr aus gesehen, etwas nach der 
rechten Seite hin entfernt. Man 
ziehe P TT vertical und PF parallel 
und gleich 0' G\ Ist PI' die 
Momentanaxe zur Zeit t, so ist B ^ 
der Winkel zwischen den Ebenen 
TTPr und FPT. 

Um das Moment des Grewichtes 
um PI' zu finden, zerlege man 
die Schwere parallel und senkrecht 

zu PI', Die erste Componente hat kein Moment um PI', die letztere ist g sinTTPJ' 
und möge parallel zur Oeraden KP wirken. Das gesuchte Moment ist das Product 
aus der Componenten der Schwere und dem kürzesten Abstand zwischen der Richtung 
dieser Kraft und der Geraden PF. Dieser kürzeste Abstand ist der Summe der 
Projectionen (mit den richtigen Vorzeichen) von PO', 0' G' auf eine sowohl auf 
KP als auf PF senkrecht stehende Gerade gleich. Diese Gerade sei PH. Die 
Projectionen findet man mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie. Die Figur möge 
die sphärischen Dreiecke darstellen, welche von den Bogen, die den verschiedenen 
Winkeln am Mittelpunkt P gegenüber liegen, auf einer Kugel gebildet werden. 
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"P^f sei femer eine Tangente an VO' den rollenden Bogen und "Pz die Normale 
zur Fläche im Punkt P. Die Projection von PO' auf TBi ist 

e cos i/PH = <r cos y TN cos 'N'PR = ff sin ^ PP cos KVil, 

Die Projection von O'Q' ist dieselbe, wie die von PJF, nämlich 

PF cos KVF = — PJP sinTTPF ^ -^ OG ■ e sinTTPr. 

Die Differentialgleichung ist daher 
jT« |i^ « — ö^{« . 8in*y' Pr • sin TTPP • cos KPe' — OG - sin'TTPr } . 

Man ersetze nun sin WPT • cos iTPxr' durch das gleichwertige cos WPz'. 
In den kleinen Gliedern, die den Factor B enthalten, kann man die Accente ent< 
fernen und P, W durch 0, G ersetzen. Man erhält so unmittelbar das eine 
Resultat. 

Um zu dem andern zu kommen, schreibe man die Momentengleichung in 
der Form 

Wenn aber D der Durchmesser des Stabilitätscy linders ist, dessen Axe 
parallel PP läuft und wenn PW den Cy linder in V schneidet, so hat man 

P F- cos KPW = D • cos KP^. 

Substituirt man dies in die Gleichung, so erhält der Ausdruck in der Klammer 
die Fonn PV — OG, was in der Grenze gleich GV ist. So findet man das 
zweite Resultat. 

Man kann auch die Perioden mit Hülfe der lebendigen Ejraft ermitteln. 



SchwingTingen Yon Kegeln in dem ßanm Yon drei 

Dimensionen. 

§ 483. Schwingnngeii Yon Kegeln in erster NShemng. Ein 
schwerer Kegel von beliebiger Gestalt schwingt auf einer festliegenden 
rauhen Kegelfläche, wobei die beiden Spitzen zusammenfallen. Man soU 
die Bauer einer Meinen Schwingung finden. 

Die Bewegung eines Kegels um seine Spitze als festen Punkt 
wird man am geeignetsten mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie 
erörtern. 

Es sei die gemeinschaftliche Spitze, G der Schwerpunkt des 
beweglichen Kegels, OG = h Wir nehmen an, die sphärischen 
Dreiecke würden auf der mit dem Centrum und dem Radius h be- 
schriebenen Kugel construirt. Ol sei die Momentanaxe des beweg- 
lichen Kegels, d. h. die gemeinschaftliche Erzeugende, längs welcher 
sich die beiden Kegel berühren. Sie schneide die Kugel in J. OW 
sei eine nach oben gezogene Yerticale, welche dieselbe Kugel in W 
trifft. Es seien die Bogen WI=^js^ Gl ^^^r. In der Gleichgewichts- 
lage fallen die drei Geraden OW, OGy Ol in dieselbe verticale Ebene 
und so sind sie in der Figur dargestellt. 
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Es sei n die Neigung der verticalen Ebene GOI gegen die 
Normalebene auf die beiden Eegel durch OL q^ q seien die halben 
Winkel an der Spitze der beiden graden osculirenden Kreiskegel^ 
welche sich längs /berühren, und seien positiv, wenn die Krümmungen 
entgegengesetzte Richtung haben. In der Figur 

schneiden ihre zugehörigen Axen die Kugel in C \_ c 

und D. I \ ^Vy 

Ist K der Trägheitsradius des beweglichen \ ß\ / 

Kegels für 07, so ist die Lange L des gleich- . A^ U/ 

werthigen einfachen Pendels durch /V^ 

JBT' . / V sin p sin p' . . / -P\ 

-=-^ = sinfj? — r) cos n . !^ , Tv — smrsmjer / \ 

hL ^ ^ 8in(p+p) / \ 

gegeben. 

Man erhält dieses Resultat, wenn man die Momente um die 
Momentanaxe nimmt, § 448. Ist G' die Lage des Schwerpunktes zur 
Zeit t und 6 der Winkel zwischen den Ebenen G07, G'OI^ so hat man 

K''^-^ W' 

worin M das Moment der an G' angreifenden Beschleunigung g um 
die Momentanaxe zur Zeit t ist. 

Ist OF eine benachbarte Erzeugende des festliegenden Kegels 
und 6 der Winkel TOIj so muss das Moment M' um OF der an G' 
angreifenden Beschleunigung g eine Function von 6 und 6 sein. Man 
hat daher bis zu kleinen Gfrössen erster Ordnung genau 

M' = A6 + Be (2), 

worin Ä und B zwei Ausdrücke sind, die von der Gestalt des Kegels abhängen. 
Schliesslich erhält man, wenn OP die Momentanaxe zur Zeit t ist, 
Jlf' = Jf und 

tf sin (p + (>')== ö sin p sin p' (3). 

Durch Elimination von 6 oder aus diesen Gleichungen ergibt 
sich die Schwingungsdauer. 

Die Beziehungen (2) und (3) werden in den §§ 484 und 485 auf 
elementare Art abgeleitet. Das Verfahren entspricht Schritt für Schritt 
dem bei der Schwingung der Cylinder angewandten (§ 441), der Haupt- 
unterschied besteht darin, dass die in der Figur für die Cylinder be- 
nutzten Geraden hier durch sphärische Bogen ersetzt werden. Der 
Beweis für die Beziehung (3) bietet keine Schwierigkeit dar; in dem 
allgemeinen Fall aber, in dem der rollende und der festliegende Kegel 
beliebige Gestalt haben, wird die für die Beziehung (2) erforderliche 
Figur ziemlich verwickelt. In speciellen Fällen, wie wenn die fest- 
liegende Fläche eine Ebene oder der rollende Kegel ein Umdrehungs- 
kegel ist, wird das Verfahren bedeutend einfacher, wie an einigen 
Beispielen in § 486 gezeigt werden soll. Der Beweis, der sich für 
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den einzelnen grade in Betracht gezogenen Fall am besten eignet^ 
wird dabei noch einmal kurz skizzirt. 

Eine andre Methode. Betrachtet man die Theüe von M\ die und 
6 0u verdcmJcen sind, getrennt, so erhalt man ihre Werfhe ohne eine 
complicirtere Figur näfhig zu haben, als die in diesem Paragraphen 
gegd>ene. Der Beweis ist wie folgt. 

Nimmt man (1) an, es sei <r =» o, so ist M' das Moment um Ol der an G- 
parallel zur Verticalen WO angreifenden Beschleanigong g. Da der Körper 
um Ol den Winkel 6 beschreibt, so ist der Bogen GG' ^hß sm GL Zerlegt 
man g parallel und senkrecht zu Ol, so ist die letztere Componente g sin WI 
und ihr Moment um Ol ist g sinlTI • GG\ Substituirt man far die sphärischen 
Bogen TFJund Gl ihre Werthe z und r, so wird das Moment — ghß sinrsinxr. 

Nimmt man (2) an, es sei 6^0, so ist M' das Moment um die benachbarte 
Erzeugende OP der an G parallel zu WO angreifenden Beschleunigung g. Zerlegt 
man g in der Bichtung von und senkrecht zu GO, so ist die letztere Compo- 
nente g sin WG und sie greift an (r in der Richtung der Tangente an den Bogen 
Gl an.. Um ihr Moment um OP zu finden, suchen wir ihre Componente senk- 
recht zur Ebene OGP und multipliciren sie mit hsinGP. Das Moment ist 
daher das Product von ^sinTTÖ^, sinJ6rP und hsrnGP. Da sowohl ü cwn 
als IGP ' sin GP Ausdrücke für den senkrechten 'Abstand des Punktes P von 
dem Bogen GJsind, so wird das gesuchte Moment « gha 8in(j5 — r) cosn, worin 
e — r statt WG geschrieben wurde. 

Der vollständige Werth von M ist daher 

Jlf = gh[a cosw sin(£f — r) — 6 sinr sin;?}. 

' § 484. Bei dem Rollen des schweren Kegels auf der Fl&che nimmt der 
Punkt auf der Kugel, der sich bei I im Gleichgewicht befindet, die Lage T ein 
und P ist der neue Berührungspunkt. Der Bogen IG möge die Lage I'G' er- 
halten und das Centrum C des osculirenden Kegels sich nach C i^ggeben. 




ff =« IP sei der durchrollte Bog^n und der Winkel, um den sich der Kegel 
gedreht hat. Da dieser Winkel in der Grenze derselbe wie GPC ist, so hat man 
CC = e sin^. Sowohl CC cosecC^ + p') als a cosec^' sind dem Winkel IDP 

gleich. Man hat daher <r « ö ^Y^? ^f'^^. ■ 
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§ 486. Die Verticale OW trifft die Kugel in W. Um das Moment des 
Gewichtes um OP zu finden, muss man die Schwere parallel und senkrecht zu 
OJP zerlegen. Die erste Componente hat kein Moment, die zweite ist g sin WP 
Die letztere möge parallel zur Geraden KO wirken. Das gesuchte Moment ist das 
Product aus dieser Componenten der Schwere und der Projection von OG' auf die 
Gerade OH, die senkrecht sowohl auf 0^ als OP steht. Die Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks HKP sind daher sämmtlich rechte Winkel. Im Gleichgewichts- 
zustand liegt G in der yerticalen Ebene WOI und beim Rollen des Kegels 
bewegt sich G nach G\ so dass der Bogen GG' senkrecht auf WI und gleich 
6 sin r ist. Er mOge WP in M treffen. Die gesuchte Projection ist 

hco^HG' = — Ä. MG\ 

da HM ein rechter Winkel ist. Weil PI mit PH einen Winkel macht, der in 
der Grenze gleich n wird, so hat man in der Grenze 

GM sinTTG^ 8in(£f— r) 



COS n sin WI sin s 

Das gesuchte Moment, das den Kegel zurück in seine Gleichgewichtslage drängt, 
ist ghsmz{GM — GG'), das durch Substitution die Gestalt 

M s=^ g'h[6 cos n sin (jb — r) — sin r sin i; } 

erhält. Setzt man dieses Moment mit verändertem Vorzeichen gleich K*d*d/dt\ 
so folgt daraus das zu beweisende Resultat unmittelbar. 

Zu dieser Gleichung kommt man auch mittelst der in § 609 angegebenen ana- 
lytischen Methode. Dort wird das hier benutzte geometrische Verfahren durch Diffe- 
rentiationen ersetzt, die man bis zu jedem höheren Grad der Annäherung aus- 
dehnen kann. 

§ 486. Beispiele. Beisp. l. Wenn der obere Körx)er ein grader Kegel mit 
dem halben Winkel q an der Spitze ist und auf irgend einer Kegelfläche liegt, 
so wird n = und r s» ^. Der obige Ausdruck erhält dann die Form 

K* sin (ir-f- q') sin* q 

hL 8in(^-f-^') 

Beisp. 2. Ein gprader Kegel mit dem Winkel 2^ an der Spitze und der 
Höhe a, der mit seiner Spitze an einem festen Punkt an einer rauhen verticalen 
Wand aufgehängt ist, macht kleine Schwingungen; man beweise, dass die Länge 

des gleichwerthigen Pendels -- — i beträgt 

Der Kegel, wenn er sich im Gleichgewicht befindet, möge die Ebene in der 
Verticalen Oz berühren. Zur Zeit t sei die Erzeugende OJV die Berührungslinie 
und sON =^ 6\ OJ. sei die Aze. Zerlegt man die Schwere in der Richtung 
von und senkrecht zu der Linie ON und nimmt die Momente um die Momentan- 
axe OJV, so hat man 

Ä ■ ^ = — p sm ff . j a sin ^. 

Wenn nun der Kegel um ON den Winkel -rrdt beschreibt, so rückt der Mittel- 

at 

punkt A der Basis um den Bogen a sin^ • -rrdt voran; ist nun AH senkrecht 

dt 

auf ON, so rückt auch H um ebensoviel voran. H legt aber den Bogen OH -da, 
das heisst a cos 9 dir zurück. Man hat daher dB/dt ig ^ ^^ -^' Setzt man 
diesen Werth von dQJdt in die obige Gleichung ein und entnimmt den Werth 
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von K* dem § 17, Beisp. 7, so findet man die Länge des gleichwerthigen Pendels 
ohne Schwierigkeit. 

Beisp. 3. Ein grader Kegel mit dem Winkel 2 p an der Spitze und der 
Höhe a schwingt auf einer yollkommen raahen Ebene, die mit der Yerticalen 
den Winkel z macht; die Länge des gleichwerthigen Pendels ist 

a(l + 6 cos* 9) 
6 cos ff cos e 

Man zerlege die Schwere in g cos e in der Bichtung die Ebene abwärts und 
eine dazu senkrechte Componente, die zu vemachlässigen ist. Man verfahre dann 
weiter, wie bei der yorigen Aufgabe. 

Beisp. 4. Ein grader Kegel, dessen Winkel an der Spitze 2p und dessen 
Höhe a ist, wird durch eine seine Axe enthaltende Ebene getheilt. Die eine 
Hälfte ruht im Gleichgewicht mit ihrer Aze auf der Erzeugenden eines festliegenden 
graden Kegels mit dem Winkel 2 p' an der Spitze und die Spitzen fallen zusammen; 
man beweise, dass die Länge L des gleichwerthigen Pendels durch 

{9«'+16Vp}^!^-8«Bin,tg,'-4tg,?i^+^ 

gegeben ist, worin z die Neigung der Berührungslinie gegen die nach oben positiy 
angenommene Verticale bedeutet. 

§ 487. Bedingnng ffir die stabile CHeichgewichislage von Kegeln in 
erster Nähernng. Die StcMüätsbedingung zu bestimmen, wenn ein schwerer 
Kegd im Gleichgewicht auf einem vdUkommen rauhen im Baum festliegenden 
Kegel ruht. 

Offenbar muss die Länge L des gleichwerthigen Pendels, wie sie 
in § 483 gefunden wurde, eine positive Grösse sein. Dies führt zu 
der folgenden Gonstruction, die in der Figur auf S. 441 dargestellt 
ist. Man trage auf der gemeinschaftlichen Normalen CI der Eegel die 
Länge IS=^s ab, so dass cotg 5 = cotg (^ -f- cotg p' ist. Zieht man 
von S aus den Bogen SB senkrecht zu IGW, so ist 

cosn = cotgs • tg JJB. 

L ist alsdann positiv und das Gleichgewicht stabil, wenn der Schwer- 
punkt des beweglichen £egels entweder unter der gemeinschaftlichen 
Erzeugenden der beiden Eegel oder über ihr unter einem solchen 
Winkel r liegt, dass 

cotg r > ct)tg + cotg JJB ist. 

Ist die Spitze sehr weit entfernt, so werden die Eegel Cylinder. 
Alsdann reducirt sich die Stabilitätsbedingung, wenn der Bogen z ein 
Quadrat ist, auf r < IBj was mit der Bedingung in § 442 über- 
einstimmt. 

Grosse tantochrone Bewegmigeii. 

§ 488. Wenn die Schwingungen eines Systems nicht klein sind, 
so lässt sich die Bewegungsgleichimg nicht immer auf eine lineare 
Form reduciren und eine allgemeine Regel für ihre Auflösung kann 
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nicht gegeben werden. Die Schwingung kann aber noch tautochron 
sein und es ist manchmal wichtig festzustellen^ ob es der Fall ist. 
Verschiedene Methoden zur Entscheidung dieser Frage liefern die 
folgenden Paragraphen. 

Schwingt ein Massenpunkt auf einer gegebenen glatten Curve 
entweder in einem luftleeren Raum oder in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, so ist, wie wir wissen, 
die Schwingung um die Gleichgewichtslage tautochron, wenn die 
Tangentialkraft P = m^s ist, worin s die Länge des von der Gleich- 
gewichtslage aus gemessenen Bogens und m eine Constante bedeutet, 
§ 434. Wenn daher irgend eine rectificirbare Curve gegeben ist, so 
lässt sich die richtige Kraft, welche eine tautochrone Bewegung hervor- 
bringt, sofort angeben. So ist die Kettenlinie eine tautochrone Curve, 
wenn eine Kraft m^y in der Richtung der Ordinate angreift, da die 
Componente längs der Tangente offenbar ni?s ist. Die logarifhmische 
Spirale ist für eine Centralkraft iir tautochron, die nach dem Pol ge- 
richtet ist, weil die Componente längs der Tangente m's ist, wenn 
in^ = (icos^a gesetzt wird; daher bleibt die Zeit bis zur Ankunft am Pol 
für alle Bogen dieselbe. Ebenso sind die Epicydoide und Hypocydoide 
tautochrone Curven für eine Centralkraft, die entweder die Richtung 
nach dem Centrum des festliegenden Kreises oder von diesem Centrum 
weg hat und dem Abstand proportional ist; denn, da r* = As^ + 5, 
so variirt die Componente längs der Tangente, nämlich i^rdr/ds wie s. 
In allen diesen Fällen ist die Zeit bis zur Ankunft in der Gleich- 
gewichtslage die kleinste positive Wurzel aus der Gleichung tgn^= — n/h 
(§ 434), worin 2kv der Widerstand und n* + Ä* = w* ist. Die ganze 

Zeit von einer Lage momentaner Ruhe bis zur nächsten ist — • 

§ 489. Wenn die Bewegungsgleichung -^ = F \^ , x\ ist und 

darin F eine homogene Function vom ersten Grad vorstellt, so ist für 
jede Ruhelage des Systems die Zeit bis zur Ankunft in die Lage, welche 

dwrch X = definirt unrd, dieselbe. 

(1 dx\ 
— -jrj geschrieben werden. Es 

seien x und | die Coordinaten zweier Systeme, welche vom Zustand 
der Ruhe in zwei verschiedenen Lagen ausgehen und es sei anfänglich 
a? = a, 5 = xa. Wie man sieht, verwandelt sich die Differential- 
gleichung des einen Systems in die des andern, wenn man | = xrr 
setzt. Wenn daher die Bewegung des einen Systems durch x = (p(tyA,B) 
gegeben ist, so ist es die des andern durch i = xip(t, Ä', B'). Zur 
Bestimmung der willkürlichen Constanten Ä, B und Ä\ B' hat man 
genau dieselben Bedingungen, dass nämlich für ^»=0, q> = a und 
dip/dt = sein muss. Da nur eine Bewegung aus einer einzelnen 
Reihe von Anfangsbedingungen folgen kann, so hat man A' '= Ä und 
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B' = B, Daher bleibt während der ganzen Bewegung ^=:xx und 
X und i verschwinden somit gleichzeitig. Daraus folgt^ dass die Be- 
wegungen der beiden Systeme vollkommen ähnlich und die Zeiten 
gleich sind. 

Dasselbe Resultat erhält man durch Integration der Differential, 
gleichung. Setzt man dx/dt =px, so findet man nach der Elimination 
von X, dass die Variablen p und t getrennt werden können, indem man 
zeigt, dass p eine Function von t + B ist. Daher wird durch eine 
leichte Integration x = Äq>(t -}- B). Für ^ = ist dx/dt = und 
daher (p'{B) = 0. Auf diese Art findet man B, und x verschwindet 
für jeden Werth von Ä, wenn 9? (^ + B) = ist. 

Es ist zu beachten, dass, wenn die Erafb eine homogene Function von x und 
der Geschwindigkeit ist, die Bewegung nur in einem gewissen Sinn tautochron ist. 
Es kann vorkommen, dass das System erst nach unendlich langer Zeit in der 
durch x s bestimmten Lage ankommt oder dass die Zeit bis zur Ankunft 
imaginär ist. Nimmt man z. B. an, die homogene Function sei m^x, worin m* 
positiv ist, so bewegt sich das System vom Zustand der Buhe aus immer von 
der Lage o; »= hinweg. Der Werth von x wird offenbar durch eine Exponential- 
function von x dargestellt, welche nie aufhört mit der Zeit zu wachsen. Man 
muss daher bei der Anwendung des Satzes sich vergewissern, ob die durch die 
Gleichung q){t-{' B) = gegebene Zeit reell ist oder nicht. 

Im Allgemeinen lässt sich dieses aus den bekannten Verhältnissen eines 
jeden einzelnen Falles bestimmen. Die beiden folgenden allgemeinen Regeln 
können als Führer bei der Entscheidung dienen. Soll die Zeit vor der Ankunft 
in der Lage x «^ reell und endlich und die nämliche von allen Anfangslagen 
aus sein, so muss die Lage x = offenbar eine Gleichgetoichtslage sein. Denn 
wäre es nicht der Fall und man brächte das System im Zustand der Buhe un- 
begrenzt nahe an diese Lage, so würde die Zeit bis zur Ankunft Null sein, es sei 
denn, die Beschleunigung wäre auch Null. Die Ankunftslage muss ferner eine Lage 
stabilen Gleichgewichtes sein für alle Verrückungen oder wenigstens für die auf 
derjenigen Seite der Gleichgewichtslage, auf welcher die Bewegung stattfinden soll. 

§ 490. Der Lagrange'sche Satz. Wenn 

dt^ \dt) f{x) ^ ^ Ut' ' wj 

die Bewegungsgleichung ist, worin F eine homogene Function ersten Qmdes 

und f(x) eine beliebige Function von x bedeutet, so lässt sich steigen, dass 

für jede Lage, in die man das System bringen kann, die Zeit bis ssur 

Ankunft in der durch f(x) = bestimmten Lage die nämliche ist. 

Dies ist der Lagrange 'sehe allgemeine Ausdruck für eine Kraft, welche eine 
tautochrone Bewegung verursacht. Er theilte die Formel in den Abhandlungen der 
Berliner Academie, 1765 und 1770 und an andern Orten mit. Einen andern sehr 
complicirten Beweis, der Variationen sowohl als Differentiationen nöthig machte, gab 
D'Alembert. Lagrange scheint geglaubt zu haben, sein Ausdruck für eine 
tautochrone Kraft sei sowohl nöthig als hinreichend. Dagegen haben Fontaine 
und Bertrand gezeigt, dass er zwar ausreicht aber nicht nothwendig ist. Gleich- 
zeitig reducirte der Letztere den Beweis auf wenige einfache Sätze. Li der 
neuesten Zeit hat Brioschi einen allgemeineren Ausdruck als den Lagrange- 
schen gegeben; er scheint aber keine Fälle tautochroner Bewegung zu enthalten, 
die nicht auch schon die Lagrange 'sehe Formel lieferte. 
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Auf die folgende Art kann man zu dem Lagrange'schen Resultat 
gelangen. Die Bewegung vom Zustand der Buhe aus ist in Bezug 
auf den Punkt x = tautochron^ wenn 

dt* \x dt/ 

die Bewegungsgleichiing ist. Setzt man x = <p{y), so ergibt sich leicht 

"P W^ + 'P \dt) ='P^\-^-di)' 
worin tp statt (p(y) gesetzt ist und die Accente wie gewöhnlich die 
Differentialquotienten bezeichnen. Substituirt man ^ = f(y)^ so hat man 

dt*~ f\dt/ f\dtJ '^'■^Kfdt)^ 

worin f an Stelle von /"(y) geschrieben wurde. Die beiden letzten 
Glieder dieses Ausdrucks sind eine homogene Function ersten Grades 
von f und dyjdt und damit ist die Lagrange'sche Formel bewiesen. 
Dieser Beweis rührt von Bertrand her. 

Die Bewegung geht von der Ruhe aus mit irgend einem Anfangs- 
werth von x und endigt^ wenn ar = ist. Wird daher a: = g)(y) ge- 
setzt, so beginnt, wie ersichtlich, die Bewegung in der zweiten Gleichung 
mit dyjdt == und mit einem beliebigen Anfangswerth von y und 
endigt, wenn 9(y) = ist. Nun verschwindet im Allgemeinen dxjdt 
nicht für a: = 0, da das System mit Geschwindigkeit in der Gleich- 
gewichtslage ankommt. Weil aber dx/ dt ^=^ fp{y) dyjdt ist, so ver- 
schwindet auch g)'(y) lücht für a; = 0. Daraus folgt, da q) ^^ tp' - f{tf) 
ist, dass die Bewegung aufhört, wenn f(jf) = ist. 

§ 491. Die Wirkung eines widerstehenden Mittels. Wenn die 
Bewegung der Lagrang e'schen Formet entsprechend in einem luftleeren 
Baum tautochron ist, so ist sie es auch in einem Mütei, dessen Wider- 
stand der Geschunndigkeit proportional ist. Ein solcher Widerstand hat 
nur die Wirkung, dass er ein Zusatzglied, nämlich 2kv, ersten Grades 
in die willkürliche Function F einführt. Der Satz rührt von La- 
grange her. 

Ist der Widerstand 2hv + J'v*, so gebe man der Lagrange'schen 
Gleichung die Gestalt 

Setzt man den Goefficienten von v^ gleich k'y so ergibt sich durch 

Integration f{x) = Ce*'* + r? • Wenn x von der Gleichgewichtslage 

aus, in welcher nach dem Lagrange'schen Satz f(x) = ist, ge- 
messen wird, so muss Ä=^ — k'C sein. Daraus folgt, dass für dieses 
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Widerstandsgesd0 die Bewegung tautochron wird, wenn die gegebene 
Kraft P=G(e^'' — 1) ist Dies stimmt mit den von Euler und 
Laplace erhaltenen Resultaten überein. 

§ 492. Man kann einen leichten unabhängigen Beweis fü/r diesen 8ate geben. 
Um die Sache zu vereinfachen, sei das System ein Massenpunkt, der sich von der 
Ruhe aus auf einer glatten gegebenen Ourve nach dem Punkt Ä der Gleich- 
gewichtslage hin unter der Einwirkung einer Tangentialkraft P bewegt. Die 
Bewegungsgleichung ist 

welcher man die Form geben kann 

vorausgesetzt, dass du/dt=^ — Ä't?, d.h. w^^Jsfs ist. Setzt man «**d« = dt(?, 
so wird 

dt* ^^^ dt^^^ "^ ^• 
Die Zeit bis zur Ankunft am Punkt w ^^ ist unabhängig von dem Bogen, wenn 
man P«"~** = m'w setzt, § 434. Nun ist «? = — -p- e~** + C und wenn s 
von der Lage aus gemessen wird, in der te? »r o ist, so hat man k'C ^^ 1. Daher 
ist P = -vr- («* ' — 1) , was mit dem zuvor erhaltenen B«sultat übereinstimmt. 

Die Zeit bis zur Ankunft in die Lage ir = wird durch die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung tg nt = — n/k bestiromt, worin n^ ^^ m} — k* ist. SoUte 
A;* >> m} sein, so gelangt der Massenpunkt in die Lage io »» nach einer un> 
endlich grossen Zeit, § 434. 

Laplace bemerkt, dass der Ausdruck für die Kraft P von dem Coeffi- 
cienten k desjenigen Theiles des Widerstandes, welcher der Geschwindigkeit 
proportional ist, nicht abhängt, und dass ebenso die Zeit bis zur Ankunft in der 
Gleichgewichtslage von dem Coefficienten k' des Theiles des Widerstandes, der 
wie das Quadrat der Geschwindigkeit variirt, unabhängig ist. Mica/Mque Celeste^ 
Bd. I, S. 38. 

Beisp. 1. Man finde eine glatte Curve derart, dass die Bewegung eines 
schweren Massenpunktes in einem Mittel, dessen Widerstand 2kv '\- k'v* ist, 
tautochron wird. Da die Schwere die allein wirkende Kraft ist, so setzen wir 

P--|^(/'-l) = i,^. also: gy = ^(/'-l^s). 

Beisp. 2. Man finde die Curve auch ftlr den Fall, dass die gegebene Kraft 
nach dem Coordinatenanfang gerichtet und gleich ftr" ist. 

§ 493. Die Bewegung auf einer rauhen Cyeloide. Ein schwerer 
Massenpunkt gleitet von der Buhe aus OAif einer rauhen Cyeloide, deren 
Axe vertical steht, in einem Mittel, dessen Widerstand der Geschwindigkeit 
proportional ist; man steige, dass die Bewegung tautochron ist. 

Der tiefste Punkt der Cyeloide sei 0, P der Massenpunkt, 0P=5 
so, dass der Bogen von aus in einer der Bewegung entgegengesetzten 
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Richtung gemessen wird. Die Normale in P mache mit der Yerticalen 
den Winkel i;, q sei Krümmungsradius im Pimkt P und a der Durch- 
messer des Erzeugungskreises. Dann ist, nach bekannten Eigenschaften 
der Cycloide, s = 2asinif, ^ = 2acos^. Es sei ft der Beibungs- 
coefficient, g die beschleunigende Kraft der Schwere und die Masse 
sei die Einheit. Wenn alsdann JB der Druck auf den Massenpunkt 
ist, positiv genommen, wenn seine Richtung nach Innen geht und v 
die Geschwindigkeit, so hat man 

— = ^jB — ^sin^ — 2JcVy — = R — jjrcos^ . . (1). 
Durch Elimination von JR wird die Bewegungsgleichung 

^ — E^^^2hv + ^sm(tl; — s) = . . . (2), 

dt Q ^ * COBlff ^^ ^ ^ ^^ 

worin tg£»:jii. Man kann ihr die Form geben 

wenn ^ = — ft — , d. h. w = — (itl; ist. Setzt man e^ds = dw, so 
wird 

^ + 2Ä ^ + -^ c-^V sinC^ - «) =. 0. 

dt* ' dt ' 008^ ^^ / 

Nun ist 

w = je^t^^ '2a cos tl;dil/ = 2 a coBse^f*^ sin(^ — e). 

Die Gleichung reducirt sich daher auf 

d*w , c%i dw . g ^ 

Die Bewegung ist daher tautochron, § 434. Auf welchen Punkt der 
Cycloide man den Masseupunkt im Zustand der Ruhe auch setzen mag, 
er wird stets den durch tp ^^0, d. h. ^ =^ s bestimmten Punkt A in 
derselben Zeit erreichen. Dieser Punkt J., in welchem die tautochrone 
Bewegung endigt, ist offenbar eine äusserste Gleichgewichtslage, in 
welcher der Grenzwerth der Reibung der Schwere grade das Gleich- 
gewicht hält. 

Die Zeit bis zur Ankunft in A wird durch die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung tg n^ = — n/h gegeben, worin 

n* + i* = gßa cos* s 

ist, während die ganze Zeit von einer momentanen Ruhelage bis zur 
nächsten it/n ist. 

So lange sich der Massenpunkt in derselben Richtung bewegt, 
behalt die Constante /i dasselbe Vorzeichen, § 159. Die Bewegung 
ist daher durch 

BoQth, DjniMnik. I. 29 
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e-f^f" sin(^ — «) = ^e-*' 8in(n^ + B) 

gegeben, worin, wie zuvor, n*+ Ic^ = g/2acos^6 und A sowie B Con- 
stante sind. Wenn der Massenpunkt in der nächsten Ruhelage ankommt, 
so beginnt er entweder zurückzukehren oder bleibt daselbst im Zu- 
stand der Ruhe, je nachdem der Werth von ^ in diesem Punkt grösser 
oder kleiner als der Reibungswinkel ist. 

Der TautochroniBmuB der Bewegnng läset sich auch aus dem L agr an g ersehen 
Theorem ableiten. Yerfilhrt man wie in § 491 und setzt den Goefficienten yon v* 

gleich — , Bo erh&lt man einen Werth fQr f(8), welcher die Lagrange 'sehe 

Gleichung zur Gleichung des Massenpunktes auf der Cjcloide macht. 

§ 494. Historisehes. Dass eine glatte Cjcloide in luftleerem Baum Tautochrone 
ist, hat zuerst Huygensin seinem Horologium asciUatarium^ 1 678 bewiesen. Newton 
dehnte den Satz auf den Fall aus, in welchem der Widerstand 2 X;i7 ist und bewies auch, 
dass eine glatte Epicjcloide för eine Centralkraft tautochron ist, welche variirt, 
wie der Abstand. Dass die Schwingungen auf einer Gycloide tautochron sind, 
wenn die Cuire rauh ist, hat Bertrand aus der Lagrange^schen Formel ab- 
geleitet. Liouyille, Bd. Xm, 1848. Er schreibt den Satz Necker zu, der ihn 
in den Mimoires des savants itrangers, Bd. IV, 1763 yeröffentlichte. Euler be- 
stimmte praktisch die Kraft, welche eine glatte Gurre tautochron macht, wenn 
der Widerstand it't?' ist, Medhanica 1786. Sein Resultat dehnte sp&ter Laplace 
auf den Fall aus, in welchem der Widerstand 2kv -{■ k'v^ ist, Micctnique eÜesU^ 
Bd. 1, S. 86. Puiseaux schrieb eine Abhandlung über glatte tautochrone Gurren 
in luftleerem Baum und ebenso fär schwere Körper, wenn der Widerstand ^'t;' 
ist, Liouyille, Bd. IX, 1844. Er bemerkt, er habe den Gebrauch yon Beihen^ 
ähnlich denen yon Poisson in seiner Micanique angewandten, yermieden; § 197. 
Er bespricht den Tautochronismus im luftleeren Baum, wenn die Kraft centrale 
Bichtung hat und wie der Abstand yariirt, und zeigt, dass die Gurye eine Epi- 
cjcloide, Hypocycloide oder eine gewisse Spirale ist. Hftton de la Goupilli^re 
beweist, dass die Epicjcloide, wenn rauh, ebenfalls tautochron ist und weist kurz 
darauf hin, dass der Tautochronismus auch bei einem Widerstand ^kf> bestehen 
bleibt, Liouyille, Bd. XIIL Darboux zeigt in einer Anmerkung zu der M6ca- 
nique yon Despeyrous, 1884, dass, wenn die Beibung in Bechnung gezogen 
wird, die einzigen tautochronen Guryen die yon Puiseaux besprochenen sind. 

§ 495. Die Bewegang auf eiaer belieMgen rauhen dnrve. Ein Massenpunkt 
bewegt sich, yon der Buhe ausgehend, auf einer rauhen Gurye yon gegebener 
Gestalt in einem Mittel, dessen Widerstand Vv^ ist, unter der Wirkung yon 
Krilften, die nur yon der Lage des Punktes abhängen. Zu beweisen, dass die 
nothwendige Bedingung dafür , dass die Zeit bis zur Ankunft in der Gleichgewichts- 
lage yon dem beschriebenen Bogen nicht abhänge, 

ist, worin P «« Q — y^H^ den üeberschuss der 

Tangentialkraft G über den Theil i^H der Beibung 

und m eine Gonstante bedeutet. Man finde auch die 

für die Zurücklegung des Weges erforderliche Zeit. 

Es sei A der Punkt, in dem die tautochrone 

Bewegung endigt, M die Lage des Massenpunktes 

zur Zeit t, AM ^^ 8^ so dass also 8 yon A aus in der Bichtung gemessen wird, 

die der Bewegung entgegengesetzt ist. Die Tangente in M möge mit der a^-Axe 
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den Winkel ^ machen und ^ möge gleichzeitig mit 8 wachsen. Die Tangential- 
nnd Normalcomponenten der E!raft seien G und JT, die Richtung der Tangential- 
componente G geht nach A zu und die der Normalcomponente H nach auswärts 
d. h. der Richtung entgegengesetzt, in welcher q gemessen wird. Wir nehmen 
an, p bleibe fEir den ganzen Bogen positiv. 
Die Bewegungsgleichungen sind daher 

— «JJ — J, v^^iiE-'G + Ji^v* (1). 

Da der Massenpunkt Ton der Ruhe ausgeht, so sind, wie man sieht, R und H 
Anfangs gleich und haben daher dasselbe Vorzeichen. Wir wollen annehmen, 
H sei während der ganzen Bewegung positiv, so dass die gegebene Kraft den 
Punkt nach auswärts drängt. Daraus folgt, dass auch B während der ganzen 
Bewegung positiv ist. Die Beibung wird daher fortwährend dur^ iiB dargestellt 
ohne jede Unstetigheit in dem Vorzeichen von fi, wie sie eintreten würde, wenn R 
das Vorzeichen wechselte ohne eine entsprechende Äenderung in der Biehtung der 
Beibung. (Siehe § 159.) Durch Elimination von B findet man 

Es sei P '^ G — ffrJET die ganze gegebene Kraft, welche den Massenpunkt 
längs der Tangente gegen den Punkt A drängt. Es lässt sich beweisen, dass P 
während der ganzen Bewegung, bis der Punkt A erreicht ist, positiv sein muss. 
Wäre P in iigend einem Punkt B Null, so würde der Massenpunkt, wenn er im 
Zustand der Ruhe nach B gebracht wird, dort im Gleichgewicht verharren und 
die Zeit bis zur Ankunft in A würde daher von allen Punkten aus nicht dieselbe 
sein. Man ersieht daraus auch, dass im Punkt A die Kraft P Null sein muss. 
(Siehe § 490.) Setzt man ds/dip für p, so wird Gleichung (2) 

^-«(^H-Ä^rtt^* 29P; 

daher 

a 

worin a den Winkel bezeichnet, den die Tangente in A mit der x-Axe macht. 
Da ^ während der ganzen Bewegung grösser als a ist , so muss die Integrations- 
constante c' positiv sein. 

Es ist zu beachten, dass das Integral auf der rechten Seite von der Lage 
des Punktes, von welchem der Massenpunkt ausgeht, unabhängig ist und nur von 
der Gleichung zwischen der Bogenlänge und dem Neigungswinkel der Tangente 
der Curve und dem Punkt A abhängt. Wir wollen das Integral mit e* bezeichnen 
und uns z als Coordinate des Massenpunktes denken. Es ist dann z =^ c^ wenn 
der Punkt von der Ruhe ausgeht, und j!( «» 0, wenn er in dem durch ^ »» a be- 
stimmten Punkt A ankommt. 

Ist die Curvengleichung gegeben, so kann man sich vorstellen, ^ und s 
seien als Functionen von z ausgedrückt. Setzt man dann 

so ist die Uebergangszeit T von z *» c bis )? — 0, wie man leicht sieht. 



e 



y(g)<?g 
V(c« — O 
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um die Form der Function 9 zu finden, welche dieses Resultat von dem 
Bogen unabhängig macht, setze man den Differentialquotienten von T nach c 
gleich Null. Substituirt man js»: c£, so wird 

r./>MÜ, daher 4^ - rk(£|)MI » 0. 
JVi>-i*) <*« j/ y (!-{•) 

Das Integral kann nur dann fOr alle Werthe von c Null sein, wenn 9'(c|) »=^0 
ist. Wäre qp'(c£) nicht Null, so könnte man dadurch, dass man c klein genug 
annimmt, bewirken, dass fp {c^) dasselbe Vorzeichen von £ »» bis £«» 1 behält; 
jedes Element des Integrals würde auf diese Weise dasselbe Vorzeichen haben 

und ihre Summe könnte nicht Null sein. Setzt man nun ^(jp) = — , so wird 

ffi 

die üebergangszeit T = «/2w. 

Schreibt man der Kürze wegen ti «= — /»'^ — A;'«, so ist P aus den beiden 
Gleichungen 

iL 

ds 



'ß 



me«* = 4^ , 2 ig P««- d^ = e* 



zu ermitteln. Integrirt man die erste von ^ » a bis '^, d. h. ir = bis jer, und 
setzt in die zweite ein, so erhält man {m/e*'d8| = ^fPe^^ds. Durch Diffe- 
rentiation und Beduction ergibt sich 



= mU-"Je 



dP 
gdip und daher m'9 = -5 (/» + ifc'9) P. 

a 



Daraus, dass P fSr '^ ». « verschwindet, ergibt sich die Bestätigung des 
Satzes, dass der Punkt, in welchem die tautochrone Bewegung endigt, eine Gleich- 
gewichtslage sein muss ; § 489. 

Beisp. Man zeige, dass dieses Gesetz für die Kraft in dem Lagrang ersehen 
Ausdruck für tautochrone Kj^fte enthalten ist. 

Vergleicht man die Lagrange*sche Gleichung in § 491 mit Gl. (2) dieses 
Paragraphen Glied für Glied, so findet man einen Ausdruck für /*(«), d. h. — P, 
welcher mit dem obigen übereinstimmt. 

Dadurch, dass die Bedingung des Tautochronismus aus dem Lagrange^schen 
Ausdruck abgeleitet wurde, haben wir bewiesen, dass die Bedingung ausrekihend 
ist; die Art, wie der Beweis in diesem Paragraphen geführt wurde, zeigt, dass 
sie auch nothwendig ist. 

§ 496. Beisp. Euler' 8 Theorem. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer 
glatten Curve unter der Wirkung einer Tangentialkraft P, die eine Function 
des Abstandes 8 des Massenpunktes yon der Gleichgewichtslage A ist, und die 
Zeit bis zur Ankunft in A Ton einer beliebigen Ruhelage aus hängt von dem 
Bogen nicht ab. Man beweise, dass, wenn die Bewegung im luftleeren Baum 
stattfindet, P ms^ C8 und dass P in einem Mittel, dessen Widerstand k'v* ist, 
gleich c(c**— 1) ist. 

Der Satz wird am besten auf die Art wie in § 496 bewiesen und nicht als 
specieller Fall aus dem allgemeinen Theorem abgeleitet. 

§ 497. Man bestimme, wie die Zeit bis zur Ankunft in der Gleichgewichts- 
lage J. in § 496 sich ändern würde, wenn der Widerstand in Sibv -}- l^v^ um- 
geändert wird. 

Die Bewegungsgleichung (2) des § 496 wird jetzt 

— -- «= a V- hfv^ — 2kv — P 

dt q 
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und kann, wie in § 495, geschrieben werden 

^(c-t;) + 2]fc(e~t?) + «"i> = 0, 
Yorausgesetzt, dass u=s — n^ff — k's ist. Setzt man e^ds s» dw, so wird 

Die Zeit bis zur Ankunft in dem durch tr s» o bestimmten Punkt Ä wird un- 
abhängig von dem Bogen, wenn man das letzte Glied m^w gleich setzt. Es ist 

dann P« «»*c""**/e**d«, also derselbe Werth von P wie zuvor. Die Zeit bis zur 

Ankunft in der Gleichgewichtslage ist jetzt durch die kleinste positive Wurzel 
der Gleichung tg nT = — n/k gegeben, worin n*= w* — k*, während die Zeit 
von einer Ruhelage bis zur nächsten n/n ist, § 4S4. 

§ 498. Epicyeloiden u. 8, w. unter der Annahme, dass die Gurve rauh, 
der Widerstand 2kv, die Kraft central und gleich Xr und die tautochrone Periode 
gegeben sei, zu beweisen, dass die Differentialgleichung der Bahn q => ip ist, 
worin «(1 + ^V^) ^ ^ -{- f^* ^uid l positiv ist, wenn die Kraft abstossend wirkt. 
Die Constante m\ ist eine Function der Periode, deren Werth in § 497 angegeben 
wurde; ist der Widerstand Null, so wird die tautochrone Periode n/2m. Man 
bestimme auch die in der Gleichung enthaltenen Curven. 

In diesem Fall ist 6^» — X dp/dip, H^Xp; siehe die Fig. S.450. Da ä;'»0 
ist, so nimmt die Bedingung fOr den Tautochronismus die einfachere Form 
li^ff SS dP/dtp — ftP an. Setzt man fllr P seinen Werth G — ^H ein, so erhält 
man sofort das gewtbischte Resultat. 

Um die Curven ^ » ip eu erhalten, beachte man, dass bei der Epicjcloide, 

wenn a und h die Radien des festen bez. rollenden Kreises sind, -^ «ai i — 



ist, während bei der Hypocycloide h negativ ist. ^ (a-|-ao; 

(1) Wenn i einen negativen Werth hat, so ist die Curve eine Hypocycloide. 
Dazu gehört, dass m'/X algebraisch kleiner als — 1 ist, während f^ jeden be- 
liebigen Werth haben kann. Die Centralkraft ist daher eine anziehende Kraft. 

(2) Ist i positiv und kleiner als die Einheit, so ist die Gurve eine Epicycloide. 
Dazu gehört, dass m'/X >- und /»'•<mVX; die Centralkraft stösst daher ab. 

(8) Ist i positiv und grösser als die Einheit, so nimmt die Curve andere 
Formen an. Setzt man t »> 1 -f a', so wird ihre Differentialgleichung offenbar 
d^p/d'tp^s» a*p. Lässt man die a;-Axe um den Coordinatenanfang rotiren und 
dabei den geeigneten Winkel beschreiben, so lässt sich das Integral auf eine der 
Formen 

reduciren. Da bei jeder Curve die Projection des Radiusvectors auf die Tangente 
dp/d^ ist, so hat man 

r* =■ j)' + (dp/dip)\ cotg {ij} — 6) =a dp/pdip . 

Man kann daher die Polarcoordinaten r, B durch ip als Hülfswinkel ausdrücken. 
Zeichnet man nun die Curven auf, so kommt man zu zwei Arten von Spiralen, 
je nachdem man die oberen oder unteren Vorzeichen nimmt und ausserdem zu 
einer logarithmischen Spirale, wenn der Winkel ß durch die Gleichung sin' ßaBl/i 
gegeben ist. 

Da die beiden Arten von Spiralen nicht durch den Coordinatenanfang gehen, 
so findet man den Gleichgewichtspunkt, in welchem die tautochrone Bewegung 
endigt, dadurch, dass man tg 9 »» i/^ macht, unter tp den spitzen Winkel ver- 
standen, den der Radiusvector mit der Tangente bildet. Bei der logarithmischen 
Spirale ist der Coordinatenanfang der Gleichgewichtspunkt, denn die Centralkraft 
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yerschwindet in ihm. Bei der ereten Art Ton Spirale yariirt der Winkel q>, d. h. 

1^ nu 9, von Y n fSr ^ s» bis arc tg 1/a, wenn ijj unendlich gross wird, und bei 

der zweiten Art yariirt q> yon Null bis arc tg 1/a. Daher hat die erste oder die 
zweite Art yon Spirale einen Gleichgewichtspunkt und ist tautochron, je nachdem 
ft <] oder >- tt; wobei der Bogen, der zu beschreiben ist, auf der Seite der Gleich- 
gewichtslage liegen muss, auf welcher tg qp •< 1/^ ist. Die logarithmische Spirale 
wird ebenfalls tautochron sein und der Bogen am Eräflecentrum endigen, wenn 

Aus dem gegebenen Werth yon i geht heryor, dass ft* — a'«» »myX; daher 
ist in*/l positiy oder negatiy, d. h. die Centralkraft stösst ab oder zieht an, je 
nachdem f» ^ « oder <^ a ist. Da t ^ 1, so muss im ersten Fall fi' ^ m*/X sein. 

Man hat abo die folgenden FäUe: (1) die Kraft zieht an; istm'/i <^ — 1, so 
ist die Curve eine Hypocycloide; ist m^/l > — 1 aber < 0, so ist die Gurre die 
erste Spirale oder die logarithmische Spirale, je nach der Lage des Punktes, in 
welchem die Bewegung endigen soll; (2) die KnSt stOsst ab, d. h. m^X }> 0; die 
Curve ist eine Epicjcloide oder die zweite Spirale, je nachdem fi''< oder >^myi. 
Ist m*/X SB — 1, so wird der Krümmungsradius 9 unendlich gross und die Curve 
eine grade Linie. 

§ 499. Beisp. 1. Ein System, das einen Freiheitsgrad hat, ist durch 2 T» JlPd'', 
ü =*f(d) definirt. Man beweise, dass die Bewegung tautochron ist, wenn 

U = ci Cm dß] . [Man setze Mdß = ds und benutze § 496.] [Appell] 

Beisp. 2. Ein System, das zwei Freiheitsgrade hat, ist durch 

2r = Äe*+ 2Beq>' + Cq>\ u^ F{e, 9) 

definirt, worin Ä^ B, C gegebene Functionen von 0, q> sind. Man stelle den 

Zwang fest, der in das System eingeführt werden muss, damit die Bewegung 

tautochron werde. [Man nehme bh tp =» f{6) und benutze Beisp. 1.] 

[Appell, Comptes Bendus, 1898.] 

dv* 
Beisp. 3. Wenn die Beweg^gsgleichung -=— »» pr' -{- q ist, worin p und q 

gegebene Functionen von s sind, zu beweisen, das die Bedingung für den Tauto- 
chronismus pq — 2 dq/ds »» 4m* ist. (Man folge der Methode in § 494.) 

[Appell, Trait^ de M^canique, Bd. 1, 1898.] 

Schwingungen Ton Cylindern nnd Kegeln in zweiter 

Annähernng. 

§ 500. Stabilitfttsbedinguiig für Cylinder bei AniiälieriUDigeii hUierer Ordnuigeii. 

Wenn wie in § 441 ein schwerer Cylinder im Gleichgewicht auf einer Seite eines 
festliegenden rauhen Cylinders ruht, so besteht die Stabilitätsbedingung dann, 
dass der Schwerpunkt innerhalb eines gewissen Kreises, des sogenannten Stabili- 
tätskreises, liegen muss. Liegt der Schwerpunkt auf dem ümfiBing dieses Kreises, 
so heisst das Gleichgewicht zunächst neutral, im Allgemeinen jedoch ist es entweder 
stabil oder unstabil und ist nur ein höherer Grad der Ani^erung erforderlich, 
um zwischen beiden Zuständen zu unterscheiden. Jeder Chrctd der Annäherung 
lässt sich einfach dadwrch erreichen, daes man eine gewisse Grosse so oft diffe- 
renzirt^ bis num zu einem BesfuUat kommt ^ welches von NuM verschieden ist. Das 
Vorzeichen dieses BesuJtates entscheidet Hber die Staibüität oder Unstabüität des Oldd^ 
gewichtes. Die Grösse des BesuUaies in Verbindung mit gewissen anderen Elementen 
setzt uns in den Stand, die Bewegungsgleiehung zu bilden. 

§ 601. Im Gleichgewichtszustand liegt der Schwerpunkt in der durch den Be- 
rührungspunkt gehenden Yerticalen. Der Körper möge sich um irgend einen Winkel $ 
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gedreht haben, so dass in der Figur G die Lage des Schwerpunktes und I der ße- 
rührungspunkt ist. I Fmöge dieVerticale sein, CII) die gemeinschaftliche Normale der 

beiden Cylinder, C und D die Erümmungsmittelpunkte ihrer 

Querschnitte. Es sei q = CI^ q = DI und — == — 1- — , 

g Q Q 

so dass e der Badms der reUitiven Krümmung ist. 

Es möge IG « r, die Winkel GIC =- n, GIV = 9 
und IP^^ds sein. Man hat dann die vier folgenden Hülfs- 
gleichungen 




dr 

ds ' 

dtp 1 cos n 


dn cosn 
ds r 

ds 

de-'' 


1 
9 


ds^ z r ' 





Ddk Gl der Badiusyector der oberen Curve auf einen in Bezug auf ihn fest- 
liegenden Coordinatenanfang G bezogen und -^ — n der Winkel ist, den dieser 

Badiusyector mit der Tangente in I bildet, so ergibt sich die erste dieser Hülfs- 
gleichungen yon selbst. Um die zweite zu erhalten, beachte man, dass C der 
Erümmungsmittelpunkt ist, der Abstand CG daher ebenso wie der Krümmungs- 
radius constant bleibt, wenn sich I die kleine Strecke ds längs des Bogens bewegt. 

Nun ist 

G(ß B= r" -f ^" — 2pr cos n 
und daher 

= (f — Q cos n) dr + Qr Bm n du . 

Substituirt man fdr dr seinen Werth aus der ersten Hülfsgleichung, so er- 
hält man unmittelbar die zweite. Was die dritte angeht, so bemerke man, dass 
9 -f n der Winkel ist, den die Normale DJ an die untere im Baum festliegende 
Curye mit einer Geraden bildet, die ebenfalls im Baum festliegt. Daher ist 

-=^ -f -T- s — , woraus die dritte Gleichung folgt, wenn man die zweite zu Hülfe 
as as 9 

nimmt. Die vierte Gleichung wurde in § 441 bewiesen; der Beweis lässt sich fol- 

gendermassen zusammenfassen. Sind CP, DP' die beiden Normalen, welche sich 

in einer Geraden befinden, wenn sich der EOrper um den Winkel dB gedreht hat, 

so ist dB = PCI -f P'DI^ woraus sich cf ö = d« (— -f -7) = — ergibt. 

§ 502. Im Gleichgewichtszustand muss sich der Schwerpunkt des EOrpers 
vertical über dem Stützpunkt befinden. Daher ist 9 »b . In jeder andern Lage 
des EOrpers ist der Werth von 9 durch die Beihe 

dtp d^tp s\ 

gegeben. 

Wenn in dieser Beihe der erste Coefficient, welcher nicht verschwindet, 
positiv und von ungrader Ordnung ist, so bewegt sich offenbar die Linie IG nach 
derselben Seite der Yerticalen, nach welcher sich auch der Eörper bewegt. Das 
Gleichgewicht ist daher unstabil für Yerrückungen nach beiden Seiten der Gleich- 
gewichtslage. Ist der Goefficient negativ, so ist es stabil. Ist das Glied dagegen 
von einer graden Ordnung, so ändert es mit s sein Vorzeichen nicht; das Gleich- 
gewicht ist daher für eine Yerrückung nach der einen Seite stabil, nach der 
andern unstabil. 

Der erste Differentialquotient ist durch die dritte Hülfsgieichung gegeben; 

den zweiten findet man aus dieser, wenn man sie differenzirt und für -j- und -j- 

* ds ds 
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aus den andern subetituirt; den dritten durch Wiederholung des Verfahrens und 
80 jeden der übrigen, wenn es nöthig ist. 

§ 608. Verschwindet der erste DifFerentialquotient -p nicht, so ist das Gleich- 
gewicht stabil oder unstabil, je nachdem sein Vorzeichen negativ oder positiv ist. 
Dies fahrt zu der Bedingung, dass r kleiner bez. grösser als z cos n sein muss, 
was mit der in § 441 gegebenen Regel übereinstimmt. 

/im 

Ist 3^ BS 0, SO hat man r » £r cos n und der Schwerpunkt liegt mithin auf 
as 

dem umfang des Stabilitätskreises. Durch Differentiation ergibt sich 

<J*9 1 /1\ , Ssinncosn sinn . . 

■5?"5^\7/+ ^ V^ ^^ 

und wenn man für r und ;; ihre Werthe einsetzt 

s?-Ä(f+?)+'«"(i+?)e+?)- 

Ist dieser Differentialquotient nicht Null, so ist das Gleichgewicht für Ver- 
rückungen nach der einen Seite der Gleichgewichtslage stabil, für solche nach der 
andern Seite unstabil. 

Ist dagegen auch -^-y ^ , so differenzire man (1) noch einmal. Nach einigen 
Beductionen findet man 

d8^^d8^\z)'^ZQ\Q'^Q/ z dsKg) z* \9'^9/' 

Das Gleichgewicht ist stabil oder unstabil, je nachdem der Ausdruck negativ 
oder positiv ist. 

Ist der Querschnitt ein Kreis oder eine Gerade, so lassen sich diese Aus- 
drücke sehr vereinfachen. 

§ 604. Beisp. 1. Ein schwerer Körper ruht in neutralem Gleichgewicht 
auf einer rauhen Ebene, die mit dem Horizont den Winkel n macht. Man zeige, 

/In 

dass das Gleichgewicht, wenn -p- nicht gleich tg n ist, stabil für Verrückungen 

nach der einen Seite und unstabil für solche nach der andern Seite ist. Wenn diese 
Gleichung aber besteht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nachdem 

-=-| positiv oder negativ ist. ds wird dabei positiv genommen in der Richtung 

des Bogens, welche die Ebene hinah^M. 

Man zeige, dass damit auch gesagt ist, dass das Gleichgewicht stabil oder 
unstabil ist, je nachdem der Mittelpunkt des Kegelschnittes innigster Berührung 
mit dem oberen Körper ausserhalb ödes innerhalb des Stabilitätsloreises liegt. 

Beisp. 2. Wenn eine convexe Kugeloberfläche auf der Spitze einer festliegenden 
convezen Kugeloberfläche in zunächst neutralem Gleichgewicht ruht, so ist das 
Gleichgewicht in der That unstabil. Wenn aber die concave Seite der unteren 
Fläche nach oben geht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nach- 
dem ihr Radius grösser oder kleiner als der doppelte der oberen Fläche ist und 
wird in der That neutral, wenn ihr Radius doppelt so gross als der der oberen 
Fläche wird. 

Die bewegliche Kugelfläche muss in diesem Beispiel natürlich so äqui- 
librirt werden, dass sich ihr Schwerpunkt in einer Höhe über dem Stützpunkt 
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befindet, für welche das Gleichgewicht bei einer ersten Annäherung neutral ist. 
Wenn z. B. der Radius der unteren Fl&che doppelt so gross als der ihrige ist, 
so liegt ihr Schwerpunkt auf ihrer Oberfläche, d. h. in einem Abstand vom Be- 
rührungspunkt, der doppelt so gross als ihr Radius ist. Der Schwerpunkt liegt 
ausserhalb oder innerhalb der oberen Fläche, je nachdem der Radius der unteren 
mehr oder weniger als das doppelte desjenigen der oberen beträgt und wenn die 
untere Fläche eben ist, so liegt der Schwerpunkt im Centrum. In diesem letzteren 
Fall ist femer das Gleichgewicht in der That neutral. 

§ 606. SehwiBgangeii von Cjlindeni bei AnnSbenrngen höherer Ord]inB;i;eii. Bis 
XU einem beliebigen Chrad der Annäherung die allgemeine Bewegungsgleichung eines 
Cylinders eu büden, der um eine Gleichgewichtslage schwingt. 

Behält man die bisherige Bezeichnung bei, so ist mit Bezug auf die Fig. 
S. 466 die Gleichung der lebendigen Ejraft 



(^^*+r')(^y-c+^u. 



worin ü die Eräfbefunction und k den TrSgheitsradius des Körpers für seinen 
Schwerpunkt bedeutet. Differenzirt man sie nach 6, wie in § 448, so wird 

d^e , dr (deV dU 

de ' 






Die rechte Seite der Gleichung ist nach § 840 das Moment der Kräfte um die 

Momentanaxe und daher in unserm Fall gr sin tp. Substituirt man für -^ aus 
den Hülf Sgieichungen in § 601, so wird die Bewegungsgleichung mithin 

(fc' + Oj^ + ri^Bmn^^j -^rsmy. 

Man verfahre so, wie in § 602. Man entwickle jeden Coef&cienten nach 
dem Taylor* sehen Theorem nach Potenzen von 0, welches man so zu wählen hat, 
dass es in der Gleichgewichtslage verschwindet. Dazu hat man die successiven 
Differentiale dieser Goefflcienten bis auf eine beliebige Ordnung nöthig und muss 
sie durch die Anfangswetihß von qp, n und r allein ausdrücken. Die ersten 
Differentiale sind in den Hülfsgieichungen, & 601, enthalten. Um die andern zu 
finden, differenzire man diese Hülfsgieichungen successive so lange, bis man so 
viele Differentialquotienten erhalten hat, als erforderlich sind. 

§ 606. Die Gleichung bei erster Näherung tu büden. Die Anfangs- oder 
Gleichgewichtswerthe von n und r seien a und h. Die Gleichung ist dann 

(Ä* + **)2jf — ^rsiny. 



Man hat r sin qp bis zur ersten Potenz von Q zu finden. Nun erhält man 
durch Substitution aus den Hülfsgieichungen 

d^ 

de 

und durch Rednction daher 



, ._^v dr , , dm ... /l cosn\ 
(r sii%) = — sm qp + ♦■ 3^ cos 9 =» z «mn srntp + rz cob tp { 1 



— (r sin 9) BS r cos q> — g cos (<p — n). 

Im Gleichgewicht liegt G in der durch den Berührungspunkt gehenden 
Verticalen und ist daher der Anfangswerth von 9 Null. Die Bewegungsgleichung 

ist TWl^itlll^ 
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(Ä' + *') J^f = (Ä-aco8«)je, 
dieselbe wie in § 441. 

§ 507. Die Gleühimg bei zweiter Äfinahening eu bilden. Der bereits gefundene 
erste Differentialquotient von r sin (p mnss noch einmal differenzirt werden und 
nur die Glieder sind beizubehalten, welche für 9 =» nicht verschwinden. Man hat 

d* , . . ,( (2 1 , sin 2 a sina) 

Die Bewegungsgleichung bei zweiter Annäherung ist daher 

(*• + Ä' + 2hz Bmad) j^ + hz siska ij-J = 

»v y» . »r d 1 , sin 2a sinalO* 
— — (ifcosa — Ä)flf6 + ^«'(«cosa^^- H j^ ^1 T 

und kann auf die Form gebracht werden 

— + a^e^^b^(-) +ce% 
, jBCOsa — h ,, J^Ksina 

*. ir« 1 1 ** f d 1 , sin 2a sina) . . 

Nimmt man an, a sei von NuU verschieden, so erh&lt man die Auflösung 

e-A nin(at + B) + ^^' Ä* + " \^!^* Ä* co8 2(at + B), 

worin Ä und B zwei unbestimmte Constante sind und das erste Glied die erste 
Annäherung darstellt. Daraus geht hervor, dass die erste Annäherung im Wesent- 
lichen genau ist, es sei denn, dass a kleia, d. h. das Gleichgevncht nahezu neutral 
wäre. Die kleinen Glieder haben die Wirkung, dass sie die Schwingungsweite 
nach der unteren Seite des Gleichgewichtes um ein Geringes grösser als die nach 
der oberen machen. 

§ 608. Sehwingnngen von Kegeln bei Annftlieriuigen hSherer Ordnungen. Die 

allgemeine Bevoegirngsgleichung fär einen schweren Kegel zu finden, der auf einem 
festliegenden vollkommen ratihen Kegel roUt. 

Wir wollen ebenso verfahren und dieselbe Bezeichnung benutzen, wie in 
§ 488. Ein unterschied ezistirt jedoch. Da sich der bewegliche Kegel nicht im 
Gleichgewicht befindet, so liegt sein Schwerpunkt nicht in der Verticalebene WOI, 
Wie zuvor seien die Bogen IG^^r^ IW^ z und die Winkel 6?JC7s«n, 

Ist Ä die Winkelgeschwindigkeit des beweglichen Kegels um seine Momentan- 
axe 07, so hat man nach § 448 

'^•w + T«'-g^-^ <■). 

worin L das Moment der Schwere um Ol bezeichnet. 

Bei dem Bollen des Kegels bewegt sich der Punkt I auf dem Durchschnitt 
des festen Kegels mit der Kugel. -IP ms» de sei der in der Zeit dt beachiiebene 



Schwingangen in zweiter Annäherung (§ 506 — 509). 
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Bogen. Am Yoriheilbaftesien ist es, 8 zur Coordinate zu nehmen, durch welche 
die Lage des Kegels bestimmt wird. 

Auf dieselbe Art wie in § 484 findet man 



A» 



ds sin (^4" 9) 
dt sin^ sin^' 



(2)- 



Um nun das Moment der Schwere um Ol zu ermitteln, gehen wir wieder 
so vor, wie in § 485. Zerlegt man die Schwere in der Bichtung und senkrecht 
zu Ol, so hat die erstere Componente kein Moment, während die letztere g Bine 
ist. Diese letztere möge parallel zur Geraden 
KO wirken, KWI ist alsdann ein Bogen in 
einer yerticalen Ebene. Das gesuchte Moment 
ist dann das Product aus den Componenten der 
Schwere und der Projection von OG auf OH, 
wenn H der Pol des Bogens KWI ist. Das 
Moment ist daher gh%ixi.zcoBHG. Um cos^6r 
zu finden, yerlängere man HG bis zum Durch- 
schnitt M mit KWI. In dem rechtwinkligen 
Dreieck GIM ist dann 



JBTC 



sin GM » sin Gl sin GIM. 
Das Moment L ist daher 

i «-s — gh sinr sin^er 8in(n — ip) . 



(S). 




Wenn die Form der Kegel bekannt ist, so kann man K, t, z, n und ^ 
durch 8 oder irgend eine andere beliebige Coordinate ausdrücken. Die Bewegungs- 
gleichung ist dann bekannt. 

Die Ausführung geschieht mittelst der vier folgenden Hülfsgleichungen: 



d8 
dn 



smn 



dB 

d8 ^ 



— SS cotg r cos n — cotg q 
-^ a- cotg^er cos-^ -f cotg q 



W- 



Der Beweis derselben wird dem Leser überlassen. Man erhält sie auf dieselbe 
Art, wie früher bei dem Cylinder, mit dem einzigen Unterschied, dass man 
sphärische Dreiecke statt ebener zu benutzen hat. 

§ 509. Bi8 zu einem helübigen Grad der Annäherung die BewegiMgsgleichung 
eines graden Kegels gu finden, der um eine Gleichgewichtslage schwingt. 

Da der Kc^ grade ist, so hat man K* constant. Die Bewegungsgleichung 

ist daher JT' -^-- » X, worin A und X die in den Gleichungen (2) und (8) in 

§ 508 gegebenen Werthe haben. 

Wir bemerken, dass in der Gleichgewichtslage L «^ und daher ti = '^ ist. 
Die Coordinate 8 möge so gewählt sein, dass auch sie in dieser Lage yerschwindet. 
Man hat daher nun Sl und L nach Potenzen yon s zu entwickeln. Dazu benutze 
man das Taylor* sehe Theorem und erhält so 



-{S)-+oA+-. 



worin die Klammem angeben, dass s nach der Ausführung der Differentiation 
gleich Null zu setzen ist. Diese Differentiationen lassen sich sämmtlich ohne 



460 Kapitel X. Specielle Probleme. 

Schwierigkeit ausföhren, wenn man den in (8) fSr L gegebenen Ausdruck benutzt 
und bestSudig die Werthe för t-, j-, etc. aus den Hülfgsleichungen (4) sub- 

stituirt. Man kann St auf dieselbe Art behandeln. 

Die Bildung der Bewegungsgleichung wird auf diese Art auf die Differentiation 
eines bekannten Ausdrucks und die Substitution bekannter Functionen reducirt. 

Man kann diese Methode benutzen, um die Bewegungsgleichung bis zur 
ersten Potenz zu erhalten. Man hat so 

JST" -VT- — — pÄ ^ { sin r sin jp sin (» — '^) } «• 

Substituirt man fOr Sl und behält auf der rechten Seite nur die Glieder bei^ 
die fOr 1^ B» n nicht verschwinden, so erhält man 

IT" d^8 f . , V sin p sin p' . \ 

-T- jTi" =« — 1 sm (« — r) cos n . / , — -;r — sm r sm jr } «, 
gh ar l ^ ' sm(p + ^) ' 

was mit dem Resultat in § 488 übereinstimmt. 

Ist der Eegel kein grader, so kann man K^ durch r und n ausdrücken und 
auf dieselbe Art yerfahren. 

§ 610. Beisp. Ein schwerer grader Eegel ruht in neutralem Gleichgewicht 
auf der Oberfläche eines andern graden Kegels, der im Kaum festliegt und ihre 
beiden Spitzen fallen zusammen. Man zeige, dass die Bewegungsgleichung mit 
Einschluss der Quadrate kleiner Grössen 



"T -jir =» . / , \ — . . ^^ { cotg« + 2cotgr — cotgp } - 

gh dt^ sm(p + p) smrsmp i -o i -o -o^i ^ 



ist. 



Noten. 
1) üeber die vier äquivalenten Punkte eines Körpers. 

In § 44 wurde gezeigt, dass man vier Massenpunkte yon gleicher Masse 
finden kann, welche das nämliche Trägheitsmoment, wie ein beliebiger Körper 
besitzen, nnd angegeben, wie man ihre Lage mittelst eines Tetraeders bestimmen 
kann. Ans § 42, Beisp. S l&sst sich jedoch noch eine andere Construction ab- 
leiten, der ein EÜipsoid zn Grande liegt. 

In § 42 handelt es -sich kurz um das Folgende. Das Legendr ersehe 
Ellipsoid fOr den Schwerpunkt des EGipers ist, wie in § 29 erklärt wurde ^ von 
gleichem Moment einerseits wie der Körper, und andererseits auch vier gleichen 

Stelle gebracht ist, und einem fünften Massenpunkt äquivalent, der den Rest der 
ganzen Masse des Körpers hat und im Schwerpunkt liegt. Setzt man nun die 
beliebige Grösse n' gleich 8/5, so ist die Masse des fSnften Punktes Null. 

Um die vier äquivalenten Punkte eines Körpers zu ermitteln, construire man 
ein Ellipsoid, das dem Legendre'schen Ellipsoid fOr den Schwerpunkt ähnlich 

ist, dessen Dimensionen aber in dem Verhältniss 1 : ]/3/5 reducirt sind. Die ge- 
suchten Punkte sind vier auf diesem Ellipsoid liegende Punkte derart, dass ihre 
ezcentrischen Linien (§ 40) gleiche Winkel miteinander machen; mit andern 
Worten, sie liegen in den vier Eckpunkten des in das Ellipsoid eingeschriebenen 
Tetraeders von kleinstem Volumen. 

Ist der Körper gegeben, so kann man das Ellipsoid gleichen Momentes aus 
seiner Definition in § 29 ableiten und die vier Massenpunkte dann an ihre 
richtige Stelle bringen. Wenn umgekehrt die Lage der vier Massenpunkte, sagen 
wir AB CD, bekannt ist, so ist das Ellipsoid gleichen Moments für ihren Schwer- 
punkt dem das Tetraeder AB CD umschreibenden Ellipsoid ähnlich, dessen Mittel- 
punkt im Schwerpunkt liegt und dessen lineare Dimensionen in dem Verhältniss 

}/8/6 : 1 vergrössert sind. Wie in § 43, ist das Ellipsoid gleichen Moments auch 
dem eingeschriebenen Ellipsoid ähnlich, welches jede Seitenfläche in ihrem Schwer- 
punkt berührt, dessen lineare Dimensionen aber im Verhältniss 1 : l/lö grösser 
sind. Es ist auch dem EUipsoid ähnlich, welches jede Kante in ihrem Mittel- 
punkt berührt und dessen lineare Dimensionen man in dem Verhältniss 1 : f/ö 
vergrössert hat. 

Die Halbazen des eingeschriebenen EUipsoids sind in § 46 durch eine 
Gleichung dritten Grades bestimmt worden, deren Coefßcienten Functionen 
der Seitenflächen und Kanten des Tetraeders sind. Die Lage der Axen ist 
auch geometrisch bestimmt worden. Die Hauptträgheitsmomente ergeben sich 
daraus leicht. 
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Man kann die Anzahl der äquivalenten Punkte nur dann auf weniger als 
vier reduciren, wenn eine Ebene yorhanden ist, für welche das Trägheitsmoment 
des Körpers Null wird. Die äquivalenten Punkte liegen selbstverständlich in dieser 
Ebene. Wenn der Körper eine Lamelle ist, die in der a;y- Ebene liegt, so wird 
das Legendr ersehe Ellipsoid eine dünne Scheibe (stark abgeplattetes EUipsoid), 
die von der Ellipse 

begrenzt wird. Beducirt man die Liniendimensionen dieses EUipsoids im Yer- 

hältniss 1 : }/8/6, so ist die 5 auf der rechten Seite durch eine 8 zu ersetzen. 
Einen der Massenpunkte kann man passender Weise auf das Ende C der Z-Axe 
der reducirten Scheibe setzen; er liegt mithin schliesslich im Schwerpunkt O. 
Die übrigen drei befinden sich dann auf einem elliptischen Schnitt, welcher der 
rcy- Ebene parallel ist und die Verlängerung von CO derart in einem Punkt N 

trifft, dass der Schwerpunkt aller vier Punkte in liegt. Offenbar ist ON'^ y ^^ 
und ist der elliptische Schnitt dem Hauptschnitt durch die a;y- Ebene ähnlich, 
hat aber lineare Dimensionen, die in dem Yerhältniss 8 : 2}/2 redudrt sind. 

Die Lamelle ist jetzt gleichen Momentes mit vier Massenpunkten. Soll der 
im Schwerpunkt liegende eliminirt werden, so sind die Massen der übrigen drei 

von ~ M auf y JUT zu bringen und mithin ihre Abstände vom Schwerpunkt in 

dem Yerhältniss von 2 : Yi zu vermindern. Die drei Massenpunkte liegen somit 
auf einer Ellipse, welche man erhält, wenn man die linearen Dimensionen der 
die reducirte Scheibe begrenzenden Ellipse in dem aus den beiden obigen Yer- 

hältnissen zusammengesetzten Yerhältniss, d. h. in dem Yerhältniss von l/8:}/2 
reducirt. Die Ellipse, auf welcher die drei Punkte liegen, ist daher durch 

-r 



Zmx* ^ 2my* M 

gegeben. Damit stimmt das Resultat überein, zu dem wir in § 44 auf anderem 
Weg kamen. 



2) üeber den Beweis der Lagrange^solien Oleicliimg^. 

Der Beweis der Lagrange'schen Gleichungen in den §§ 897 bis 899 
lässt sich etwas anders fOhren, wenn man als Lemma eine Yerallgemeinemng 
des in dem ersten Beispiel des letztgenannten Paragraphen gegebenen Theorems 
benutzt. 

Lemma. L sei irgend eine Function der Yariablen x, y, etc., a^, y , etc. 
und t. Wenn man a;, y, etc. als Functionen irgend welcher unabhängiger Yariablen 
6, 9, etc. und t ausdrückt, so wird 

dt dB' de^Kdida^ dx) dS'^Kdtdy' dy) dß"^ ' ^^' 

Um den Beweis zu fähren, setze man 

« ^f{t,e, 9, etc.) (1), 

daher 

«' = /;+fe»'+ete (8), 

mit fthnlichen Aasdiflcken für y, g, etc., vorin die etc. sich auf die flbrigea 
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Variablen 9, ^, etc. beziehen nnd die Indices partielle Differentialquotienten 
angeben. 

Da B in den Ausdruck L sowohl durch x^y^ etc., als x\ %f ^ etc. eingeführt 
wird, w&hrend Ö' nur mittelst o;', y', etc. auftritt, so erh&lt man die partiellen 
Differentialquotienten 

dJj _dLdx , BL dx' dL _dLda^ 

Differenzirt man (2), so ergibt sich 



und daraus 



Da 



aa^ _ _dx 

dB' "~ 'ö "" ao 
d^ax_ai_/^ai_ ax \ dx 

dt dB' dB "" \dt daf dx) dB "^ 

, dL (d . aa:'\ , . 



ist, so verschwinden nach (2) die Glieder in der zweiten Zeile. Das Lemma ist 
somit ohne die Annahme bewiesen worden, dass die Beziehungen zwischen den 
Variablen x, y^ etc. und 0, 9, etc. von t unabhängig sind. 

um nun mit diesem Lemma die Lagrange 'sehen Gleichungen zu beweisen, 
setze man X = T + ü", worin 

ist und x^ y, z die Coordinaten des Massenpunktes m darstellen. 

Man erhält 

d dL dL -, ( n dU\dx . . ,,, 

TtdW'^w-^'^y"-ji)dB + ^^ (*)• 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist, wenn sie mit dB multiplicirt wird, 

das virtuelle Moment aller Kräfte m iaf' — -^— j für eine Vemlckung dB^ während 

man die entsprechenden Verrückungen von x, y, etc. durch Differentiation der 
Gleichung (1) nach 0, ohne t zu varüren, findet. Nach dem D'Alembert*schen 
Pnncip befinden sich diese Kräfte aber im Gleichgewicht und ist die Summe ihrer 
virtuellen Momente für irgend eine mit den zur Zeit t geltenden geometrischen 
Gleichungen vereinbare Verrückung Null. Die rechte Seite der Gleichung (4) 
verschwindet mithin. Damit ist die Lagrang ersehe Gleichung der zweiten Art 
bewiesen. 

Setzt man T statt L in (4), so ist 

d dT dT ^ #» dx . . .,. 

St ^ - W - ^"•'^ Fe + '*" ^^^- 

Da die rechte Seite, wenn sie mit 8B multiplicirt wird, das virtuelle Moment 
der Effectivkrilfte maf\ etc. ist, so stellt der Lagrange 'sehe Ausdruck auf der 
linken Seite, nachdem man ihn mit dB multiplicirt hat, ebenfalls das virtuelle 
Moment der Effectivkräfte des Systems für eine Verrückung dB dar. 

Ebenso erhält man, wenn man T anstatt L in (8) schreibt, 

dT „ .dx , . 

^-2:1»«'^-^ + etc. 
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Die linke Seite ist daher nach Multiplication mit 96 die Summe der virtneilen 
Momente der Bewegongsgrössen der verschiedenen Massenpunkte des Systems för 
eine Yerrückung 66. 

Die Fundamentalgleichung (A) ist aus den Principien der Differential- 
rechnung ohne irgend welche Bezugnahme auf mechanische Theoreme abgeleitet 
worden. Setzt man L'^ T-^-Uy so drückt sie aus, dass die Summe der virtuellen 
Momente der Effectiv- und gegebenen Kräfte für eine Yerrückung dB immer 
denselben Werth hat, durch welche Coordinaten man auch diese Kräfte aus- 
drücken mag. 
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Anmerkungen 

Yon H. Liebmann. 



Es sollen in den folgenden Anmerkungen die vom Veifasser gegebenen 
Literaturnachweise yeiroUständigt werden, und namentlich soll zur Ergänzung 
der englischen Literaturangaben auf einige nichtenglische Werke und Abhand- 
lungen hingewiesen werden, in denen der Leser verschiedene der im Text be- 
handelten oder angedeuteten Fragestellungen weiter verfolgen kann. (Auf pag. 78 
und 144 sind bereits solche Zusätze gemacht.) 

Kapitel L 

§ ^9 P^* ^* ^^® ähnliche Zusammenstellung findet man bei: 
Beye, Einfache Darstellung der Trägheitsmomente ebener Figuren (Zeitschrift 
deutscher Ingenieure XIX, pag. 401). 

Eine Aufzählung der in der Praxis am häufigsten zu berechnenden Triig- 
heitsmomente findet man auch in: 
Des Ingenieurs Taschenbuch. Die Hütte, 1. Abtheilung, 16. Auflage. Berlin 1896. 
§ 26, pag. 21. Eine von Hesse eingeführte, dem reciproken Trägheitsellipsoid 
confocale Fläche ist das „imaginäre Bild*^ eines Körpers. Seine Gleichung ist: 

X« r« Z^ 1 

' 57«» »t I 



Man vergleiche hierzu die 26^ Vorlesung von: 
Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Baumes. Leipzig 1876. 

§ 36 — 88, pag. 26 — 29. Wir machen darauf aufmerksam, dass die ersten 
Arbeiten von Bouth über Ersetzung eines. Körpers durch ein äquivalentes Punkt- 
system (z. B. Note of the moments of inertia of a triangle. Quart. Journal of 
Mathematics VI, 1868, pag. 70—78) älter sind, als die von Beye 1866 veröffent- 
lichte, welche pag. 29 citirt wird. 

§ 60 — 63, pag. 46—48. Das System sämmtlicher Hauptträgheitsaxen bildet 
einen „tetraedralen Complex^^ und die in diesen Paragraphen gegebenen Sätze 
beruhen auf den Eigenschaften dieser Liniencomplexe. Wie sich die Theorie der 
tetraedralen Gomplexe allmälig entwickelt hat, kann man nachlesen in Kap. 8, 
§ 2 von: 
S. Li e u. G. Scheff ers, Geometrie der Berührungstransformationen I. Leipzig 1896. 

(Die ersten Entwicklungen von Bouth über das System der Hauptträgheits- 
axen finden sich bereits in der ersten Auflage des Originals, 1860.) 

Kapitel m. 
§ 103, pag. 86. Der in Deutschland und Gestenreich fOr vergleichende Schwere- 
messungen übliche Pendelapparat ist beschrieben in der Arbeit: 
B. V. Sterneck, Der neue Pendelapparat des k. k. Militär-geographischen In- 
stituts (Z. f. Instrumentenkunde VIQ, 1888). 

Mit demselben werden eben jetzt zahlreiche Messungen auch auf ausländischen 
Stationen verglommen. 

§ 108, pag. 90. Neuerdings sucht man nach andern absoluten Einheiten für 
die Länge. Man vergleiche hierzu: 
A. Michelson, Die Interferenzialmethoden in der Metrologie und die Auf- 
stellung einer Wellenlänge als absolute Einheit. Journal de Physique 3 (3). 
1894, p. 6—22. 
Bonth, Dynamik. I. 30 
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Kapitel IV. 
§ 165, pag. 151. Eine Zusammenstellung der älteren Versuche über Reibung 
eines Wagens findet man bei: 
M. Bühl mann, Allgemeine Maschinenlehre m, 2. Auflage. Braunschweig 1877. 
Kapitel I: üeber Strassenfuhrwerke. 
§ 167, pag. 15S. Hierzu vergleiche man: 
M. Bühlmann, Geschichte der technischen Mechanik. Leipzig 1885. §41: Ge- 
schichte der Ermittlung der Steifheit yon Seilen. 
Auf die sehr verstreute neuere technische Literatur über diesen Gegenstand 
können wir hier nicht eingehen. 

§ 175, pag. 158. Die Mallet'sche Erdbebentheorie ist veraltet xmd sie wird 
hier nur als ein Beispiel der Untersuchungen über den Stoss gebracht. Moderne 
Anschauungen und Erfahrungen findet man ausser in den am Schlüsse des Para- 
graphen genannten Schriften insbesondere niedergelegt in: 
Bolletino della Societa Seismölogica Italiana, und Seismological Journal of Japan. 
An deutscher Literatur vergleiche man den Bericht von Dr. E. Budolf: Die 
Fortschritte der Geophysik ^der Erdrinde. (Geographisches Jahrbuch XVUI, 1895.) 

Kapitel V. 
§ 285 — 237, pag. 213 — 215. Untersuchungen über Analogie zwischen Statik 
und Kinematik sind in Deutschland in erster Linie von Möbius angestellt worden. 
So findet man einen Beweis des am Schluss von § 237 ausgesprochenen Satzes in: 
Möbius, Gesammelte Werke m, Leipzig 1886. Beweis eines neuen von Herrn 
Chasles in der Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zusätzen (zuerst er- 
schienen in Crelle^B Journal IV, 1829). 
Man vergleiche auch die folgende Arbeit: 
Möbius, Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehimgen. Ges. Werke I 
pag. 645 (Crelle's Joum. XVm, 1838), 
sowie: 
Möbius, Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837 (Werke UI). 

Die in § 237 genannten „coigugirten Kräfte^* und „conjugirten Axen" sind 

nichts anderes als conjugirte Axen eines Möbius'schen Nullsystems. Man veigl.: 

Möbius, Ueber eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im 

Baum. Werke I, p. 489— 515 (Grelle X, 1838). 

Den Namen „Nullsystem** hat v. Staudt in seiner Geometrie der Lage 1847 

eingeführt. Auf spätere Darstellungen der Beziehung zur Liniengeometrie, die 

ausserordentlich zahlreich sind, können wir hier in Kürze nicht eingehen. 

§ 278, pag. 249. Wegen der Zusammensetzung endlicher Schraubungen und 
Drehungen vergleiche man noch Kap. I, § 7 von: 

F. Klein und A. S ommerf eld, Ueber die Theorie des Kreisels. Heft L Leipigl897, 
femer: 
Study, Von den Bewegungen und Umlegungen. (Math. Annalen 39, 1891.) 

Kapitel VH. 
§ 338, pag. 302. Eine Auseinandersetzung über die ältere Geschichte des 
Princips der Erhaltung der lebendigen Kraft findet man auch in dem bekannten 
Buch von 

Mach, Die Entwicklung der Mechanik (8. Auflage, Leipzig 1897) 
und im zweiten Kapitel von: 
E. Dühring, Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik. 
Berlin 1878. 

§ 393, pag. 347. Das Princip des kleinsten Zwanges hat Hertz in ver&ll- 
allgemeinerter Form unter dem Namen : „Princip der geradesten Bahn'^ als Grund- 
gesetz der Mechanik aufgestellt auf pag. 162 seines Werkes: 
Die Principien der Mechanik. Leipzig 1894. 
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Kapitel Vm. 
§ 399, pag. 857. Die Lagrange^sche Function heisst bei Heimholt z „kine- 
tisches Potential". Vgl.: 
H. T. Helmholtz, Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten 
Wirkung. (Wissenschaftliche Abhandlungen III, Leipzig 1895, zuerst erschienen 
in Grelle's Journal 100, 1886.) 

Q rp 

§ 402, pag. 360. Für die Grössen u = ö^ ii- &• w. gebrauchen Klein und 

Sommerfeld in ihrem oben citirten Buch die Bezeichnung ,,ImpuUc()ord%naten'' in 
Anlehnung an den Ton Poinsot, Lord Kelvin u. A. ausgebildeten Begriff des Im- 
pulses, fär welchen man im Englischen auch momentum (linear bez. angular m.) sagt. 
§ 410, pag. 369. Die in der Anmerkung gegebene Transformation ist eine 
,,Beri^irung8tran8formaHon**. Mit solchen Transformationen operirt Jacobi be- 
ständig in seinen FbrZ^^n^en iiber Mechanik (herausgegeben von Clebsch, Berlin 1864). 
Später ist der Begriff der Berührungstransformation in seiner Allgemeinheit von 
Lie entwickelt worden, der auch den l^BJ3ien,,Berii7irtmg8tran8formati(m*^ eingeführt 
hat. In abstracter Form ist die Theorie dargesteUt in dem Buch: 
Lie, Theorie der Transform ationsgruppen 11. Leipzig 1890. 

Eine sehr schöne EinfOÜbrung in die Theorie gibt das oben (zu § 60) citirte 
Buch von Lie und Scheffers. 

§ 422, p. 878. Die von J. J. Thomson als ,jhinostheni8ch^' bezeichneten 
Coordinaten nennt Helmholtz „cyclische", in einer B^ihe von Arbeiten, welche 
in Band m seiner „Wissenschaftlichen Abhandlungen" zusammengestellt sind, und 
von denen die erste: 

Studien zur Statik monocyclischer Systeme 
zuerst 1884 in den Berl. Akademieberichten erschienen ist. üeber die Aufstellung 
der Lagrang ersehen Gleichungen im Falle cyclischer Coordinaten vergleiche man 
auch pag. 820 ff. des ersten Bandes von 
Thomson und Tait, Naturtü philasophy. 2d ed. Cambridge 1886. 

§ 427, pag. 382. Die ^fiissipaUonsfwnction** wird ausführlich behandelt auf 
pag. 136 ff. des Bandes I von 
B.ayleigh, The theory of sound. 2^ edition. London 1894. 

§ 429, pag. 882. Systeme mit Bedingungsgleichungen, welche die Differential- 
quotienten der Coordinaten enthalten, heissen nach Hertz „nicht holonome SystSme" 
im Gegensatz zu ^^lonamen" (Principien der Mechanik, pag. 95). Doch ist die 
Mechanik solcher Systeme schon früher behandelt von 
A. Voss, üeber die Differentialgleichungen der Mechanik (Math. Annalen 25,1886). 
Die Geltung der Integralprincipien für nicht holonome Systeme ist untersucht 
in der Arbeit: 
0. Holder, Ueber die Principien von Hamilton und Maupertuis. Göttinger 
Nachrichten 1896. 

Kapitel IX. 

§ 462, pag. 418. Den Satz, dass mehrfache Wurzeln der Lagrang ersehen 
Determinante nicht Lösungen von der Form {Ät -\- B) sin. pt ergeben, hat zuerst 
Weierstrass bewiesen. (Berliner Akademieberichte 1868.) 

§ 444, pag. 433. Eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten bis 1896 an- 
gestellten Messungen über Erddichte findet man in den „Deutschen Geographischen 
Blättern" XVÜI, Bremen 1895, pag. 68. Auf eingehende Angaben der Fachliteratur 
in diesem grade jetzt so viel bearbeitetem Gebiet müssen wir hier verzichten. 

§ 490, pag. 446. In sehr allgemeiner Weise hat das Problem der Tautochrone 
angefasst 
S. Königs in Camptes Bendus 1898, 116, pag. 966 — 968. 
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